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§1. Введение

Хемотаксисом называют направленное движение клеток или орга-
низмов в ответ на химическое воздействие. Хемотаксис играет чрез-
вычайно важную роль в широком спектре биологических процессов.
Наиболее распространенная модель хемотаксиса, описывающая эво-
люцию концентрации клеток ρ и концентрации химического вещества
c, представляет собой систему нелинейных параболических уравнений
следующего вида






∂ρ

∂t
=

1

2
∇ · (α1(ρ, c)∇ρ− α2(ρ, c)ρ∇c) + α3(ρ, c),

∂c

∂t
=

1

2
∇ · (σ2∇c) + α4(ρ, c)ρ− α5(ρ, c)c,

(1.1)

для которой рассматривается задача Коши с начальными данными

ρ(0, x) = ρ0(x), c(0, x) = c0(x).

Здесь t ∈ [0, T ], x ∈ Rd, d > 3, x ·y =
d∑

k=1

xkyk– скалярное произведение

в Rd.
Предполагается, что коэффициенты этой системы обладают следу-

ющими свойствами:
• Хемостатическая чувствительность χ = α2(ρ, c)ρ пропорциональ-

на концентрации клеток ρ; при этом, если функция χ положительна,
то происходит притяжение клеток, а если она отрицательна, то проис-
ходит отталкивание;

• Коэффициент диффузии клеток α1(ρ, c) – это положительная ве-
щественная функция;

• Функция α2(ρ, c) отвечает за среднее увеличение или уменьшение
концентрации клеток;

Ключевые слова: диффузионные процессы, системы прямых уравнений Кол-
могорова, слабые и ослабленные решения задачи Коши.
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• Функция α4(ρ, c) описывает влияние химического воздействия
(она пропорциональна концентрации ρ, если химическое воздействие
обусловлено жизнедеятельностью клеток), наконец, функция α5(ρ, c)
описывает скорость потребления химического вещества. Обе функции
предполагаются положительными.

Цель этой работы состоит в том, чтобы построить марковские про-
цессы, ассоциированные с рассматриваемыми системами (1.1), интер-
претируя их как системы прямых уравнений Колмогорова, и получить
вероятностные представления обобщенного (слабого) решения и/или
мерозначного решения этих систем, а также соответствующих ослаб-
ленных решений.

Системы вида (1.1) изучались многими авторами в рамках теории
уравнений в частных производных, и ссылки на эти работы можно
найти, например, в работах [1–3]. Особенностью этих систем является
треугольный вид матрицы старших производных. При этом, рассмат-
ривая второе уравнение как неоднородное линейное параболическое
уравнение, можно найти его решение c(t, x), а также его производную
∇c(t, x) и подставить ∇c(t, x) в первое уравнение, что позволяет свести
решение системы (1.1) к решению одного уравнения типа уравнения
Маккина–Власова.

Вероятностный подход к рассмотрению систем нелинейных парабо-
лических уравнений с кросс-диффузией, активно развиваемый в по-
следние десятилетия, как правило, основан на том, что изучаемая си-
стема рассматривается как предельная система, описывающая поведе-
ние взаимодействующих многочастичных систем при стремлении чис-
ла частиц к бесконечности. Полученные при этом предельные урав-
нения называют уравнениями среднего поля [4, 5]. Отметим также
недавнюю работу [6], в которой построена вероятностная модель про-
стейшего одномерного варианта системы (1.1). В настоящей работе
предлагается альтернативный подход к вероятностной интерпретации
систем уравнений вида (1.1), позволяющий получить альтернативное
вероятностное представление решения этой системы и распространить
развиваемый подход на более широкий класс систем. Этот подход ана-
логичен подходу, предложенному в работах [7–9].
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§2. Случайные процессы, моделирующие хемотаксис

Для построения обобщенного решения задачи Коши (1.1) нам по-
надобится ряд функциональных пространств. Обозначим Cb(R

d) про-
странство ограниченных непрерывных функций и C∞

0 (Rd) простран-
ство бесконечно дифференцируемых (гладких) функций с компактны-
ми носителями. Для любых положительных целых чисел l, k обозна-

чим C
l,k
b = C

k,p
b ([0, T ]×Rd, Rd1) множество непрерывно дифференци-

руемых ограниченных вещественных функций заданных на [0, T ]×Rd

с равномерно ограниченными производными по t до порядка l и по x до
порядка k. Пусть C∞

b обозначает пространство ограниченных гладких
функций, C0(R

d)– пространство непрерывных функций с компактны-
ми носителями.

Пусть L1
loc(R

d) – пространство локально-интегрируемых функций.
Для натуральных k, p обозначим W k,p(Rd) соболевское пространство
вещественных функций интегрируемых вместе со своими производны-
ми до порядка k в степени p и пусть W

1,1
loc - пространство функций,

производные которых принадлежат L1
loc.

Ниже нам понадобятся понятия слабого и ослабленного решения
задачи Коши для системы (1.1).

Пару функций (ρ, c) назовем слабым решением (1.1), если для всех
h, g ∈ C∞

0 (Rd) справедливы интегральные тождества

∫

Rd

ρ(t, y)h(y)dy −

∫

Rd

ρ0(y)h(y)dy

=

t∫

0

∫

Rd

ρ(θ, y)
1

2
[α1(ρ, c)∆h(y)− α2(ρ, c)∇c · ∇h(y)]dydθ

+

t∫

0

∫

Rd

ρ(θ, x)

[
1

2

[
∂

∂ρ
α1(ρ, c)∇ρ(θ, y) +

∂

∂c
α1(ρ, c)∇c(θ, y)

]

×∇h(xy) +
α3(ρ, c)

ρ(θ, y)
h(y)

]
dydθ (2.1)

и
∫

Rd

c(t, y)g(y)dy −

∫

Rd

c0(y)g(y)dy
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=

t∫

0

∫

Rd

c(θ, y)
σ2

2
∆g(y)dydθ

+

t∫

0

∫

Rd

c(θ, y)

[
α4(ρ, c)

ρ(θ, y)

c(θ, y)
− α5(ρ, c)

]
g(y)dydθ. (2.2)

Вид эллиптических операторов в правых частях соотношений (2.1)
и (2.2) подсказывает, что с ними можно связать диффузионные про-
цессы ξq(t), удовлетворяющие следующим стохастическим уравнениям

dξq(θ) = mρ,c
q (θ, ξq(θ)))dθ +Mρ,c

q (θ, ξq(θ)))dw(θ), ξq(0) = ξ0q, (2.3)

где q = 1, 2, а ξ0q – случайные величины, не зависящие от винеровского
процесса w(t) и имеющие распределения u0q(dy) = P (ξ0q ∈ dy). Здесь
и ниже приняты обозначения:

m
µ,ν
1 (θ, x) =

1

2

[
∂

∂µ
α1(µ, ν)∇µ(θ, x) +

∂

∂ν
α1(µ, ν)∇ν(θ, x)

]

−
1

2
α2(µ, ν)∇ν(θ, x),

m
µ,ν
2 (θ, x) = 0, b

µ,ν
1 (θ, x) =

α3(µ(θ, x), ν(θ, x))

µ(θ, x)
,

b
µ,ν
2 (θ, x) = α4(µ(θ, x), ν(θ, x))

µ(θ, x)

ν(θ, x)
− α5(µ(θ, x), ν(θ, x)),

[Mµ,ν
1 (θ, x)]2 = α1(µ(θ, x), ν(θ, x)),

[Mµ,ν
2 (θ, x)]2 = σ2.

Обозначим Pq(0, x, t, dy), q = 1, 2, – переходные вероятности мар-
ковских процессов ξq(t), удовлетворяющих СДУ (2.3).

Пару функций (ρ, c) назовем ослабленным решением (1.1), если (ρ, c)

– ограниченные дифференцируемые функции класса W
1,1
loc (R

d) и для

всех h1, h2 ∈ C∞
0 (Rd) справедливы интегральные тождества
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∫

Rd

ρ(t, y)h1(y)dy =

∫

Rd

∫

Rd

ρ0(x)P1(0, x, t, dy)h1(y)dx

+

t∫

0

∫

Rd

b
ρ,c
1 (θ, z)ρ(θ, z)

[ ∫

Rd

h1(y)P1(θ, z, t, dy)

]
dzdθ,

(2.4)

∫

Rd

c(t, y)h2(y)dy =

∫

Rd

∫

Rd

ρ0(x)P2(0, x, t, dy)h2(y)dx

+

t∫

0

∫

Rd

b
ρ,c
2 (θ, z))c(θ, z)

[ ∫

Rd

h2(y)P2(θ, z, t, dy)

]
dzdθ.

(2.5)

Cвязь между слабыми и ослабленными решениями задачи Коши (1.1)
может быть описана следующим образом.

Лемма 2.1 Пусть (ρ, c) – слабое решение задачи Коши (1.1) и суще-

ствует единственное слабое решение κq задачи Коши

∂κq

∂t
= L∗

qκq, κq(0, y) = 0, q = 1, 2, (2.6)

где

Lq = mρ,c∇+
1

2
[Mρ,c

q ]∆. (2.7)

Тогда (ρ, c) – ослабленное решение задачи Коши (1.1). Если же (ρ, c)
ослабленное решение (1.1) и существует единственное решение (2.6),
то (ρ, c) является слабым решением (1.1).

Доказательство. Пусть (ρ, c) – ослабленное решение (1.1). Посколь-
ку плотности переходных вероятностей процессов ξq(t), удовлетворя-
ющих СДУ (2.3), удовлетворяют в слабом смысле задаче Коши






∂p1

∂t
=

1

2
∇ · (α1(ρ, c)∇p1 − α2(ρ, c)p1∇p2),

∂p2

∂t
=

1

2
∇ · (σ2∇p2), pq(0, x, 0, dy) = δx(y),

(2.8)

где δ – функция Дирака, то, как легко проверить, (ρ, c) является сла-
бым решением (1.1). С другой стороны, пусть (ρ, c) – слабое решение
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(1.1). Рассмотрим функции

u1(t, y) =

∫

Rd

p1(0, x, t, y)ρ0(dx)

+

t∫

0

∫

Rd

p1(θ, z, t, y)b
ρ,c
1 (θ, z)u1(θ, dz)dθ,

u2(t, y) =

∫

Rd

p2(0, x, t, y)0(dx)

+

t∫

0

∫

Rd

p1(θ, z, t, y)b
ρ,c
2 (θ, z)u2(θ, dz)dθ

и покажем, что ρ = u1, c = u2. С одной стороны, умножая послед-
ние равенства на тестовые функции hq, q = 1, 2 и интегрируя по Rd,
получим, что uq являются слабыми решениями задачи Коши

∂uq

∂t
= [Lρ,c

q ]∗uq + bρ,cq uq, (2.9)

u1(0) = ρ0, u2(0) = c0.

С другой стороны, поскольку пара (ρ, c) является слабым решени-
ем (1.1), то она также является слабым решением (2.9). Пусть g1 =
u1 − ρ, g2 = u2 − c. Как нетрудно проверить, как gq так и κq ≡ 0
удовлетворяют (2.6) и, следовательно, gq = 0 в силу единственности
решения (2.6). �

Для удобства перепишем систему (1.1) в виде





∂u1

∂t
=

1

2
∇ · (α1(u1, u2)∇u1 − α2(u1, u2)u1∇u2) + α3(u1, u2),

∂u2

∂t
=

1

2
∇ · (σ2∇u2) + α4u1, u2)u1 − α5(u1, u2)u2,

u1(0, y) = u01(y), u2(0, y) = u02(y),

(2.10)

приняв обозначения u1 = ρ, u2 = c.
Будем говорить, что выполнено условие C 2.1, если функции αq(µ, ν)

дифференцируемы и справедлива оценка

α1(µ, ν) > 0, µ(t, y) > 0, ν(t, y) > 0. (2.11)



СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПРОЦЕССОВ ХЕМОТАКСИСА 13

Как следует из общих результатов теории стохастических уравне-
ний, существование и единственность марковских процессов ξq(θ), удо-
влетворяющих СДУ (2.3), мы можем гарантировать при априорных
предположениях о том, что:

1) существует единственное обобщенное решение (u1(t), u2(t)) ∈
W 1,1(Rd)×W 1,1(Rd) системы (2.10);

2) функции uq(t, y), q = 1, 2, – положительные интегрируемые функ-
ции, ограниченные вместе со своими первыми производными по y и
справедливы оценки (2.11).

Для того, чтобы получить замкнутую систему уравнений, позволя-
ющую найти процессы ξ1(θ), ξ2(θ) и их распределения, не предполагая
существования решения задачи (2.10), мы рассмотрим вначале соот-
ветствующую линеаризованную задачу.

Пусть µ(t, y) и ν(t, y) – строго положительные интегрируемые функ-
ции, ограниченные вместе со своими первыми производными по y. Рас-
смотрим задачу Коши для системы линейных параболических уравне-
ний 




∂κ1

∂t
=

1

2
∇ · (αµ,ν

1 ∇κ1 − α
µ,ν
2 µ∇κ2) + b

µ,ν
1 κ1,

∂κ2

∂t
=

1

2
∇ · (σ2∇κ2) + b

µ,ν
2 κ2,

κ1(0, y) = u01(y), κ2(0, y) = u02(y),

(2.12)

коэффициенты которой удовлетворяют условию C 2.1 и ассоцииро-
ванные с ней случайные процессы ξ̄q, η̄q, q = 1, 2, удовлетворяющие
СДУ

ξ̄1(t) = ξ01 +

t∫

0

m
µ,ν
1 (θ, ξ̄1(θ))dθ +

t∫

0

M
µ,ν
1 (θ, ξ̄1(θ))dw(θ), (2.13)

ξ̄2(t) = ξ02 + σw(t), (2.14)

где µ(t, x), ν(t, x) – заданные функции, ξ01, ξ02 – случайные величины
с распределениями P{ξ01 ∈ dy} = u01(y)dy, P{ξ02 ∈ dy} = u02(y)dy, не
зависящие от винеровского процесса w(t), и

η̄1(t) = 1 +

t∫

0

b
µ,ν
1 (θ, ξ̄1(θ))η̄1(θ)dθ (2.15)
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η̄2(t) = 1 +

t∫

0

b
µ,ν
2 (θ, ξ̄2(θ))η̄2(θ)dθ. (2.16)

Ниже нам потребуется определение мерозначных решений парабо-
лических систем. Такие решения можно определить как для линеари-
зованных систем вида (2.12), так и для систем параболических урав-
нений типа уравнения Маккина–Власова, т.е. параболических уравне-
ний, коэффициенты которых представляют собой функционалы от ис-
комых мер. Определим понятие слабого и ослабленного мерозначного
решения для линеаризованной системы (2.12).

Обозначим M(Rd) пространство финитных борелевских мер на Rd,
снабженное нормой полной вариации

‖µ‖TV = sup
f∈Cb(R

d),
‖f‖∞61

∣∣∣
∫

Rd

f(y)µ(dy)
∣∣∣.

Пару отображений κq : [0, T ]× Rd → M(Rd), q = 1, 2, назовем сла-
бым мерозначным решением линеаризованой системы (2.12), если для
всех hq ∈ C∞

0 (Rd), t ∈ [0, T ] выполняются интегральные тождества

∫

Rd

hq(y)κq(t, dy)−

∫

Rd

hq(y)κ0q(dy)

=

t∫

0

∫

Rd

κq(θ, dy)L
µ,ν
q hq(y)dθ

+

t∫

0

∫

Rd

κq(θ, dz)hq(z)bq(µ(θ, z), ν(θ, z))dθ.

(2.17)

Здесь

Lµ,ν
q hq = mµ,ν

q · ∇hq +
1

2
[Mµ,ν

q ]2∆hq.

Пару отображений κq : [0, T ]×Rd → M(Rd), q = 1, 2, назовем ослаб-
ленным мерозначным решением линеаризованой системы (2.12), если
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для всех hq ∈ C∞
0 (Rd), t ∈ [0, T ] выполняется интегральные тождества

∫

Rd

hq(y)κq(t, dy) =

∫

Rd

hq(y)

∫

Rd

u0q(dx)Pq(0, x, t, dy)

+

t∫

0

∫

Rd



∫

Rd

hq(y)Pq(θ, z, t, dy)


 bµ,νq (θ, z)κq(θ, dz)dθ. (2.18)

Замечание. Поскольку κq – финитная мера, то, используя стандарт-
ные рассуждения об аппроксимации непрерывной ограниченной функ-
ции гладкими функциями, можно показать, что в определении ослаб-
ленного решения вместо пространства тестовых функций C∞

0 (Rd) до-
статочно рассмотреть пространство Cb(R

d).

Лемма 2.2. Пусть выполнены условия C 2.1 и меры κ = (κ1, κ2)
заданы соотношениями

∫

Rd

hq(y)κq(t, dy) = E
[
h1(ξ̄q(t))η̄q(t)

]
, q = 1, 2, (2.19)

справедливыми для любых тестовых функций hq ∈ Cb(R
d). Тогда

κ = (κ1, κ2) является ослабленным решением (2.12). Справедливо и

обратное утверждение. Если κ – ослабленное решение (2.12), то спра-

ведливы соотношения (2.19).

Доказательство. Прежде всего, заметим, что при априорном пред-
положении о том, что µ и ν – дифференцируемые ограниченные функ-
ции, существует единственное решение системы СДУ (2.13)–(2.16), пред-
ставляющее собой пару марковских процессов ξq(t), q = 1, 2 и их муль-
типликативных функционалов, порожденных процессами ηq(t). При
этом, если соотношения (2.19) выполняются для любой ограниченной
борелевской функции hq, то, в силу теоремы Рисса, определены меры
κq(t, dx).

Обозначим P̄q(θ, z, t, dy), q = 1, 2, переходные вероятности марков-
ских процессов ξ̄q(t). Покажем, что меры κq, определенные соотноше-
ниями (2.19), удовлетворяют системе линейных уравнений вида (2.12).
Для того, чтобы это проверить, заметим, что из соотношений (2.19)
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следует, что справедливы равенства

∫

Rd

hq(x)κq(t, dx) = E[hq(ξ̄q(t))]

+

t∫

0

E[hq(ξ̄q(θ))b
µ,ν
q (θ, ξ̄q(θ))η̄q(θ)dθ. (2.20)

Первые слагаемые в правых частях (2.20) могут быть представлены
в виде

E[hq(ξ̄q(t))] =

∫

Rd

κq0(dx)

∫

Rd

hq(y)P̄q(0, x, t, dy) (2.21)

для произвольных t ∈ [0, T ] и hq ∈ C∞
0 (Rd). С другой стороны, исполь-

зуя соотношение

E[hq(ξq(t))|ξq(θ)] =

∫

Rd

hq(y)P̄q(θ, ξq(θ), t, dy), 0 6 θ 6 t, (2.22)

получим

E[hq(ξ̄q(t))b
µ,ν
q (θ, ξ̄q(θ))η̄q(θ)] = E[bµ,νq (θ, ξ̄q(θ))η̄q(θ)E[h1(ξ̄q(t))|ξ̄q(θ)]].

= E[bµ,νq (θ, ξ̄q(θ))η̄(θ)

∫

Rd

hq(y)P̄q(θ, ξ̄(θ), t, dy)]

=

∫

Rd

bµ,νq (θ, z)

∫

Rd

hq(y)P̄q(θ, z, t, dy)κ̃q(θ, dz). (2.23)

Последнее из равенств в (2.23) вытекает из теоремы Рисса, в которой
в качестве тестовой функции выбрана функция

bµ,νq (θ, z)

∫

Rd

hq(y)P̄q(θ, z, t, dy).

Подставляя (2.22) и (2.23) в правую часть (2.20), мы придем к соотно-
шению
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∫

Rd

hq(y)κ̃q(t, dy) =

∫

Rd

ρ0(dx)

∫

Rd

hq(y)P̄q(0, x, t, dy)

+

t∫

0

∫

Rd

bµ,νq (θ, z)

∫

Rd

hq(y)P̄q(θ, z, t, dy)κ̃q(θ, dz)dθ, (2.24)

т.е. пара κ̃q(t, dy), q = 1, 2 является ослабленным мерозначным реше-
нием задачи (2.12). Остается показать, что это решение единственно.

Предположим, что существует еще одно ослабленное решение κ1 =
(κ1

1, κ
1
2) системы (2.12) и обозначим

υ = (υ1, υ2) = (κ1 − κ1
1, κ2 − κ1

2).

Поскольку функции bµ,νq (t, x) ≡ bq(µ(t, x), ν(t, x)) ограничены в силу
ограниченности µ и ν, то из (2.19) следует, что ‖υq‖TV < ∞. При этом
υq удовлетворяют соотношениям

∫

Rd

hq(y)υq(t, dy) =

t∫

0

∫

Rd

bµ,νq (θ, z)

∫

Rd

hq(y)P̄q(θ, z, t, dy)υq(θ, dz)dθ.

Вычисляя в последних соотношениях супремум по hq ∈ Cb(R
d), удо-

влетворяющим оценке ‖hq‖∞ 6 1, и используя свойства функций µ и
ν, мы получим неравенства

‖υq(t)‖TV 6 sup
(t,y)∈[0,T ]×Rd

|bµ,νq (t, y)|

t∫

0

‖υq(θ)‖TV dθ, (2.25)

откуда в силу леммы Гронуолла вытекает, что υq(t) = 0, q = 1, 2. �

Возвратившись к нелинейной системе (2.10), мы предположим, что
существует решение задачи Коши для этой системы и функции u1(t, y),
u2(t, y) ограничены и интегрируемы по y вместе со своими первыми
производными.

Обозначим κu
q (t, dy) меры, заданные соотношениями

∫

Rd

hq(y)κ
u
q (t, y)dy = E [hq(ξq(t))ηq(t)] , q = 1, 2, (2.26)
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справедливыми для любых тестовых функций hq ∈ Cb(R
d), q = 1, 2.

Здесь ξq(θ), ηq(θ) – случайные процессы, удовлетворяющие СДУ

dξ1(θ) = m
u1,u2

1 (θ, ξ1(θ))dθ +M
u1,u2

1 (θ, ξ1(θ))dw(θ), ξ1(0) = x, (2.27)

dξ2(θ) = σdw(θ), ξ2(0) = x, (2.28)

η̄1(t) = 1 +

t∫

0

b
u1,u2

1 (θ, ξ1(θ)η1(θ)dθ, (2.29)

η2(t) = 1 +

t∫

0

b
u1,u2

2 (θ, ξ2(θ))η2(θ)dθ. (2.30)

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия C 2.1. Функции

uq ∈ L1([0, T ],W 1,1(Rd))

являются ослабленными решениями задачи (2.10) тогда и только то-

гда, когда для всех hq ∈ Cb(R
d) справедливы равенства

∫

Rd

hq(y)uq(t, y)dy = E [hq(ξq(t))ηq(t)] , q = 1, 2, (2.31)

где ξq(t), ηq(t), q = 1, 2, – случайные процессы, удовлетворяющие урав-

нениям (2.27)–(2.30).

Доказательство. Пусть uq(t, y) – ослабленное решение задачи (2.10).
Покажем, что при этом справедливо соотношение (2.31). Поскольку
выполнены условие C 2.1, то, как нетрудно проверить, меры gq(t, dy),
заданные соотношениями

∫

Rd

hq(y)gq(t, dy) = E [hq(ξq(t))ηq(t)] , q = 1, 2,

определяют единственное ослабленное мерозначное решение линейной
задачи

∂gq

∂t
= Lu

q gq + buq gq, gq(0, dy) = u0q(y)dy. (2.32)

С другой стороны, поскольку uq(t, y) – ослабленное решение задачи
(2.10), то мера λq(t, dy) = uq(t, y)dy также является ослабленным ме-
розначным решением задачи (2.29) и gq(t, y)dy = λq(t, dy) = uq(t, y)dy
в силу единственности решения задачи (2.6).
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С учетом замечания, приведенного выше, мы получим, что для лю-
бой тестовой функции hq ∈ Cb(R

d)
∫

Rd

hq(y)uq(t, y)dy =

∫

Rd

hq(y)λq(t, dy) = E[hq(ξq(t))ηq(t)]. (2.33)

Наоборот, пусть функция uq(t, x) задана соотношением (2.33). Тогда,
полагая λq(t, dx) = uq(t, x)dx, заметим, что (2.31) можно переписать в
виде

∫

Rd

hq(y)λq(t, dy) = E[hq(ξq(t))ηq(t)], hq ∈ Cb(R
d), t ∈ [0, T ]. (2.34)

Воспользовавшись снова предложением 2.1, получим, что λq(t)
представляет собой единственное ослабленное мерозначное решение
задачи (2.32). В частности, для любых тестовых функций hq ∈ C∞

0 (Rd)
справедливы равенства

∫

Rd

hq(y)uq(t, y)dy =

∫

Rd

hq(y)λq(t, dy)

=

∫

Rd

[ ∫

Rd

hq(y)Pq(0, x, t, dy)

]
u0q(x)dx

+

t∫

0

∫

Rd

[ ∫

Rd

Pq(θ, z, t, dy)hq(y)

]
bq(u(θ, z))uq(θ, z)dzdθ, (2.35)

откуда вытекает, что uq, q = 1, 2, – ослабленное решение задачи (2.32).
�

Замечание 2.4. Система (2.26)–(2.30), (2.32) не является замкнутой
системой, поскольку коэффициенты mq зависят как от uq, так и от
∇uq. Для того, чтобы превратить эту систему в замкнутую систему,
рассмотрим соответствующую регуляризованную систему, ассоцииро-
ванную с системой (2.15). С этой целью мы введем в рассмотрение
систему сглаживающих функций Rǫ ∈ W 1,1(Rd) ∩W 1,∞(Rd), облада-
ющих свойствами

lim
ǫ→0

∫

Rd

Rǫ(x − y)µ(t, dy) = µ(t, x),
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lim
ǫ→0

∫

Rd

∇Rǫ(x − y)µ(t, dy) = ∇µ(t, x),

где сходимость понимается в топологии пространств обобщенных
функций.

Рассмотрим систему СДУ

dξǫ,1(θ) = mu
ǫ,1(θ, ξǫ,1(θ))dθ +Mu

ǫ,1(θ, ξǫ,1(θ))dw(θ), (2.36)

ξǫ,1(0) = x,

dξ2(θ) = σdw(θ), ξ2(0) = x, (2.37)

η̄ǫ,1(t) = 1 +

t∫

0

buǫ,1(θ, ξǫ,1(θ)ηǫ,1(θ)dθ, (2.38)

ηǫ,2(t) = 1 +

t∫

0

buǫ,2(θ, ξǫ,2(θ))ηǫ,2(θ)dθ. (2.39)

Здесь

mu
ǫ,q(t, x) = mq([Rǫ ∗ u1](t, x), [Rǫ ∗ u2](t, x)),

Mu
ǫ,q(t, x) = Mq([Rǫ ∗ u1](t, x), [Rǫ ∗ u2](t, x)),

и

bǫ,q(u)(t, x) = bq([Rǫ ∗ u1](t, x), [Rǫ ∗ u2(t, x)]), q = 1, . . . , 5.

Уравнения (2.36)–(2.39), вместе с уравнениями вида
∫

Rd

hq(x)uq(t, x)dx = E [hq(ξǫ,q(t))ηǫ,q(t)] , q = 1, 2 (2.40)

образуют замкнутую систему, которая будет будет исследована в дру-
гой работе.

Замечание 2.5. В заключение этого параграфа рассмотрим еще один
вариант вероятностной модели исходной системы. Рассматривая сла-
гаемое ∇ ·α2(u1, u2)u1∇u2) как неоднородность в уравнении (2.10) мы
придем к новой стохастической системе вида (2.27)–(2.30) с

m
u1,u2

1 (t, y) = ∇α1(µ, ν) (2.41)
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и измененным замыкающим соотношением для u1

u1(t, y) =

∫

Rd

u01(x)p1(0, x, t, y)dx

+

t∫

0

∫

Rd

∇p1(θ, z, t, y) · α2(u1(θ, z), u2(θ, z))∇u2(θ, z)dzdθ.

В некоторых случаях это позволит отказаться от необходимости рас-
сматривать регуляризацию исходной системы (1.1) для доказательства
существования и единственности решения задачи Коши для этой си-
стемы.

В частности, такой подход работает в модели Келлера–Сегеля.

§3. Модель Келлера–Сегеля

Модель Келлера–Сегеля задается системой нелинейных параболи-
ческих уравнений вида





∂u1

∂t
= ∇ ·

(1
2
[∇σ2

1u1 − χu1(1 − u1)∇u2

)
,

∂u2

∂t
=

1

2
σ2
2∆u2 + d21u1 − d22u2,

u1(0, x) = u01(x), u2(0, x) = u02(x).

(3.1)

Здесь σq, χ, d2q – положительные константы, u0q – заданные функции,
q = 1, 2. Простота этой системы позволяет воспользоваться схемой по-
строения стохастического аналога этой системы, описанной в послед-
нем замечании предыдущего параграфа.

Рассмотрим стохастические процессы

w1(t) = ξ01 +

t∫

s

σ1dw(t), (3.2)

w2(t) = ξ02 + σ2w(t), (3.3)

η(t) = 1−

t∫

0

d22η(θ)dθ, (3.4)

где ξ0q ∈ Rd – независимые случайные величины, не зависящие от Ft

и имеющие распределения с плотностями u0q.
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Введем в рассмотрение соотношения

u1(t, y) = E[u01(w
1
ξ0
(t))]

−E

[ t∫

0

χ∇ · [u1(1 − u1)](θ, w
1
ξ01

(θ))∇u2(θ, w
1
ξ01

(θ))dθ

]
,

(3.5)

u2(t, y) = E[e−d22tu02(w
2
ξ02

(t))]

+

t∫

0

E

[
e−d22(t−θ)u1(θ, w

2
ξ02

(θ))
]
dθ,

(3.6)

которые вместе с (3.2)–(3.4) позволяют задать стохастический аналог
системы (3.1). Однако, система соотношений (3.2)–(3.6) не замкнута.
Для замыкания этой системы нам понадобится также выражение, за-
дающее ∇u2, которое (в отличие от общего случая) можно получить,
формально продифференцировав соотношение (3.6). Перепишем соот-
ношения (3.5) и (3.6) в виде

G1(u1, u2)(t, ·) =

∫

Rd

u01(x)p1(0, x, t, ·)dx

− χ

t∫

0

∫

Rd

p1(θ, z, t, ·)∇ · [u1(1− u1)](θ, z)∇u2(θ, z)dzdθ,

(3.7)

G2(u1, u2)(t) = e−d22t

∫

Rd

u02(x)p2(0, x, t, y)dx

+

t∫

0

∫

Rd

e−d22(t−θ)d21u1(θ, z)p2(θ, z, t, y)dzdθ.

(3.8)

Для того, чтобы получить замкнутую систему, продифференцируем
соотношение (3.6)

∇u2(t, y) = e−d22t

∫

Rd

u02(x)∇p2(0, x, t, y)dx

+

t∫

0

e−d22(t−θ)d21u1(θ, z)∇p2(θ, z, t, y)dzdθ. (3.9)
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При этом, поскольку p2(0, x, t, y) =
1

(2πσ2
2t)

d
2
e

−‖y−x‖2

2σ2
2
t , то недостающее

представление для функции ∇u2 получим в виде

∇u2(t, y) = e−d22t

∫

Rd

u0q(x)(y − x)

(2π)
d
2 σd+1

2 (t− θ))
d+2
2

e
−‖y−x‖2

2σ2
2(t−θ) dx

+

t∫

0

∫

Rd

ed22(t−θ)

(2πσ2
2)

d
2 (t− θ))

d+2
2

y − z

σ2
2

e
−‖y−z‖2

2σ2
2(t−θ) u1(θ, z)dzdθ. (3.10)

Рассмотрим линейные отображения

Vqu0q(t, y) =

∫

Rd

u0q(x)pq(0, x, t, y), q = 1, 2, (3.11)

и заметим, что для них выполняются оценки

‖Vqu0q(t)‖∞ 6 ‖u0q‖∞, и ‖Vqu0q(t)‖1 6 ‖u0q‖1, q = 1, 2.

Обозначим

W = L1(Rd) ∩ L∞(Rd)×W 1,1(Rd) ∩W 1,∞(Rd)

и пусть B(0,K) = {(u1, u2) ∈ W : ‖(u1, u2)‖B(0,K) 6 K} – шар с цен-
тром в нуле и радиусом K в пространстве W и

‖(u1, u2)‖B(0,K) = sup
t∈[0,T ]

{‖u1(t)− V1u01(t)‖1

+ ‖u1(t)− V1u01(t)‖∞ + ‖u2(t)− e−d22tV2u02(t)‖1

+ ‖u2(t)− e−d22tV2u02(t)‖∞ + ‖∇u2(t)−∇(e−d22tV2u02(t))‖1

+ ‖∇u2(t)−∇(e−d22tV2u02(t))‖∞}.

Покажем, что множество B(0,K) инвариантно относительно действия
отображения G = (G1, G2), где Gq, q = 1, 2, заданы соотношениями
(3.7), (3.8) и G является сжимающим отображением.

В дальнейшем символом C мы будем обозначать положительную
константу, которая может изменяться при переходе от одного нера-
венства к другому. Если нужно указать зависимость этой константы
от параметра κ, мы будем использовать обозначение C(κ).

Теорема 3.1.Пусть (u01, u02) ∈ B(0,K). Тогда существует T > 0,
для которого существует единственное решение

(u1, u2) ∈ C([0, T ];B(0,K))
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задачи (3.5), (3.6).

Доказательство. Покажем, что отображение G является сжимаю-
щим отображением. Поскольку все необходимые для этого оценки вы-
водятся аналогично, мы приведем подробный вывод лишь для двух
из них, нужных для доказательства инвариантности B(0,K)) относи-
тельно G и проверки того, что G является сжатием.

Пусть (u01, u02) ∈ B(0,K). Тогда

‖G1(u1, u2)(t) − V1u01(t)‖1

6 χ

t∫

0

‖∇p1(θ, z, t, ·)‖1‖[u1(1− u1)∇u2](θ)‖1dθ

6

t∫

0

C(t− θ)−
1
2 ‖∇u2(θ)‖1

[
‖u1(θ)‖∞ + ‖u1(θ)‖

2
∞

]
dθ

6

t∫

0

C(t− θ)−
1
2

[
(‖∇(et−θV1u02)(θ)‖1 +K)

×(‖V1(θ)u01‖∞ +K)(‖V2u01(θ)‖∞ +K + 1)] dθ

6 C(K, ‖u01‖∞, ‖∇u02‖1)t
t
2 .

Аналогично выводятся оценки

‖G1(u1, u2)(t)− V1u01(t)‖∞ 6 C(K, ‖u01‖∞, ‖∇u02‖∞)t
1
2 ,

‖G1(u1, u2)(t)− V1u01(t)‖∞ 6 C(K, ‖u01‖1)(1 − e−d21t),

‖G1(u1, u2)(t)− V1u01(t)‖∞ 6 C(K, ‖u1‖∞)(1 − e−d21t).

Наконец,

‖∇[G2(u1, u2)(t)− e−d21tV02u02(t)]‖1

6

t∫

0

e−(t−θ)‖∇(V1u1(θ))‖1dθ

6

t∫

0

e−(t−θ)(t− θ)−
1
2 ‖u1(θ)‖1dθ 6 C(K, ‖u01‖1)t

1
2
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и
‖∇G2 − e−d21tu02‖∞ 6 C(K, ‖u01‖∞)t

1
2 .

Таким образом, для заданных (u01, u02) ∈ B(0,K)

‖G(u1, u2)‖B(0,K) 6 CT
1
2

где C = C(K, ‖u01‖1, ‖u01‖∞, ‖∇u02‖1, ‖∇u02‖∞) и G(u1, u2) ∈ B(0,K)
для достаточно малых T .

Проверим, что G является сжимающим отображением на B(0,K).
Оценим разность

‖G1(u1, u2)(t) −G1(u
1
1, u

1
2)(t)‖1 6 ‖∇V1[u1(1 − u1)∇u2

− u1
1(1− u1

1)∇u1
2]‖1dθ 6

t∫

0

(t− θ)−
1
2 ‖ [u1(1− u1)∇u2

−u1
1(1− u1

1)∇u1
2 + u1∇u2 + u1

1∇u2(u
1
1 + (1− u1))

−u1
1∇u1(u

1
1 + (1− u1))

]
‖1(θ)dθ

6

t∫

0

(t− θ)−
1
2 ‖

[
‖(1− u1)∇u2‖∞‖u1 − u1

1‖1 + [‖u1
1‖∞

+‖(u1
1)

2‖∞]‖[∇u2 −∇u1
2]‖1 + ‖u1

1∇u2‖∞‖[u1 − u1
1](θ)‖1

]
dθ

6 CT
1
2 ( sup

t∈[0,T ]

‖[u1 − u1
1](t)‖1 + sup

t∈[0,T ]

‖[∇u2 −∇u1
2](t)‖1,

где C = C(K, ‖u1‖∞, ‖u1
1‖∞, ‖∇u2‖∞, ‖∇u1

2‖∞). Аналогично можно по-
казать, что

‖G1(u1, u2)(t) −G1(u
1
1, u

1
2)(t)‖∞

6 CT
1
2 ( sup

t∈[0,T ]

‖[u1 − u1
1](t)‖∞ + sup

t∈[0,T ]

‖[∇u2 −∇u1
2](t)‖∞,

где C = C(K, ‖u1‖∞, ‖u1
1‖∞, ‖∇u2‖∞, ‖∇u1

2‖∞). Соответствующие
оценки для G2 имеют вид

‖G2(u1, u2)(t) −G2(u
1
1, u

1
2)(t)‖1 6 C(1 − e−T ) sup

t∈[0,T ]

‖[u1 − u1
1](t)‖1,

‖G2(u1, u2)(t) −G2(u
1
1, u

1
2)(t)‖∞ 6 C(1 − e−T ) sup

t∈[0,T ]

‖[u1 − u1
1](t)‖∞,

‖∇(G2(u1, u2)(t)−G2(u
1
1, u

1
2)(t))‖1 6 CT

1
2 sup
t∈[0,T ]

‖[u1 − u1
1](t)‖1,
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‖∇(G2(u1, u2)(t)−G2(u
1
1, u

1
2)(t))‖∞ 6 CT

1
2 sup
t∈[0,T ]

‖[u1 − u1
1](t)‖∞.

Таким образом, если T достаточно мало, то справедливо неравенство

‖G(u1, u2)−G(u1
1, u

1
2)‖B(0,K) 6 γ‖(u1, u2)− (u1

1, u
1
2)‖B(0,K),

где 0 < γ < 1, откуда следует, что отображение G – это сжимающее
отображение. �

Используя полученные результаты, можно доказать существование
и единственность глобального решения задачи (3.1).

Теорема 3.2. Пусть u01, u02 ∈ W и 0 < u01 < 1. Тогда существует

единственное слабое решение задачи (3.1), определенное для всех t ∈
[0,∞) и принадлежащее W.

Доказательство. Из теоремы 3.1 следует, что существует единствен-
ное слабое решение задачи (3.1), определенное на (0, T ) при некотором
T . Предположим, что утверждение теоремы неверно и существует мак-
симальное время Tmax, на котором существует решение (u1, u2). Тогда
‖(u1, u2)‖B(0,K) должна стремиться к ∞ при t → Tmax. Но из легко
проверяемого закона сохранения

∫

Rd

u1(t, y)dy =

∫

Rd

u01(y)dy

и того факта, что ρ ≡ 0 и ρ ≡ 1 яаляются суб и супер-решениями
(3.1), вытекает, что u1(t) равномерно ограничено в L1(Rd) ∩ L∞(Rd).
Соответствующие оценки для u2(t) немедленно следуют из (3.6) и, сле-
довательно, u2(t) определено глобально по времени. Используя далее
L∞-оценки u1 и соотношение (3.10) можно показать, что для любого
конечного момента времени ограничены также величины ‖∇u2‖L∞ и
‖∇u2‖L1 . Следовательно такое Tmax существовать не может. �
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