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Введение

В этой работе исследуются строго периодические по x алгебро-гео-
метрических решения. рода 2 АКНС иерархии. В общем положении
решения рода 2 АКНС иерархии выражаются через 2-мерные тета
функции Римана и являются условно-периодическими функциями от
пространственной и временной переменных x и t. В данной работе мы
строим подкласс таких решений строго периодических по переменной
x особенно интересных с точки зрения приложений в нелинейной оп-
тике и гидродинамике. Их выделение из общих решений достигается
за счет подходящей специализации спектральных кривых имеющих
структуру накрытия над эллиптической кривой. Эта работа является
дальнейшим развитием наших предшествующих работ [1–3], в которых
исследовались рациональные и квазирациональные решения, удовле-
творяющие условиям типа конечной плотности на бесконечности. Ре-
зультаты настоящей работы иллюстрируют тот факт, что решения с
малым числом фаз различных решений уравнений иерархии АКНС
незначительно отличаются друг от друга. Вместе с тем можно подо-
брать параметры решения и так чтобы решения смешанного уравнения
АКНС существенно отличалось от решений низших уравнений иерар-
хии.

Работа включает следующие основные разделы. В первом разделе
дано краткое описание уравнений иерархии АКНС и её редуцирован-
ной формы - иерархии РАКНС. Во втором разделе приведены общие
конечнозонные решения уравнений иерархий АКНС и РАКНС в удоб-
ной для нас форме. В третьем разделе мы указываем специализацию

Ключевые слова: иерархия АКНС, нелинейное уравнение Шредингера, уравне-
ние Хироты, тэта-функции, спектральные кривые.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант No. 16-01-00518.

205



206 В. Б. МАТВЕЕВ, А. О. СМИРНОВ

гиперэллиптической спектральной кривой рода 2, соответствующую
периодическим по двухфазным решениям. Эти решения в общем слу-
чае не являются периодическими функциями от t. Вместе с тем, при
подходящем выборе параметров кривой (λ0 = 0), для уравнений иерар-
хии АКНС с нечетными номерами, эти решения становятся периоди-
ческими также и по временам t2k−1, k = 1, 2, . . .. Для уравнений с чет-
ными номерами тех же иерархий данные решения представляют собой
периодические бегущие волны. Более подробно особенности двухфаз-
ных решений исследуются в последнем разделе.

§1. Интегрируемые уравнения из АКНС и РАКНС

иерархий

Нелинейные эволюционные уравнения из АКНС иерархии могут
быть получены из условий совместности

(Ψx)tk = (Ψtk)x (1)

следующей системы матричных линейных дифференциальных урав-
нений {

Ψx = UΨ,

Ψtk = VkΨ,
(2)

где

U := λJ + U0, V1 := 2λU+V0
1, Vk+1 := 2λVk +V0

k+1, k > 1

J :=

(
−i 0
0 i

)
, U0 :=

(
0 ip

−iq 0

)
,

V0
k =

(
−ikFk(p, q) ik−1Hk(p, q)
ik−1Gk(p, q) ikFk(p, q)

)
.

Из уравнения (1) вытекают следующие рекуррентные соотношения на
функции Fk(p, q), Hk(p, q) и Gk(p, q)

H1(p, q) = −px, G1(p, q) = −qx,

(Fk(p, q))x = −pGk(p, q)− qHk(p, q),

Hk+1(p, q) = 2pFk(p, q) + (Hk(p, q))x ,

Gk+1(p, q) = −2qFk(p, q)− (Gk(p, q))x .

В частности,

F1(p, q) = pq, H2(p, q) = 2p2q − pxx,
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G2(p, q) = −2q2p+ qxx, F2(p, q) = pxq − pqx,

H3(p, q) = 6pqpx − pxxx, G3(p, q) = 6pqqx − qxxx,

F3(p, q) = pqxx + qpxx − pxqx − 3p2q2,

H4(p, q) = −6p3q2 + 6qp2x + 4ppxqx + 8pqpxx + 2p2qxx − pxxxx,

G4(p, q) = 6p2q3 − 6pq2x − 4qpxqx − 8pqqxx − 2q2pxx + qxxxx,

F4(p, q) = −6pq2px + 6p2qqx − qxpxx + pxqxx + qpxxx − pqxxx,

H5(p, q) = −30p2q2px + 10p2xqx + 20qpxpxx + 10pqxpxx

+ 10ppxqxx + 10pqpxxx − pxxxxx,

G5(p, q) = −30p2q2qx + 10pxq
2
x + 10qqxpxx + 10qpxqxx

+ 20pqxqxx + 10pqqxxx − qxxxxx,

F5(p, q) = 10p3q3 − 5q2p2x − 5p2q2x − 10pq2pxx − 10p2qqxx + pxxqxx

− qxpxxx − pxqxxx + qpxxxx + pqxxxx,

H6(p, q) = 20p4q3 − 70pq2p2x − 60p2qpxqx − 10p3q2x − 50p2q2pxx

+ 50pxqxpxx + 20qp2xx − 20p3qqxx + 20p2xqxx + 22ppxxqxx

+ 30qpxpxxx + 18pqxpxxx + 8ppxqxxx + 12pqpxxxx

+ 2p2qxxxx − pxxxxxx,

G6(p, q) = −20p3q4 + 10q3p2x + 60pq2pxqx + 70p2qq2x + 20pq3pxx

− 20q2xpxx + 50p2q2qxx − 50pxqxqxx − 22qpxxqxx

− 20pq2xx − 8qqxpxxx − 18qpxqxxx − 30pqxqxxx

− 2q2pxxxx − 12pqqxxxx + qxxxxxx,

F6(p, q) = 30p2q3px − 30p3q2qx − 10qp2xqx + 10ppxq
2
x − 20q2pxpxx

+ 10pqqxpxx − 10pqpxqxx + 20p2qxqxx − 10pq2pxxx

+ qxxpxxx + 10p2qqxxx − pxxqxxx − qxpxxxx

+ pxqxxxx + qpxxxxx − pqxxxxx,

H7(p, q) = 140p3q3px−70q2p3x−280pqp2xqx−70p2pxq
2
x−280pq2pxpxx

− 140p2qqxpxx + 70qxp
2
xx − 140p2qpxqxx + 112pxpxxqxx

− 70p2q2pxxx + 98pxqxpxxx + 70qpxxpxxx + 42pqxxpxxx

+ 28p2xqxxx + 28ppxxqxxx + 42qpxpxxxx + 28pqxpxxxx
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+ 14ppxqxxxx + 14pqpxxxxx − pxxxxxxx,

G7(p, q) = 140p3q3qx−70q2p2xqx−280pqpxq
2
x − 70p2q3x−140pq2qxpxx

− 140pq2pxqxx − 280p2qqxqxx + 112qxpxxqxx + 70pxq
2
xx

+ 28q2xpxxx + 28qqxxpxxx − 70p2q2qxxx + 98pxqxqxxx

+ 42qpxxqxxx + 70pqxxqxxx + 14qqxpxxxx + 28qpxqxxxx

+ 42pqxqxxxx + 14pqqxxxxx − qxxxxxxx,

F7(p, q) = −35p4q4 + 70pq3p2x + 70p2q2pxqx + 70p3qq2x + 21p2xq
2
x

+ 70p2q3pxx − 28qpxqxpxx − 14pq2xpxx−21q2p2xx+70p3q2qxx

− 14qp2xqxx−28ppxqxqxx−56pqpxxqxx−21p2q2xx−28q2pxpxxx

− 14pqqxpxxx − 14pqpxqxxx − 28p2qxqxxx − pxxxqxxx

− 14pq2pxxxx + qxxpxxxx − 14p2qqxxxx + pxxqxxxx

− qxpxxxxx − pxqxxxxx + qpxxxxxx + pqxxxxxx,

H8(p, q) = −70p5q4+560p2q3p2x+560p3q2pxqx−420qp3xqx+140p4qq2x

− 378pp2xq
2
x + 280p3q3pxx − 490q2p2xpxx − 1456pqpxqxpxx

− 238p2q2xpxx − 322pq2p2xx + 140p4q2qxx − 588pqp2xqxx

− 336p2pxqxqxx − 392p2qpxxqxx + 182p2xxqxx − 42p3q2xx

− 476pq2pxpxxx−308p2qqxpxxx+308qxpxxpxxx+252pxqxxpxxx

+ 70qp2xxx − 168p2qpxqxxx − 56p3qxqxxx + 196pxpxxqxxx

+ 68ppxxxqxxx − 98p2q2pxxxx + 168pxqxpxxxx + 112qpxxpxxxx

+ 72pqxxpxxxx − 28p3qqxxxx + 42p2xqxxxx + 44ppxxqxxxx

+ 56qpxpxxxxx + 40pqxpxxxxx + 12ppxqxxxxx + 16pqpxxxxxx

+ 2p2qxxxxxx − pxxxxxxxx,

G8(p, q) = 70p4q5−140pq4p2x−560p2q3pxqx−560p3q2q2x+378qp2xq
2
x

+ 420ppxq
3
x − 140p2q4pxx + 336q2pxqxpxx + 588pqq2xpxx

+ 42q3p2xx − 280p3q3qxx + 238q2p2xqxx + 1456pqpxqxqxx

+ 490p2q2xqxx + 392pq2pxxqxx + 322p2qq2xx − 182pxxq
2
xx

+ 56q3pxpxxx+168pq2qxpxxx−196qxqxxpxxx+308pq2pxqxxx

+ 476p2qqxqxxx − 252qxpxxqxxx − 308pxqxxqxxx
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− 68qpxxxqxxx − 70pq2xxx + 28pq3pxxxx − 42q2xpxxxx

− 44qqxxpxxxx + 98p2q2qxxxx − 168pxqxqxxxx − 72qpxxqxxxx

− 112pqxxqxxxx − 12qqxpxxxxx − 40qpxqxxxxx − 56pqxqxxxxx

− 2q2pxxxxxx − 16pqqxxxxxx + qxxxxxxxx.

Нетрудно показать, что функции Fk(p, q), Hk(p, q) и Gk(p, q) обла-
дают следующими свойствами

Fk(q, p) = (−1)k−1Fk(p, q), Fk(−p,−q) = Fk(p, q),

Gk+1(p, q) = (−1)kHk+1(q, p), Hk+1(−p,−q) = −Hk+1(p, q).
(3)

Следствием условий совместности (1) также являются интегрируе-
мые нелинейные эволюционные уравнения АКНС иерархии, которые
имеют вид

ptk = −ikHk+1(p, q), qtk = −ikGk+1(p, q)

или

ptk + ikHk+1(p, q) = 0, qtk + (−i)kHk+1(q, p) = 0. (4)

Из (3) следует, что редукциями q = ±p∗ из спаренных уравнений
АКНС иерархии (4) можно получать уравнения редуцированных
АКНС (РАКНС) иерархий

ptk + ikHk+1(p, p
∗) = 0, (5)

ptk + ikHk+1(p,−p∗) = 0. (6)

Первым членом АКНС иерархии (4) является спаренное нелинейное
уравнение Шредингера (НУШ):

{
ipt1 + pxx − 2p2q = 0,

−iqt1 + qxx − 2q2p = 0,

а первым членом РАКНС иерархии (6) – фокусирующее НУШ:

ipt1 + pxx + 2|p|2p = 0. (7)

Второй член АКНС иерархии (4) – модифицированное спаренное
уравнение КдФ (мКдФ):

{
pt2 + pxxx − 6pqpx = 0,

qt2 + qxxx − 6pqqx = 0.
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Его редуцированной формой (6) является (комплексное) уравнение
мКдФ

pt2 + pxxx + 6|p|2px = 0. (8)

Следующее спаренное уравнение АКНС иерархии имеет вид:
{
ipt3 − pxxxx + 8pqpxx + 2p2qxx + 6p2xq + 4ppxqx − 6p3q2 = 0,

−iqt3 − qxxxx + 8pqqxx + 2q2pxx + 6pq2x + 4qpxqx − 6p2q3 = 0.

Его редуцированная форма при t3 = −t и q = −p∗ является хорошо
известным уравнением Лакшманана-Порсециана-Даниеля (ЛПД) [5–
7]:

ipt + pxxxx + 8|p|2pxx + 2p2p∗xx + 6p2xp
∗ + 4p|px|

2 + 6|p|4p = 0. (9)

Следующие уравнения РАКНС иерархии для q = −p∗, t4 = −t,
t5 = t, t6 = t, t7 = −t имеют вид

pt + pxxxxx + 10|p|2pxxx + 20pxxpxp
∗ + 10(|px|

2p)x + 30|p|4px = 0, (10)

ipt+pxxxxxx+12|p|2pxxxx+2p2p∗xxxx+30pxxxpxp
∗+18pxxxpp

∗
x+8pxpp

∗
xxx

+ 50pxx|px|
2 + 50pxx|p|

4 + 20p2xxp
∗ + 22|pxx|

2p+ 20p2xp
∗
xx + 20|p|2p2p∗xx

+ 10p3(p∗x)
2 + 70p2x|p|

2p∗ + 60|p|2|px|
2p+ 20|p|6p = 0, (11)

pt + pxxxxxxx + 14 |p|2 pxxxxx + 42p∗pxpxxxx + 28pp∗xpxxxx

+ 14ppxp
∗
xxxx + 70 |p|

4
pxxx + 98 |px|

2
pxxx + 70p∗pxxpxxx

+ 42pp∗xxpxxx + 28p2xp
∗
xxx + 28ppxxp

∗
xxx + 280p∗ |p|2 pxpxx

+ 140 |p|
2
pp∗xpxx + 140 |p|

2
ppxp

∗
xx + 70p∗xp

2
xx + 112px |pxx|

2

+ 70(p∗)2p3x + 280 |p|
2
|px|

2
px + 70p2 |px|

2
p∗x + 140 |p|

6
px = 0 (12)

и

ipt + pxxxxxxxx + 16 |p|
2
pxxxxxx + 2p2p∗xxxxxx + 56p∗pxpxxxxx

+ 40pp∗xpxxxxx + 12ppxp
∗
xxxxx + 98 |p|

4
pxxxx + 168 |px|

2
pxxxx

+ 112p∗pxxpxxxx + 72pp∗xxpxxxx + 28p2 |p|
2
p∗xxxx + 42p2xp

∗
xxxx

+ 44ppxxp
∗
xxxx + 68ppxxxp

∗
xxx + 476 |p|

2
p∗pxpxxx + 252pxp

∗
xxpxxx

+ 308p |p|2 p∗xpxxx + 308p∗xpxxpxxx + 70p∗p2xxx + 196pxpxxp
∗
xxx

+ 168p |p|
2
pxp

∗
xxx + 56p3p∗xp

∗
xxx + 280 |p|

6
pxx + 1456 |p|

2
|px|

2
pxx
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+ 490(p∗)2p2xpxx + 238p2(p∗x)
2pxx + 588 |p|

2
p2xp

∗
xx + 336p2 |px|

2
p∗xx

+ 140 |p|
4
p2p∗xx + 42p3(p∗xx)

2 + 392 |p|
2
p |pxx|

2
+ 322 |p|

2
p∗p2xx

+ 182p2xxp
∗
xx + 560 |p|

4
p∗p2x + 560 |p|

4
p |px|

2
+ 420p∗p2x |px|

2

+ 140p3 |p|2 (p∗x)
2 + 378 |px|

4 p+ 70 |p|8 p = 0. (13)

Ключевым свойством рассмотренных уравнений является существо-
вание функций

p(x, t1, . . . , tk, . . .), p(x, t1, . . . , tk, . . .)

удовлетворяющих всем уравнениям АКНС и соответственно РАКНС
иерархии одновременно. Это обстоятельство позволяет увеличить ко-
личество интегрируемых моделей за счет подстановки переменной t
сразу в несколько фаз tj одновременно. Например, интегрируемое ура-
внение Хироты имеет вид [8–12]:

ipt − γ1H2(p,−p∗) + iγ2H3(p,−p∗) = 0, γj ∈ R. (14)

Очевидно, что это уравнение имеет решение в виде p(x, γ1t,−γ2t,. . ., tk),
где p(x, t1, t2, . . . , tk) – произвольное решение уравнений РАКНС иерар-
хии (6). В работах [13–15] исследуются решения более сложного “сме-
шанного” уравнения РАКНС иерархии (6)

ipt − γ1H2(p,−p∗) + iγ2H3(p,−p∗)− γ3H4(p,−p∗) = 0, (15)

с решением вида p(x, γ1t,−γ2t,−γ3t, . . . , tk). Естественно, следующие
по сложности смешанные модели описываются уравнениями

ipt − γ1H2(p,−p∗) + iγ2H3(p,−p∗)− γ3H4(p,−p∗) + iγ4H5(p,−p∗) = 0,
(16)

и

ipt − γ1H2(p,−p∗) + iγ2H3(p,−p∗)− γ3H4(p,−p∗)

+ iγ4H5(p,−p∗)− γ5H6(p,−p∗) = 0, (17)

и уже появились публикации [16–18], в которых исследуются их ре-
шения. Нетрудно видеть, что уравнения (14)-(17) являются частными
случаями общего смешанного уравнения

ipt +
∑

k≥1

ik+1γkHk+1(p,−p∗) = 0, (18)

решения которого имеют вид p(x, γ1t, γ2t, γ3t, . . .).
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Следующим шагом по пути усложнения модели является введение
зависимости коэффициентов уравнения от времени [1, 19]. Легко ви-
деть, что функция p(x, γ1(t), γ2(t), γ3(t), . . .) удовлетворяет уравнению

pt =
∑

k≥1

ptkγ
′
k(t),

или

ipt +
∑

k≥1

ik+1γ′
k(t)Hk+1(p,−p∗) = 0. (19)

Класс смешанных уравнений (19), при выборе fk(t) = tγk, редуциру-
ется к менее общим уравнениям (18).

Следует отметить, что для иерархии КдВ аналогичный класс "сме-
шанных"уравнений был впервые введен ещё в 1971 году, в последней
строке основополагающей работы Захарова и Фаддеева [4]. Эта строка
работы [4] содержит обобщение иерархии КдВ, аналогичное обобще-
нию РАКНС иерархии описываемому уравнением (19).

§2. Конечнозонные решения уравнений из АКНС

иерархии

Мы используем хорошо известный метод [20–24] построения конеч-
нозонных решений из АКНС и РАКНС иерархии (6). Эти решения
параметризуются гиперэллиптической кривой Γ = {(w, λ)} рода g:

Γ : w2 =

2g+2∏

j=1

(λ − λj).

Точки ветвления (λ = λj , j = 1, . . . , 2g + 2) этой кривой являются
краями зон непрерывного спектра оператора Дирака

Ψx = UΨ.

Бесконечно удаленной точке спектра соответствуют две точки P±
∞ кри-

вой Γ. При выполнении условия q = −p∗ уравнение кривой Γ имеет вид

Γ : w2 =

g+1∏

j=1

(λ− λj)(λ− λ∗
j ), Imλj 6= 0. (20)

Следуя стандартной процедуре построения конечнозонных реше-
ний [21, 25] выберем на кривой Γ канонический базис циклов γt =
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(a1, . . . , ag, b1, . . . , bg) с матрицей индексов пересечения

C0 =

(
0 I
−I 0

)
.

Условие q = −p∗ приводит [21,25] к тому, что базис циклов удовлетво-
ряет следующему условию:

τ̂1a = −a, τ̂1b = b+Ka, (21)

где τ1 есть антиголоморфная инволюция

τ1 : (w, λ) → (w∗, λ∗).

Каноническому базису циклов соответствует нормированный базис го-
ломорфных дифференциалов dUj :∮

ak

dUj = δkj , k, j = 1, . . . , g. (22)

Хорошо известно [26–29],
что матрица B периодов кривой Γ,

Bkj =

∮

bk

dUj , k, j = 1, . . . , g, (23)

симметрична, а её мнимая часть ImB положительно определена.
Следуя [26,29,30], определим g-мерную тэта функцию Римана с ха-

рактеристиками η, ζ ∈ Rg :

Θ[ηt; ζt](u|B) =
∑

m∈Zg

exp{πi(m+ η)tB(m + η) + 2πi(m+ η)t(u+ ζ)},

Θ[0t;0t](u|B) ≡ Θ(u|B), u ∈ C
g,

(24)
Cумма в формуле (24) берется по всем векторам m из g-мерной це-
лочисленной решетки Z

g. Нормированные (т.е. имеющие нулевые А-
периоды) Абелевы интегралы второго – Ωj(P) P ∈ Γ, и третьего рода
ω0(P), фиксируются следующими асимптотическими условиями1

∮

ak

dΩj =

∮

ak

dω0 = 0, k = 1, . . . , g,

Ωj(P) = ∓i
(
2j−1λj −Kj +O

(
λ−1

))
, P → P±

∞,

1Эти интегралы являются многозначными функциями на Γ. Они фиксируют-
ся нижеприведенными асимптотическими условиями с точностью до прибавления
произвольной целочисленной комбинации их В-периодов.
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ω0(P) = ∓
(
lnλ− lnK0 +O

(
λ−1

))
, P → P±

∞,

w = ±
(
λg+1 +O (λg )

)
, P → P±

∞.

Теорема 1 ( [20]). Конечнозонные решения уравнений из АКНС иера-
рхии описываются следующими формулами:

p(x, t1, . . .) =
2K0

A

Θ(Z)Θ(U(x, t1, . . .) + Z−∆)

Θ(Z−∆)Θ(U(x, t1, . . .) + Z)
exp{2iΦ(x, t1, . . .)},

q(x, t1, . . .) = 2AK0

Θ(Z−∆)Θ(U(x, t1, . . .) + Z+∆)

Θ(Z)Θ(U(x, t1, . . .) + Z)
exp{−2iΦ(x, t1, . . .)},

(25)

U(x, t1, . . .) = V
1x+

∑

j≥1

V
j+1tj , V j

k =
1

2πi

∮

bk

dΩj ,

Φ(x, t1, . . .) = −K1x−
∑

j≥1

Kj+1tj .

Вектор ∆ – это вектор голоморфных абелевых интегралов, вычислен-

ных вдоль пути, соединяющего точки P−
∞ and P+

∞, не пересекающего

ни один из базисных циклов, Z – начальная фаза решения, A 6= 0 –

произвольная постоянная.

Замечание 1. Из билинейных соотношений Римана [25,26,29] следу-
ет, что b-периоды нормированных абелевых интегралов второго рода
равны

V j
n =

i2j−1

(j − 1)!


 djUn

dξj+

∣∣∣∣∣
ξ+=0

−
djUn

dξj−

∣∣∣∣∣
ξ
−
=0


 , (26)

где ξ± = λ−1 - локальные параметры в окрестности точек P±
∞.

Замечание 2. Из уравнений (25), (20) следует, что амплитуда реше-
ния |p| уравнения из РАКНС иерархии (6) удовлетворяет уравнению

|p|
2
= −4K2

0

Θ(U(x, t1, . . .) + Z−∆)Θ(U(x, t1, . . .) + Z+∆)

Θ2(U(x, t1, . . .) + Z)
, (27)

где

ImV
j = ImZ = 0, K2

0 < 0.
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§3. Кривая рода g = 2 с инволюцией

Для построения примера периодического по x решения рода 2 мы
будем использовать кривую Γ2 (fig. 1),

Γ := {(w, λ) : w2 = (λ2−2λ0λ+|λ1|
2)(λ2−2λ0λ+|λ2|

2)(λ2−2λ0λ+|λ3|
2)},
(28)

где
Reλ1 = Reλ2 = Reλ3 = λ0, 0 < Imλ1 < Imλ2 < Imλ3.

ℜλ

ℑλ

λ1

λ2

λ3

λ
∗
1

λ
∗
2

λ
∗
3

a1

b2

b1

a2

Рис. 1. Кривая Γ2.

Выберем на Γ2 базис циклов, как показано на рис. 1 и следующий
базис голоморфных дифференциалов:

dUj =
(cj1λ+ cj2)dλ

w
.

.
Поскольку на Γ2 существуют две голоморфные инволюции:

τ0 : (w, λ) → (−w, λ), (29)

τ2 : (w, λ) → (w, 2λ0 − λ), (30)

то она накрывает две эллиптические кривые: Γ+ = Γ/τ2 (рис. 2)

Γ+ : χ2
+ = (t+ a2)(t+ b2)(t+ c2) (31)

и Γ− = Γ/(τ0τ2) (fig. 3)

Γ− : χ2
− = t(t+ a2)(t+ b2)(t+ c2), (32)
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где
a = Imλ1, b = Imλ2, c = Imλ3.

−a
2−b

2−c
2

ℑt

ℜt

a+

b+

Рис. 2. Кривая Γ+.

−a
2−b

2−c
2

ℑt

ℜt

a−

b−

Рис. 3. Кривая Γ−.

Накрывающие отображения задаются следующими формулами

t = (λ − λ0)
2, χ+ = w, χ− = (λ− λ0)w, (33)

dt

χ+
=

2(λ− λ0)dλ

w
,

dt

χ−

=
2dλ

w
. (34)

Наличие накрывающих отображений приводит [31,32] к следующе-
му утверждению.

Теорема 2. Построенное по кривой Γ2 двухфазное решение может

быть выражено через эллиптические функции. Параметры соответ-

ствующего решения выражаются через эллиптические интегралы на

кривых Γ±.

Из равенств (33) следует, что накрывающие отображения порожда-
ют следующие отображения между базисами циклов

σ̂+

(
a1
a2

)
=

(
0 0
−2 0

)(
a+
b+

)
, σ̂−

(
a1
a2

)
=

(
2 0
0 0

)(
a−
b−

)
,

σ̂+

(
b1
b2

)
=

(
1 0
0 −1

)(
a+
b+

)
, σ̂−

(
b1
b2

)
=

(
0 1
−1 0

)(
a−
b−

)
,

(35)

а из уравнений (34), (35) вытекает, что матрица коэффициентов нор-
мированных голоморфных дифференциалов dUj равна

C =

(
0 i/(2A−)

−i/(2A+) iλ0/(2A+)

)
,
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где

A+=

b2∫

a2

dt√
(t− a2)(b2 − t)(c2 − t)

, A−=

a2∫

0

dt√
t(a2 − t)(b2 − t)(c2 − t)

.

Вычисляя матрицу периодов кривой Γ2, имеем

B =

(
ib−/2 −1/2
−1/2 ib+/2

)
,

где b± = B±/A±,

B+=

c2∫

b2

dt√
(t− a2)(t− b2)(c2 − t)

, B−=

b2∫

a2

dt√
t(t− a2)(b2 − t)(c2 − t)

.

Вычисляя производные (26) по локальным параметрам от голо-
морфных дифференциалов, получаем

V 1
m = −2icm1,

V 2
m = −12iλ0cm1 − 4icm2,

V 3
m = 4i(a2 + b2 + c2 − 12λ2

0)cm1 − 24iλ0cm2,

V 4
m = 40iλ0(a

2 + b2 + c2 − 4λ2
0)cm1 + 8i(a2 + b2 + c2 − 12λ2

0)cm2,

. . .

или

V
3 = −2(a2 + b2 + c2 + 6λ2

0)V
1 + 6λ0V

2,

V
4 = −8λ0(a

2 + b2 + c2 + 8λ2
0)V

1 − 2(a2 + b2 + c2 − 12λ2
0)V

2,

. . .

Меняя в формуле (24) суммирование по m на суммирование по n и
k:

mj = 2nj + kj , nj ∈ Z, kj ∈ {0; 1}, j = 1, 2

имеем

Θ(u|B) = ϑ3(2u1|2ib−)ϑ3(2u2|2ib+) + ϑ2(2u1|2ib−)ϑ3(2u2|2ib+)

+ ϑ3(2u1|2ib−)ϑ2(2u2|2ib+)− ϑ2(2u1|2ib−)ϑ2(2u2|2ib+),



218 В. Б. МАТВЕЕВ, А. О. СМИРНОВ

где ϑj – эллиптические тэта функции Якоби [33]

ϑ1(u|b) = 2
∞∑

m=1

(−1)m−1h(m−1/2)2 sin[(2m− 1)πu], h = eπib,

ϑ2(u|b) = 2

∞∑

m=1

h(m−1/2)2 cos[(2m− 1)πu],

ϑ3(u|b) = 1 + 2

∞∑

m=1

hm2

cos(2mπu),

ϑ4(u|b) = 1 + 2

∞∑

m=1

(−1)mhm2

cos(2mπu).

Следовательно, решение, построенное по кривой (28), имеет вид

p = −2iK0
H(κT + iδ, kX + 1)

H(κT, kX)
exp{2iK1x+ 2iK2t1 + 2iK3t2 + . . .},

(36)

q = 2iK0
H(κT − iδ, kX − 1)

H(κT, kX)
exp{−2iK1x− 2iK2t1 − 2iK3t2 − . . .},

(37)

|p|
2
= −4K2

0

H(κT − iδ, kX − 1)H(κT + iδ, kX + 1)

H2(κT, kX)
, (38)

где

T = T0 + 4t1 + 24λ0t2 − 8(a2 + b2 + c2 − 12λ2
0)t3 + . . . ,

X = X0 + 2x+ 8λ0t1 − 4(a2 + b2 + c2 − 12λ2
0)t2

− 32λ0(a
2 + b2 + c2 − 2λ2

0)t3 + . . . ,

T0, X0 – начальные фазы,

κ = 1/A−, k = 1/A+, δ = B1
−/A−,

B1
− =

∞∫

c2

dt√
t(t− a2)(t− b2)(t− c2)

,

H(u1, u2) = ϑ3(u1|2ib−)ϑ3(u2|2ib+) + ϑ2(u1|2ib−)ϑ3(u2|2ib+)

+ϑ3(u1|2ib−)ϑ2(u2|2ib+)− ϑ2(u1|2ib−)ϑ2(u2|2ib+).
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Коэффициент K0 равен

K0 = ic exp(D−δ − F−),

где

D− =
1

2

a2∫

0

tdt√
t(a2 − t)(b2 − t)(c2 − t)

,

F− =
1

2

∞∫

c2

(
t√

t(t− a2)(t− b2)(t− c2)
−

1

t

)
dt.

§4. Особенности двухфазных тэта-функциональных

решений

Если λ0 = 0, то переменные x, t2, t4, . . . и t1, t3, t5, . . . разделены по
разным фазам решения (36). Следовательно, при λ0 = 0 амплитуда
решения (36) есть периодическая функция по x и по tj . Если λ0 6= 0,
то переменные tj находятся одновременно в двух фазах с разными
периодами. Поэтому, если λ0 6= 0, то амплитуда решения (36) есть
периодическая функция только по x.

Заметим, что в любом случае пики двухфазного решения находятся
в вершинах некоторой решетки периодов. Это следует из того, что на
гиперэллиптической кривой Γ (20) действительные векторы V

1 и V
2

являются линейно независимыми [25, 26]. Следовательно, при g = 2
любой вектор из R2 может быть представлен в виде линейной комби-
нации векторов V

1 и V
2. В частности, это выполняется для векторов

периодов тэта функции Римана, т.е. для e1 = (1, 0)t и e2 = (0, 1)t:

Θ(u+ ej) ≡ Θ(u).

Поэтому для любой гиперэллиптической кривой рода g = 2 существу-
ют действительные числа Xj , Tj такие, что выполняются равенства

XjV
1 + TjV

2 = ej , j = 1, 2.

Из этих равенств и из формулы (27) следует, что амплитуда решения
(36) является периодической функцией на плоскости

|p| (x+Xj , t1 + Tj) ≡ |p| (x, t1).

Это утверждение не зависит от того, выражается двумерная тэта фун-
кция через эллиптические функции или нет. Естественно, векторы V

k
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для любого k > 2 также могут быть разложены в линейную комбина-
цию векторов V

1 и V
2

V
k = αkV

1 + βkV
2.

Поэтому амплитуда

|p(x, t1, . . . , tk, . . .)| = |p(x+ αktk, t1 + βktk, . . . , 0, . . .)|

двухфазного тэта-функционального решения любого уравнения из
РАКНС иерархии, в том числе смешанного, также является перио-
дической функцией на плоскости. Если в уравнении (18) постоянная
γ1 = 0, а кривая удовлетворяет условию βk = 0, то амплитуда данно-
го решения будет однофазной периодической функцией, у которой обе
переменные находятся в одной фазе.

Поскольку действительный вектор начальной фазы Z также может
быть разложен по векторам V

1 и V
2, то изменение начальной фа-

зы двухфазного решения ведет к тривиальному сдвигу решения на
некоторый вектор на плоскости XOT и не меняет характера решения.
Поэтому решения любого уравнения РАКНС иерархии без потери общ-
ности можно рассматривать при любом Z, в частности, при Z = 0.

Из формулы (38) и из свойств эллиптических функций [33] следует,

что функция |p|
2
(u1, u2):

(1) является двоякопериодической функцией относительно uj,

|p|
2
(u1 ± 2, u2) = |p|

2
(u1, u2 ± 2)

= |p|
2
(u1 ± 2ib−, u2) = |p|

2
(u1, u2 ± 2ib+) = |p|

2
(u1, u2);

(2) удовлетворяет равенствам

|p|
2
(u1 ± ib−, u2) = |p|

2
(u1 ± 1, u2) ∈ R,

|p|
2
(u1, u2 ± ib+) = |p|

2
(u1, u2 ± 1) ∈ R.

Следовательно, начальная фаза Z может не быть вещественной и иметь
не нулевую мнимую часть. Заметим, что условие q = −p∗ для решения
(36), (37) эквивалентно следующему:

2ImZ = Im(BN), где N ∈ Z
g, Re(BN) ∈ Z

g.

В завершение раздела приведем несколько рисунков, иллюстриру-
ющих приведенные здесь утверждения на примере решения (36). На
рис. 4 изображена амплитуда периодического решения (36), у которо-
го переменные x и t = t1 разделены по отдельным фазам. На рис. 5
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показано, что даже если переменные не разделены по фазам, то мож-
но за счет правильного выбора преобразования [1] кривой получить
периодическое по обеим переменным решение. На рис. 8 дано изоб-
ражение амплитуды решения (36) комплексного модифицированного
уравнения Кортевега-де Фриза, у которого переменные x и t = t2 на-
ходятся в одной фазе. На рис. 6 изображена амплитуда решения (36)
уравнения Хироты (14), у которого переменная t находится одновре-
менно в двух фазах, t1 = γ1t, t2 = −γ2t.

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2
-0.4-0.3-0.2

-0.1  0  0.1 0.2 0.3
 0.4

 0
 2
 4
 6
 8

|
p
|
(
x
,
t
)

x

t

|
p
|
(
x
,
t
)

 0

 2

 4

 6

 8

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2
-0.4-0.3-0.2

-0.1  0  0.1 0.2 0.3
 0.4

 0
 2
 4
 6
 8

|
p
|
(
x
,
t
)

x

t

|
p
|
(
x
,
t
)

Рис. 4. Амплитуда решения (36) нелинейного уравне-
ния Шредингера (7) для λ0 = 0, a = 3, b = 4, c = 5,
Z = 0.
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Рис. 5. Амплитуда решения (36) нелинейного уравне-
ния Шредингера (7) для λ0 = A+/(2A−), a = 6, b = 8,
c = 9, Z = 0.
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Рис. 6. Амплитуда решения (36) уравнения Хироты
(14) для γ1 = 1, γ2 = 0.1, λ0 = 0, a = 3, b = 4, c = 5,
Z = 0.
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Рис. 7. Амплитуда решения (36) деформированного
нелинейного уравнения Шредингера (19) для γ′

1(t) = 1,

γ′
2(t) = 0.1/ cosh2(10t), λ0 = 0, a = 3, b = 4, c = 5,

Z = 0.

Заключительные замечания

Подводя итоги анализа двухфазных решений, найденных в насто-
ящей работе, а также в работах [2, 35, 36], можно сделать вывод, что
все уравнения АКНС иерархии, включая смешанные, делятся на два
класса. В одном классе находятся уравнения только с четными време-
нами t2k. У этих уравнений существуют решения, динамика которых
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Рис. 8. Амплитуда решения (36) комплексного моди-
фицированного уравнения Кортевега-де Фриза (8) для
t1 = 0, λ0 = 0, a = 3, b = 4, c = 5, Z = 0.
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Рис. 9. Амплитуда решения (36) деформирован-
ного комплексного модифицированного уравнения
Кортевега-де Фриза (19) для γ′

1(t) = 1/ cosh2(10t),
γ′
2(t) = 1, λ0 = 0, a = 3, b = 4, c = 5, Z = 0.

содержится только в фазах с нечетными номерами. В фазах с четны-
ми временами тех же решений находятся некоторые постоянные па-
раметры. Поведение этих решений (рис. 8) существенно отличается от
поведения общих решений (рис. 4 и 6). Ко второму классу относятся
уравнения тех же иерархий с нечетными временами. Эти уравнения
обладают решениями, у которых данные нечетные времена находятся
только в фазах с четными номерами.
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Легко видеть, что периодическое по x решение (36) смешанного
уравнения (19) с коэффициентами γ′

1(t), γ
′
2(t), γ

′
3(t), такими что

γ2(t) =
−2λ0[a

2 + b2 + c2 + 8λ2
0]

[(a2 + b2 + c2) + 96λ4
0]

γ1(t),

γ3(t) =
a2 + b2 + c2

2[(a2 + b2 + c2) + 96λ4
0]
γ1(t),

не зависит от времени. Это показывает, что сложные смешанные моде-
ли типа (19) могут обладать решениями не имеющими аналогов среди
решений уравнений АКНС иерархии с фиксированным номером.

Из работы [34] следует, что из решения (36) предельными перехода-
ми можно получить бризер Ахмедиева (c → b), бризер Кузнецова-Ма
(b → a) и бризер Перегрина (c → b → a). При переходе к бризеру Ахме-
диева к бесконечности стремятся действительный период первой фазы
и мнимый период второй фазы. Соответственно, бризер Кузнецова-Ма
получается, когда к бесконечности стремятся мнимый период первой
фазы и действительный период второй фазы. Естественно, бризер Пе-
регрина получается из решения (36), когда все четыре периода стре-
мятся к бесконечности.

Авторы выражают признательность Wolfram Research Company за
предоставление гранта на покупку лицензионного программного обес-
печения Wolfram Mathematica, активно использованного при написа-
нии настоящей работе.
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Matveev V. B., Smirnov A. O. Two-phase periodic solutions to the
AKNS hierarchy equations.

In this paper we investigate the genus 2 algebro-geometric solutions of
the AKNS hierarchy equations, strictly periodic with respect to the space
variable x. In general position these solutions, expressed by means of two-
dimensional Riemann theta functions are not strictly periodic in x. We
show that x periodic solutions can be obtained by appropriate choice of
the hyperelliptic spectral curves, having a structure of covering over elliptic
curve. For odd number members of AKNS hierarchy these solutions might
be made periodic also with respect to the corresponding time variables of
the AKNS hierarchy, imposing further restrictions on the structure of the
spectral curve pointed out in the paper. The related solutions are especially
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interesting from the point of view of potential applications to study the
signals propagation in nonlinear optical fibers.
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