
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 473, 2018 г.

А. В. Иванов

О ПРИМЕНЕНИИ МАТРИЧНОГО ФОРМАЛИЗМА

ДЛЯ ТЕПЛОВОГО ЯДРА В ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

К 70-летию М. А. Семенова-Тян-Шанского

§1. Введение

Данная работа является следствием техники, полученной в [1] при
изучении комбинаторных свойств теплового ядра оператора Лапла-
са с ковариантной производной в случае калибровочной связности с
гладкими компонентами. Вкратце основной результат вышеупомяну-
той работы может быть сформулирован следующим образом. Тепловое
ядро K(x, y, τ) для d-мерного (d > 1) оператора Лапласа с ковариант-
ной производной ∂µ + ωµ(x) может быть представлено в виде асимп-

тотического ряда
∞
∑

n=0
τnan(x, y), коэффициенты которого называются

коэффициентами Сили–ДеВитта. Вычисление данных коэффициентов
является достаточно трудоемкой задачей, которая изучалась на про-
тяжении многих лет [2]. В статье предлагается техника, позволяющая
получить ответ для произвольного коэффициента (ранее похожие ме-
тоды строились [3], однако они имеют принципиальные отличия). Ос-
новными элементами техники являются операторы Aµ, Bµ, Sµ

l и S1

l ,
которые действуют на матрицах с двумя строками и произвольным

Ключевые слова: тепловое ядро, теория чисел, производящая функция, диаграмм-
ная техника, биалгебра, тензорная алгебра, полунорма, упорядоченная экспонента,
операторная функция, калибровочная связность, матричный формализм, ковари-
антная производная.
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количеством столбцов по следующим правилам

Bµ

(

ν1 ν2 . . . νn
k1 k2 . . . kn

)

=

(

µν1 ν2 . . . νn
k1 + 1 k2 . . . kn

)

+ . . .

+

(

ν1 ν2 . . . µνn
k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1

)

,

Bµ

(

1

k

)

= 0 ,

Aµ

(

ν1 ν2 . . . νn
k1 k2 . . . kn

)

=

(

µ ν1 ν2 . . . νn
k1 + 1 k1 k2 . . . kn

)

+ . . .

+

(

ν1 ν2 . . . µ νn
k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1 kn

)

+

(

ν1 ν2 . . . νn µ
k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1 1

)

,

Sµ
l

(

ν1 ν2 . . . νn
k1 k2 . . . kn

)

=

(

µ ν1 ν2 . . . νn
l k1 k2 . . . kn

)

,

где µ ∈ {1, . . . , d}, ν1, . . . , νn ∈ {1, . . . , d} ∪ {1} и l, k1 . . . , kn ∈ N. Эле-
мент 1 имеет отдельное значение, которое не будет обсуждаться в дан-
ной работе. Аналогичным образом могут быть введены оператор S1

l

и отображение Υ, которое переводит столбец в тензор с некоторым
коэффициентом согласно правилу

Υ

(

µInν
k

)

=
1

k

n
∑

k=1

∇µIn\k
Fµkν(x), Υ

(

1

k

)

=
1

k
,

где k ∈ N, In = {1, . . . , n}, ν, µ1, . . . , µn ∈ {1, . . . , d}, µIn = µ1 . . . µn,
Fµν(x) = ∂µων(x) − ∂νωµ(x) + [ωµ(x), ων(x)] и матрицы следует пони-
мать в смысле набора столбцов. Таким образом, коэффициент Сили–
Де Витта может быть выписан в виде:

an(x, x) = Υ

n
∏

k=1

S1

k(A
µk +Bµk)(Aµk +Bµk)1 ,

где начальный элемент 1 определяется свойствами

Bµ
1 = 0, Aµ

1 =

(

µ
1

)

, Sµ
l 1 =

(

µ
l

)

, S1

l 1 =

(

1

l

)

, Υ1 = 1.
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Основными объектами изучения в данной статье являются операторы
A, B и Υ, упрощенные варианты Aµ, Bµ и Υ, которые определяются
при помощи формул (1, 2 и 3).

§2. Формулировка задачи

Прежде всего, для того чтобы дать определения операторов, необхо-
димо сделать несколько оговорок. В работе рассматривается действие
операторов только с одинаковыми верхними индексами (без потери
общности это могут быть A1 и B1). Из определения видно, что при дей-
ствии оператора Bµ на столбец в первом элементе добавляется допол-
нительный индекс µ. Поскольку первые компоненты столбцов состоят
из единиц, то предлагается рассмотреть специальный случай, когда
верхний элемент столбца показывает какое количество раз оператор
B1 был применен к данному столбцу. Таким образом, используя упро-
щения, упомянутые выше, определения изучаемых операторов имеют
вид:
Определение 1.

A

(

s1 s2 . . . sn
k1 k2 . . . kn

)

=

(

0 s1 s2 . . . sn
k1 + 1 k1 k2 . . . kn

)

+ . . .

+

(

s1 s2 . . . 0 sn
k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1 kn

)

+

(

s1 s2 . . . sn 0
k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1 1

)

. (1)

Определение 2.

B

(

s1 s2 . . . sn
k1 k2 . . . kn

)

=

(

s1 + 1 s2 . . . sn
k1 + 1 k2 . . . kn

)

+ . . .

+

(

s1 s2 . . . sn + 1
k1 + 1 k2 + 1 . . . kn + 1

)

. (2)

Определение 3.

Υ

(

s1 s2 . . . sn
k1 k2 . . . kn

)

=

n
∏

i=1

(

si
ki

)

, (3)
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где k1, . . . , kn ∈ N и s1, . . . , sn ∈ N ∪ {0}. Начальный элемент 1 опреде-
ляется равенствами:

B1 = 0 , A1 =

(

0
1

)

, Υ1 = 1. (4)

Основной задачей данной работы является дать строгое математиче-
ское определение (см. (10)–(13)) операторов A, B и Υ, а также найти
связь (см. (19) и (20)) между производящими функциями и числами
вида

̟n = Υ(A+B)n1, n > 0. (5)

§3. Вспомогательная модель

3.1. Мотивировка. При построении модели удобно учесть несколь-
ко эвристических условий, которые делают модель проще и нагляднее
и при этом не мешают изучению операторов A, B и Υ:

• компоненты связности – скалярные функции;
• первая компонента связности равна нулю (ω1(x) = 0);
• d = 2.

Также полезно отметить, что свойство ∂n
x (xe

x)|x=0 = n может быть
использовано при построении второй компоненты, поскольку верхний
элемент столбца равен степени примененного оператора B.

3.2. Двумерная модель. Набор вышеизложенных условий позволя-
ет найти вторую компоненту связности ω2(x1, x2), где x = (x1, x2). Из
построения диаграммной техники и матричного формализма следует
соотношение между компонентой напряженности Fµν(x) и определе-
нием оператора B, которое может быть сформулировано в виде

x2F21(x1, x2) = x1e
x1 . (6)

Лемма 3.1. Классическое решение (6) с условием ω2(0, x2) = 0, где

x2 6= 0, имеет вид

ω2(x1, x2) =
1

x2
(ex1(1− x1)− 1) . (7)

3.3. Упорядоченная экспонента. В случае коммутирующих ком-
понент связности упорядоченная экспонента

Φ(x, y) := 1 +
∞
∑

n=1

(−1)n
1

∫

0

1
∫

0

. . .

1
∫

0

ds1 . . . dsn
dz

ν1
1

ds1
. . .

dzνnn

dsn
ων1(z1) . . . ωνn(zn),
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где zνn = yν + (xν − yν)
n
∏

k=1

sk, может быть редуцирована к обычной

экспоненциальной функции.

Лемма 3.2. Пусть x = (x1, x2) и y = (y1, y2), тогда

Φ(x, y) = exp







x1
∫

y1

dt

t
(et(t− 1) + 1)

(

(x2 − y2)t

(y2(x1 − y1) + (x2 − y2)(t− y1))

)







.

Доказательство. Необходимо использовать (7), параметризацию
zµ(s) = (1−s)yµ+sxµ и замену переменных вида s 7→ t = y1+s(x1−y1)

−

1
∫

0

ds
dzµ(s)

ds
ωµ(z(s)) = −

1
∫

0

ds
x2 − y2
z2(s)

(

ez1(s)(1− z1(s))− 1
)

. �

3.4. Производящая функция.

Теорема 3.3. Для n ∈ N ∪ {0}

Υ(A+B)n1 = ∂n
x exp







x
∫

0

dt

t
(et(t− 1) + 1)







∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

. (8)

Доказательство. После выбора начальной точки y = (0, 0) формула
(см. [4])

(∂µ + ωµ(x))Φ(x, y) =

1
∫

0

dss
dzν(s)

ds
Φ(x, z(s))Fνµ(z(s))Φ(z(s), y)

в рассматриваемом случае (µ = 1, ω1(x) = 0 и x2F21(x1, x2) = x1e
x1)

редуцируется к

∂1Φ(x, 0) =

1
∫

0

dsΦ(x, sx)sx1e
sx2Φ(sx, 0) .

Для окончания доказательства необходимо воспользоваться теоремой
о дифференцировании диаграммы, поскольку:

• числа в верхних элементах столбцов получаются за счет дей-
ствия производной на фактор вида zez, при этом степени пара-
метров параметризации стоящих левее увеличиваются на еди-
ницу;
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• действие производной на упорядоченную экспоненту приводит
к появлению нового столбца и изменению индексов.

�

§4. Алгебраическая структура

Основным мотивирующим фактором для описания данной комби-
наторики является оператор A, который отображает матрицу с n стол-
бцами в набор матриц с n+1 столбцом. В тоже время матрицы равны
(как элементы пространства) тогда и только тогда, когда все их ком-
поненты совпадают. Данные замечания наводят на мысль о введении
векторного пространства, копроизведения и других операций, которые
приводят к биалгебрам (см. [5]).

4.1. Моноиды. Для дальнейшей работы удобно ввести два множе-
ства

G1 = N ∪ {0} , G2 =

{

1

q
: q ∈ N

}

∪ {∞} ,

где знак бесконечности имеет смысл обратного элемента к нулю от-
носительно стандартного произведения чисел. После введения ассоци-
ативной бинарной операции ⋆ на G2, которая отображает ∀ p, q ∈ G2

согласно правилу

⋆ : (p, q) 7−→

(

1

p
+

1

q

)−1

∈ G2 ,

элемент ∞ является единицей в G2.

Лемма 4.1. G1 и G2 – моноиды относительно операций + и ⋆ соот-

ветственно.

Используя G1 и G2 можно определить два векторных пространства
RGi , i = 1, 2, каждое из которых состоит из линейных комбинаций
базисных векторов e

i
q, где q ∈ Gi, соответственно.

4.2. Биалгебры. Для того чтобы построить биалгебру, необходимо
достроить векторное пространство до унитальной ассоциативной ал-
гебры и коунитальной коассоциативной коалгебры с соблюдением необ-
ходимых свойств, которые могут быть выражены в виде четырех ком-
мутативных диаграмм. Таким образом, на RG1 имеют место быть че-
тыре операции:
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1) умножение µ1 : RG1⊗RG1 7−→ RG1 , действующее согласно правилу

µ1(e
1
p ⊗ e

1
q) = e

1
p+q , ∀e

1
p , e

1
q ∈ R

G2 ;

2) единица η1 : R 7−→ RG1 :

η1(1) = e
1
0 ;

3) коумножение ∆1 : RG1 7−→ RG1 ⊗ RG1 , действующее согласно
правилу

∆1(e
1
q) = e

1
q ⊗ e

1
q , ∀e

1
q ∈ R

G1 ;

4) коединица ε1 : RG1 7−→ R:

ε1(e
1
q) = 1 , ∀e

1
q ∈ R

G1 .

Аналогичным образом µ2, η2, ∆2 и ε2 строятся для RG2 , путем замены
верхнего индекса в базисных векторах и подстановкой ⋆ вместо + и ∞
вместо 0.

Лемма 4.2. (RG1 , µ1, η1,∆1, ε1) и (RG2 , µ2, η2,∆2, ε2) – биалгебры.

Следствие 4.2.1. (V, µ, η,∆, ε) – биалгебра, где

V =

(

RG1

RG2

)

, µ =

(

µ1

µ2

)

, η =

(

η1
η2

)

, ∆ =

(

∆1

∆2

)

, ε =

(

ε1
ε2

)

.

4.3. Тензорная алгебра. Для построения тензорной алгебры необ-
ходимо ввести отображения | |1 и | |2, действующие из RG1 и RG2 со-
ответственно в R по следующим правилам (см. [6]):

| |1 : R
G1 7−→ R :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

g∈G1

αge
1
g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

=
∑

g∈G1

|αg|g , ∀αg ∈ R ,

| |2 : R
G2 7−→ R :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

β∞e
2
∞ +

∑

g∈G2�{∞}
βge

2
g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
∑

g∈G2�{∞}
|βg|g , ∀βg ∈ R .

Лемма 4.3. | |1 и | |2 – полунормы на RG1 и RG2 соответственно.
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Объекты, введенные выше, могут быть обобщены до полунормы на V
по формуле

| | : V 7−→ R :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

g1∈G1,
g2∈G2

αg1,g2

(

e1g1
e2g2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∑

g1∈G1,
g2∈G2�{∞}

|αg1,g2 |g1g2, ∀αg1,g2 ∈ R ,

(9)

которая, после определения тензорной алгебры

T (V ) =

∞
⊕

n=0

V ⊗k ,

распространяется с V на T (V ) аналогичным (9) образом с учетом того

факта, что на R она является обычным модулем. Если H = T (V )/
L
∼,

где L = {v ∈ T (V ) : |v| = 0}, то | | - норма на H .

4.4. Алгебраическое определение операторов. Вышеизложен-
ного набора операций не достаточно для определения операторов, вви-
ду этого необходимо ввести дополнительные отображения из R в RG1

и RG2 :

θ1 : R 7−→ R
G1 , θ2 : R 7−→ R

G2 ,

которые отображают согласно правилам:

θ1(1) = e
1
1, θ2(1) = e

1
1.

В этом случае операторы A, B и Υ принимают достаточно ясное зна-
чение A, B и | |.

Теорема 4.4. Оператор A : T (V ) 7−→ T (V ) действует согласно пра-

вилу:

A(1) =

(

η1
θ2

)

1 =

(

e10

e21

)

, (10)
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A(v) =

k−1
∑

j=0

µ⊗(j+1) ⊗ id⊗(k−j) ◦

((

η1
θ2

)

⊗ id

)⊗j

⊗

(

η1 ⊗ η1 ⊗ id
θ2 ⊗∆2

)

⊗ id⊗(k−1−j)v + µ⊗k ⊗ id ◦

((

η1
θ2

)

⊗ id

)⊗k

⊗

(

η1
θ2

)

v ,

∀v ∈ V ⊗k , ∀k ∈ N . (11)

Оператор B : T (V ) 7−→ T (V ) действует согласно правилу: B(1) = 0 ,

B(v) =

k−1
∑

j=0

µ⊗(j+1) ⊗ id⊗(k−1−j) ◦

((

η1
θ2

)

⊗ id

)⊗j

⊗

(

θ1 ⊗ id
θ2 ⊗ id

)

⊗ id⊗(k−1−j)v, ∀v ∈ V ⊗k, ∀k ∈ N, (12)

Оператор Υ : T (V ) 7−→ R+ ∪ {0}:

Υ(v) = |v|, ∀v ∈ T (V ) . (13)

Доказательство. Достаточно проверить действие формул (11) и (12)
на базисных векторах из V :

µ ◦

(

η1
θ2

)

⊗ id

(

e
1
g1

e2g2

)

= µ

(

e
1
0 e

1
g1

e21 e2g2

)

=

(

e1g1
e2g2⋆1

)

, ∀g1 ∈ G1, ∀g2 ∈ G2,

µ⊗id◦

(

η1 ⊗ η1 ⊗ id
θ2 ⊗∆2

)(

e
1
g1

e2g2

)

=µ⊗id

(

e
1
0 e

1
0 e

1
g1

e21 e2g2 e2g2

)

=

(

e
1
0 e

1
g1

e2g2⋆1 e2g2

)

,

∀g1 ∈ G1, ∀g2 ∈ G2,

µ ◦

(

θ1 ⊗ id
θ2 ⊗ id

)(

e1g1
e2g2

)

=µ

(

e11 e1g1
e21 e2g2

)

=

(

e1g1+1

e2g2⋆1

)

, ∀g1 ∈ G1, ∀g2 ∈ G2. �

§5. Обобщение

Полученная выше комбинаторика базируется на предположении
x2F21(x1, x2) = x1e

x1 , которое контролирует действие оператора B
правилом (2). Однако, от этого предположения можно отказаться, тем
самым расширяя класс рассматриваемых операторов.
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5.1. Производящая функция. С этой целью необходимо рассмот-
реть равенство более общего случая. Оно может быть записано в виде

x2F21(x1, x2) = f(x1) , (14)

где разложение функции f(x1) в ряд Тейлора в окрестности нуля да-
ется формулой

f(x1) =

∞
∑

k=0

bk
k!
xk
1 .

С учетом нового предположения, после повтора всех ранее произве-
денных действий, производящая функция принимает вид:

Φ(x1, 0) = exp







x1
∫

0

dt

t

t
∫

0

dsf(s)







. (15)

5.2. Алгебраическая структура. Для описания алгебраической
структуры модели с условием (14) необходимо подкорректировать
лишь определения отображения | |1, то есть ядро полунормы и нор-
мировку базисных векторов. В случае когда функция f(x) имеет от-
рицательные коэффициенты Тейлора, отображение | |1 теряет смысл
полунормы. Формально такая трансформация выглядит так:

|e1g|1 = g , ∀g ∈ G1 −→ |e1g|1 = bg , ∀g ∈ G1 , (16)

Ker(| |1) = {e10} −→ Ker(| |1) = {e1g , ∀g ∈ G1 : bg = 0} . (17)

Теорема 5.1. Переход от модели с условием x2F21(x1, x2) = x1e
x1

к модели с условием x2F21(x1, x2) = f(x1) может быть сделан при

помощи замены производящей функции на (15) и изменения опреде-

ления отображения | |1 согласно (16) и (17).

5.3. Обратная задача. Возникает естественный вопрос: возможно
ли по производящей функции F (x) построить такие операторы A,
B и Υ, что выполнялось бы соотношение Υ(A + B)n1 = F (n)(0) для
n>0? Ответ положительный, и для начала нужно указать на тот факт,
что функция f(x1) восстанавливается по упорядоченной экспоненте
Φ(x1, 0).

Лемма 5.2.

f(x1) =
Φ(x1, 0)Φ

′(x1, 0) + x1(Φ(x1, 0)Φ
′′(x1, 0)− (Φ′(x1, 0))

2)

(Φ(x1, 0))2
. (18)
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Доказательство.

ω2(x1, x2) = −
x1

x2
∂x1

(ln(Φ(x1, 0))) ,

x2F21(x1, x2) = −x2∂x1
ω2(x1, x2). �

Важно отметить, что в рассматриваемом случае функция Φ(x1, 0)
имеет специальное свойство, а именно Φ(0, 0) = 1. Ясно, что не каждая
производящая функция равна единице в нуле, поэтому формула (18),
ввиду отмеченной в [10] проблемы, не применима для произвольного
случая. Однако, существует несколько способов исправить описанную
схему.

Теорема 5.3. Пусть F (x1) – производящая функция чисел такая,

что F (0) 6= 0, тогда функция f(x1) может быть построена по фор-

муле (18) для

Φ(x1, 0) =
F (x1)

F (0)
,

что приведет к изменению начальных данных 1 7→ F (0) в (5) и

̟n = Υ(A+ B)nF (0). (19)

Теорема 5.4. Пусть F (x1) – произвольная производящая функция

чисел, тогда функция f(x1) может быть построена по формуле (18)
для

Φ(x1, 0) = F (x1)− F (0) + 1,

что приведет к появлению невязки вида

̟n = Υ(A+ B)n1 + (F (0)− 1)δn0 . (20)

5.4. Примеры.

Числа F (x) f(x)

числа Каталана [7] 1−
√
1−4x
2x

1
(1−4x)3/2

числа Белла [9] ee
x−1 ex(x+ 1)

биномиальное разложение (1 + x)α , ∀α ∈ C
α

(1+x)2 , ∀α ∈ C

экспоненциальные числа [8] esin(x) cos(x) − x sin(x)

§6. Следствия

6.1. Операторная функция. Выше был изучен специальный слу-
чай φ(A,B) = (A+B)n, когда n ∈ N∪{0}. Основным интересом данной
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части являются числа вида Υφ(A,B)1, где рассматриваемая функция
имеет вид

Υ

n
∏

k=1

Λσk

k 1 ,

где n ∈ N, Λk ∈ {A,B} и σk ∈ N∪{0} для k ∈ {1, . . . , n}. Используя диа-
граммную технику легко понять, что оператор A действует только на
упорядоченные экспоненты (линии), в то время как оператор B диффе-
ренцирует все функции (окружности) за исключением упорядоченных
экспонент. Однако в рассматриваемом случае, ввиду коммутативности
компонент связности ωµ(x), упорядоченные экспоненты могут быть
вынесены из выражений в виде единого множителя Φ(x, 0), поэтому
оператор A является оператором умножения на функцию ∂x lnΦ(x, 0).
В свою очередь оператор B действует как ковариантная производная
со связностью вида − ln′xΦ(x, 0).

Теорема 6.1. Пусть n ∈ N, Λk ∈ {A,B} и σk ∈ N ∪ {0} для k ∈
{1, . . . , n}, и

φ(A,B) =
n
∏

k=1

Λσk

k ,

тогда

Υφ(A,B)1 = φ(ln′
x Φ(x, 0), ∂x − ln′x Φ(x, 0))Φ(x, 0)

∣

∣

x=0
.

6.2. Оценки упорядоченной экспоненты. Полученные выше чис-
ла ̟n могут быть использованы для локальных оценок ковариантных
производных упорядоченной экспоненты.

Теорема 6.2. Пусть размерность пространства равна d, ∇µ = ∂µ +
ωµ(x), Φ(x, y) - упорядоченная экспонента, построенная по компонен-

там связности ωµ(x) и в некоторой окрестности Uδ(x0), где δ > 0,
некоторой точки x0 ∈ Rd ∃C > 0 : при x ∈ Uδ(x0) выполнены неравен-

ства вида

|∇µ1
· . . . · ∇µk−2

Fµk−1µk
(x)| 6 Ck , ∀k > 1 , ∀µ1, . . . , µk ∈ {1, . . . , d} ,

тогда
∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∏

k=1

∇µk∇µk
Φ(x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

y=x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 dnC2n̟2n , ∀n ∈ N ,
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∏

k=1

1
∫

0

dssk−1s(x−y)ρ∂ρ∇µk∇µk
Φ(x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y=x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 dnC2n̟2n

n!
, ∀n ∈ N .
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Ivanov A. V. On the application of matrix formalism of heat kernel to
the number theory.

Earlier, in the studies of the combinatorial properties of the heat kernel
of Laplace operator with covariant derivative, the diagram technique and
the matrix formalism were constructed. In particular, the obtained forma-
lism makes it possible to control the coefficients of the heat kernel, that
is rather useful for calculations. In this paper, a simple case with abelian
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connection in two-dimensional space is considered. We give a mathema-
tical description of operators and find a relation between operators and
generating functions of numbers.
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