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§1. Введение

Проблема эквивалентности обыкновенных дифференциальных ура-
внений (ОДУ) второго порядка вида

d2y

dx2
= S(x, y)

(dy
dx

)3

+ 3R(x, y)
(dy
dx

)2

+ 3Q(x, y)
dy

dx
+ P (x, y), (1.1)

где P , Q, R, S – произвольные аналитические функции, привлекала
внимание еще Лиувилля, Ли, Тресса, Картана [1–3]. Ли установил [4],
что семейство уравнений (1.1) замкнуто относительно точечных пре-
образований (с аналитическими функциями ξ, η)

z = ξ(x, y), w = η(x, y), det
∂(ξ, η)

∂(x, y)
6= 0. (1.2)

То есть под действием произвольной замены переменных (1.2) ОДУ
(1.1) превращается в уравнение

d2w

dz2
= S̃(z, w)

(dw
dz

)3

+ 3R̃(z, w)
(dw
dz

)2

+ 3Q̃(z, w)
dw

dz
+ P̃ (z, w)

с той же формой зависимости правой части от первой производной, но

с некоторыми новыми коэффициентами P̃ , Q̃, R̃, S̃.
Семейству (1.1) принадлежат все ОДУ второго порядка, облада-

ющие свойством Пенлеве, т.е. не имеющие подвижных особенностей,
кроме полюсов. Они проклассифицированы Пенлеве и Гамбье и приве-
дены, например, в [5], при этом у всех 50-ти уравнений коэффициент
S(x, y) = 0. В настоящее время уравнения Пенлеве изучены достаточ-
но подробно, так что их решения рассматриваются как специальные
функции. Важно установить как можно более широкий класс урав-
нений, которые могут быть проинтегрированы с помощью уравнений
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Пенлеве. В наиболее простом случае такими уравнениями являются
скалярные ОДУ второго порядка, связанные с уравнениями Пенлеве
PI–PVI точечными преобразованиями.

Проблема эквивалентности относительно точечных преобразований
была решена для первых четырех уравнений Пенлеве [6–15]. Для част-
ных случаев пятого и шестого уравнений Пенлеве с одним или двумя
ненулевыми параметрами в [15] были найдены только отдельные необ-
ходимые условия эквивалентности. Условия эквивалентности форму-
лируются в терминах инвариантов семейства (1.1), поскольку эквива-
лентные уравнения имеют совпадающие множества инвариантов. Как
обычно, под инвариантами семейства уравнений подразумеваются ин-
варианты группы E преобразований эквивалентности этого семейства.
Для семейства (1.1) группа E порождается преобразованиями (1.2). Ее
алгебраические инварианты (некоторые функции x, y), построенные
ранее в [11] и применяемые в случае PVI, описываются здесь в §2.

Настоящая работа посвящена проблеме эквивалентности шестому
уравнению Пенлеве

d2w

dz2
=

1

2

( 1

w
+

1

w − 1
+

1

w − z

)(dw
dz

)2

−
(1
z
+

1

z − 1
+

1

w − z

)dw
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+
w(w − 1)(w − z)

z2(z − 1)2

(
α− β

z

w2
+ γ

z − 1

(w − 1)2
+
(1
2
− δ

) z(z − 1)

(w − z)2

)
. (1.3)

Оно было открыто Фуксом [16] и Гамбье [17]. Позднее PVI возник-
ло в статистической механике и квантовой теории поля [18], теории
случайных матриц [19], теории рациональных поверхностей [20], как
редукция резонансной системы трех волн [21, 22], в исследовании са-
модуальных уравнений Янга–Миллса [23]. ОДУ (1.3) рассматривается
как мастер-уравнение, уравнения PI–PV получаются вырождениями
PVI с помощью некоторых предельных переходов [24].

Третье и шестое уравнения Пенлеве, также как и их инварианты,
имеют сходную структуру. Оба ОДУ содержат четыре постоянных па-
раметра α, β, γ, δ. Растяжением z, w два параметра PIII

d2w

dz2
=

1

w

(dw
dz

)2

− 1

z

dw

dz
+

αw2 + β

z
+ γw3 +

δ

w

могут быть нормализованы. Следовательно, PIII имеет два существен-
ных параметра. В PVI все параметры существенные. Как показано
в [14, §V], чтобы получить критерии эквивалентности PIII, достаточно



НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ 19

использовать семь инвариантов I1, I2, D2I1, J1, J2, J3, J4 (определен-
ных ниже в §2). PVI имеет на два существенных параметра больше,
чем PIII. Поэтому в §3 мы используем для PVI то же самое множество
инвариантов плюс два инварианта J5 и J6. Это позволяет предполо-
жить, что необходимые условия эквивалентности PVI будут также и
достаточными, даже если доказательство этого не проводится.

В [14] необходимые условия эквивалентности PIII, сформулирован-
ные в терминах вышеупомянутых инвариантов, накладываются
на ОДУ

d2y

dx2
= f(x, y). (1.4)

Получающееся в результате уравнение совпадает со специальной фор-
мой PIII, приведенной в [25],

d2y

dx2
= αex+y + βex−y + γe2(x+y) + δe2(x−y)

(с точностью до преобразований, сохраняющих вид уравнений (1.4)),
что говорит о том, что эти условия являются также и достаточными.
Тот же подход был применен в [15] к четвертому уравнению Пенлеве.
Специальная форма шестого уравнения Пенлеве, задаваемая уравне-
нием вида (1.4), тоже существует [25, 26]. Здесь мы не применяем к
(1.3) метод, изложенный выше, потому что теоретически необходимые
условия эквивалентности можно получить в терминах одних только
инвариантов, но они будут бесполезны из-за своих огромных разме-
ров. На практике в дальнейшем мы предпочитаем оставить зависи-
мость от z, w и вспомогательной переменной H в Теореме 2 из §3.
В §4 показано как последовательно исключить H , z и w из условий
эквивалентности, определяемых Теоремой 2. Эта процедура приводит
либо к преобразованию (1.2), связывающему ОДУ (1.1) и (1.3), если
они эквивалентны, либо к противоречию, что свидетельствует о том,
что исследуемое уравнение (1.1) неэквивалентно PVI.

§2. Инварианты уравнений (1.1) четвертого типа

В [11] получен базис инвариантов для основного (J0 6= 0) и пяти вы-
рожденных типов уравнений (1.1). К седьмому типу относятся уравне-
ния, эквивалентные ОДУ y′′ = cy−3, а к последнему — линеаризуемые
ОДУ. Между ними в классификации [11] находился промежуточный
тип, как оказалось, не содержащий уравнений, и впоследствии из нее
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удаленный [27]. Шесть уравнений Пенлеве относятся к вырожденным
типам уравнений (1.1), они имеют нулевой относительный инвариант
J0, приведенный ниже. В частности, уравнения PII–PVI принадлежат
четвертому типу. Абсолютные инварианты таких уравнений выража-
ются в терминах величин

J0 = β2
2γ10 − β1β2(γ20 + γ11) + β2

1γ21,

j0 =
3

β1

(
β2

β1
δ10 − δ11

)
+

6γ10
β2
1

(
γ11 −

β2

β1
γ10

)
,

j1 =
5

6

(
2β2δ20 − β1δ30 −

β2
2

β1
δ10

)
+

(
γ20 + γ11− 2

β2

β1
γ10

)

×
(
γ20 −

2

3
γ11 −

β2

3β1
γ10

)
, j3 =

3

5

(
δ10
β3
1

− 6γ2
10

5β4
1

)
,

j2 =
1

β1

(
δ20 −

β2

β1
δ10

)
+

γ10
5β2

1

(
7
β2

β1
γ10 − 6γ20 − γ11

)
.

Последние, в свою очередь, вычисляются с использованием

α0 = Qx − Py + 2PR− 2Q2, β1 = α1x − α0y +Rα0 − 2Qα1 + Pα2,
α1 = Rx −Qy + PS −QR, β2 = α2x − α1y + Sα0 − 2Rα1 +Qα2,
α2 = Sx −Ry + 2QS − 2R2, Γ0 = 3β2γ10 + β1(γ20 − 4γ11),

γ10 = β1x −Qβ1 + Pβ2, δ10 = γ10x − 2Qγ10 + P (γ20 + γ11)− 5α0β1,
γ20 = β1y −Rβ1 +Qβ2, δ20 = γ20x −Rγ10 + Pγ21 − 4α1β1 − α0β2,
γ11 = β2x −Rβ1 +Qβ2, δ11 = γ11x −Rγ10 + Pγ21 − α1β1 − 4α0β2,
γ21 = β2y − Sβ1 +Rβ2, δ30 = γ20y − Sγ10 +Qγ21 − 4α2β1 − α1β2.

Следующее утверждение описывает уравнения (1.1) четвертого ти-
па.

Теорема 1. ОДУ (1.1) четвертого типа удовлетворяют условиям

β1 6= 0, J0 = 0, j0 = 0, j1 6= 0 (2.1)

и имеют два алгебраических базисных инварианта

I1 =
Γ0

β1

√
j1
, I2 =

5(2j1j3 + j22 )√
j1

. (2.2)

Произвольный инвариант уравнения (1.1) может быть получен при-
менением к (2.2) функционально-алгебраических операций и операто-
ров инвариантного дифференцирования

D1 =
1√
j1
(β2∂x − β1∂y), D2 = j

1/4
1

(5j2
2j1

(β2∂x − β1∂y)−
3

β1
∂x

)
.



НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ 21

Замечание. Преобразование годографа z = y, w = x превращает
ОДУ (1.1) в уравнение

d2w

dz2
= −S(w, z)−3R(w, z)

dw

dz
−3Q(w, z)

(dw
dz

)2

−P (w, z)
(dw
dz

)3

. (2.3)

Нетрудно видеть, что величины β1, β2, вычисленные для уравне-
ния (2.3), после подстановки z = y, w = x совпадают с величинами
−β2, −β1, вычисленными для уравнения (1.1). Таким образом, преоб-
разованием годографа уравнение (1.1) с β1 = 0, β2 6= 0 приводится к
уравнению с β1 6= 0. Поэтому уравнения (1.1), для которых β1 = 0,
отдельно не рассматриваются.

Условия эквивалентности уравнения (1.1) шестому уравнению Пен-
леве могут быть сформулированы в терминах базисных инвариантов
(2.2) и инвариантных производных I1, а именно, D2I1 и Dm

1 I1. Вместо
этой последней серии инвариантов удобнее использовать универсаль-
ные абсолютные инварианты, введенные в [15] (только для уравнений
четвертого типа)

J1 =
6

5

( 1

I21
−1

)
, Jm+1 = (m+(m+1)J1)Jm+

1

I1
D1Jm, m ∈ N. (2.4)

§3. Эквивалентность шестому уравнению Пенлеве

Здесь мы найдем необходимые условия эквивалентности ОДУ вто-
рого порядка шестому уравнению Пенлеве.

Теорема 2. Если ОДУ (1.1) четвертого типа эквивалентно шесто-
му уравнению Пенлеве, то его инварианты (2.2) удовлетворяют усло-
виям

det
∂(I1, I2)

∂(x, y)
6= 0, I21 ≡ D2I1 6= 0 (3.1)

и существует такое решение

z = ξ(x, y), w = η(x, y), H = ζ(x, y) (3.2)

системы

3ν0J3H
4 + 450ν2ν5J2H

3 − 15(256ν1ν2ν
2
3 + 504ν21ν3ν4 + 45ν2ν

2
4)J1H

2

+ 45(1512ν21ν3 + 125ν2ν4)ν5H + 128(625ν22 − 3969ν31)ν
3
3

− 5(3600ν1ν2ν
2
3 − 1512ν21ν3ν4 − 125ν2ν

2
4)ν4 = 0,
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ν0J4H
5 − 5(96ν1ν2ν

2
3 + 504ν21ν3ν4 + 55ν2ν

2
4 )J2H

3 + 75(504ν21ν3

+ 61ν2ν4)ν5J1H
2 + 2(1008ν21ν3 + 125ν2ν4)(144ν1ν

2
3 − 5ν24)H

+ 30(1200ν1ν2ν
2
3 − 1008ν21ν3ν4 − 125ν2ν

2
4 )ν5 = 0,

9J5H
6 − 105ν4J3H

4 + 2205ν5J2H
3 + 21(976ν1ν

2
3 − 45ν24)J1H

2

+ 6300ν4ν5H − 20(1280ν2ν
3
3 + 1008ν1ν

2
3ν4 − 35ν33) = 0,

3J6H
7 − 35ν4J4H

5 + 945ν5J3H
4 + 112(96ν1ν

2
3 − 5ν24)J2H

3

+ 5880ν4ν5J1H
2 + 40(960ν2ν

3
3 + 1008ν1ν

2
3ν4 − 35ν33)H

+ 840(48ν1ν
2
3 − 5ν24)ν5 = 0, (3.3)

что его подстановка в соотношение

I1I2 −
HN1

768ν0ν1ν33
+

1728I221H
2ν21N2

25I91N
2
0

= 0 (3.4)

превращает (3.4) в тождество. А подстановка (3.2) в

25I91N
2
0

21536I221ν
2
0ν

2
1ν

2
3H

3
+ αν33 (z + 1− 3w)

+ βz(w − 1)3(w − z)3(3z − (z + 1)w)

+ γ(z − 1)w3(w − z)3((z − 2)w + 2z − 1)

+ δz(z − 1)w3(w − 1)3((2z − 1)w + z(z − 2)) = 0,

25I91N
2
0 (w

2 − z −H)

21636I221ν
2
0ν

2
1ν

2
3H

3
+ αw3(w − 1)4(w − z)4(6w − z − 1)

+ βz(w − 1)4(w − z)4(6z − (z + 1)w)

+ γ(z − 1)w3(w − z)4((z − 2)w2 + 6(z − 1)w + 2z − 1)

+ δz(z − 1)w3(w − 1)4((2z − 1)w2 + 6z(z − 1)w + z2(z − 2)) = 0,

25I91N
2
0 (J1H

2 − 4(z + 1)ν3)

21637I221ν
2
0ν

2
1ν

2
3H

3
+ αν43 (15w

2 − 8(z + 1)w + 3z)

− βz2(w − 1)4(w − z)4(3w2 − 8(z + 1)w + 15z)

+ γ(z − 1)w4(w − z)4((7 − 5z)w2 + 4(2z − 1)(z − 2)w

+ z(7z − 5)) + δz2(z − 1)w4(w − 1)4((5 − 7z)w2

+ 4(2z − 1)(2− z)w + z(5z − 7)) = 0,

(3.5)
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25I91N
2
0

21837I221ν
2
0ν

2
1ν

2
3H

3
[J2H

3 + (w2 − z)(J1H
2 + 4(z + 1)ν3)

+ 2(w − 1)(w − z)(3(w2 + z)− 2(z + 1)w)(z − w2 −H)]

+ αν53 (7(z + 1)− 18w) + βz2(w − 1)5(w − z)5(7(z + 1)w − 18z)

+ 3γ(z − 1)2w5(w − z)5((3z − 7)w + 7z − 3)

+ 3δz2(z − 1)2w5(w − 1)5((3 − 7z)w + z(7− 3z)) = 0

приводит к алгебраическим соотношениям, из которых могут быть
найдены постоянные параметры PVI. Функции ξ(x, y), η(x, y) в (3.2)
определяют замену переменных (1.2), связывающую уравнения (1.1)
и (1.3).

В (3.3)–(3.5) используются обозначения

ν0 = 216ν21ν3 + 25ν2ν4, ν1 = z2 − z + 1, ν2 = (z + 1)(2z − 1)(z − 2),

ν3 = w(w − 1)(w − z), ν5 = (w2 − z)(w2 − 2w + z)(w2 − 2zw + z),

ν4 = 3(w2 + z)2 − 4(z + 1)w(w2 + z) + 4(z2 − z + 1)w2,

ν6 = 27ν1ν5J2H
3 − 6(168ν21ν

2
3 + 15ν2ν3ν4 − 2ν1ν

2
4 )J1H

2 − 135ν1ν4ν5H

+ 4800ν1ν2ν
3
3 + 2232ν21ν

2
3ν4 − 25ν2ν3ν

2
4 − 15ν1ν

3
4 ,

ν7 = (288ν21ν
2
3 + 30ν2ν3ν4 − ν1ν

2
4)J2H

3 − 12ν1ν4ν5J1H
2 − (576ν21ν

2
3

+ 50ν2ν3ν4 − 5ν1ν
2
4)ν4H − 3(1584ν21ν

2
3 + 100ν2ν3ν4 − 5ν1ν

2
4)ν5,

N0 = (6J2 − 7J2
1 )ν1ν6H

2 − 3(5J2 + 7J1)ν1ν7H − 20(5J1 + 6)ν2ν3ν6

+ (5J1 + 6)ν0ν3[(31ν1ν4 − 72ν2ν3)J1H
2 − 270ν1ν5H

+ 2784ν21ν
2
3 − 20ν2ν3ν4 − 30ν1ν

2
4 ],

N1 = 5(ν6H + 15ν7) + ν0ν3[18(J1 − 5J2)H
3 + 155ν4H + 900ν5],

N2 = (15ν27 − 12ν6ν7H − 2ν26J1H
2)I21 + 12ν0ν

2
3H

2[540ν2ν5J2H
3

− 6(768ν1ν2ν
2
3 + 648ν21ν3ν4 + 35ν2ν

2
4)J1H

2 + 23328ν21ν3ν5H

+ 5(768(25ν22 − 108ν31)ν
3
3 + 192ν1ν2ν

2
3ν4 + 216ν21ν3ν

2
4 − 35ν2ν

3
4 )].
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Доказательство. Найдем соотношения на инварианты PVI. Те же
соотношения будут выполняться для инвариантов уравнения (1.1), эк-
вивалентного PVI. Инварианты (2.2), (2.4) и I21 уравнения (1.3) равны

J1 = −2K0K2

K2
1

, J2 =
2K2

0K3

K3
1

, J3 = −16K3
0K4

K4
1

,

J4 =
16K4

0K5

K5
1

, J5 = −32K5
0K6

K6
1

, J6 =
32K6

0K7

K7
1

,
(3.6)

I221
I91

= − 25Ñ2
0

21336ν20ν
2
1ν

2
3K

7
1

, (3.7)

I1I2 =
K1Ñ1

768ν0ν1ν33K
3
0

+
K1Ñ2

4608ν0ν23K
3
0

, (3.8)

Ñ0 = 2(3K1K3 − 7K2
2 )ν1K8 + 3(7K1K2 − 5K0K3)ν1K9

− 20(3K2
1 − 5K0K2)ν2ν3K8 + 2(3K2

1 − 5K0K2)ν0ν3[−135ν1ν5K1

+ (72ν2ν3 − 31ν1ν4)K2 + (1392ν21ν
2
3 − 10ν2ν3ν4 − 15ν1ν

2
4)K0],

Ñ1 = 5K1K8 + 75K0K9

+ ν0ν3(900ν5K
2
0 + 155ν4K0K1 − 36(K1K2 + 5K0K3)),

Ñ2 =
4K2K

2
8 − 12K1K8K9 + 15K0K

2
9

ν0(3K2
1 − 5K0K2)

+ 23328ν21ν3ν5K1

+ 4ν23 [1080ν2ν5K3 + 5(768(25ν22 − 108ν31)ν
3
3 + 216ν21ν3ν

2
4 − 35ν2ν

3
4

+ 192ν1ν2ν
2
3ν4)K0 + 12(768ν1ν2ν

2
3 + 648ν21ν3ν4 + 35ν2ν

2
4 )K2],

где обозначено

K0 = A(z + 1− 3w) +B(3z− (z + 1)w) + Γ((z − 2)w + 2z− 1)

+ ∆((2z− 1)w + z(z− 2)), B = βz(w − 1)3(w − z)3,
(3.9)

A = αν33 , Γ = γ(z − 1)w3(w − z)3, ∆ = δz(z − 1)w3(w − 1)3,

K8 = 54ν1ν5K3 + 12(168ν21ν
2
3 + 15ν2ν3ν4 − 2ν1ν

2
4 )K2 − 135ν1ν4ν5K1

+ (4800ν1ν2ν
3
3 + 2232ν21ν

2
3ν4 − 25ν2ν3ν

2
4 − 15ν1ν

3
4 )K0,

K9 = 2(288ν21ν
2
3 + 30ν2ν3ν4 − ν1ν

2
4 )K3 + 24ν1ν4ν5K2 − (576ν21ν

2
3

+ 50ν2ν3ν4 − 5ν1ν
2
4)ν4K1 − 3(1584ν21ν

2
3 + 100ν2ν3ν4 − 5ν1ν

2
4 )ν5K0.
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Вместо громоздких выражений для K1, K2, K3 удобнее работать со
следующими комбинациями

(w2 − z)K0 −K1 = 2A(w − 1)(w − z)(6w − z − 1)

+ 2B(w − 1)(w − z)(6z − (z + 1)w)

+ 2Γ(w − z)((z − 2)w2 + 6(z − 1)w + 2z − 1)

+ 2∆(w − 1)((2z − 1)w2 + 6z(z − 1)w + z2(z − 2)),

K2 + 2(z + 1)ν3K0 = −3Aν3(15w
2 − 8(z + 1)w + 3z)

+ 3Bz(w − 1)(w − z)(3w2 − 8(z + 1)w + 15z)

− 3Γw(w − z)((7− 5z)w2 + 4(2z − 1)(z − 2)w + z(7z − 5))

− 3∆zw(w − 1)((5 − 7z)w2 + 4(2z − 1)(2− z)w + z(5z − 7)),

(w − 1)(w − z)(3(w2 + z)− 2(z + 1)w)((z − w2)K0 −K1)

+K3 + (w2 − z)(2(z + 1)ν3K0 −K2) = 12Aν23(7(z + 1)

− 18w) + 12Bz(w− 1)2(w − z)2(7(z + 1)w − 18z)

+ 36Γ(z − 1)w2(w − z)2((3z − 7)w + 7z − 3)

+ 36∆z(z − 1)w2(w − 1)2((3− 7z)w + z(7− 3z)).

(3.10)

Кроме того, для величин K4, K5, K6, K7 имеют место соотношения

48ν0K4 − 900ν2ν5K3 − 30(256ν1ν2ν
2
3 + 504ν21ν3ν4 + 45ν2ν

2
4 )K2

− 45(1512ν21ν3 + 125ν2ν4)ν5K1 + (128(3969ν31 − 625ν22)ν
3
3

+ 18000ν1ν2ν
2
3ν4 − 7560ν21ν3ν

2
4 − 625ν2ν

3
4 )K0 = 0,

8ν0K5 − 5(96ν1ν2ν
2
3 + 504ν21ν3ν4 + 55ν2ν

2
4 )K3 − 75(504ν21ν3

+ 61ν2ν4)ν5K2 + (1008ν21ν3 + 125ν2ν4)(144ν1ν
2
3 − 5ν24 )K1

+ 15(1200ν1ν2ν
2
3 − 1008ν21ν3ν4 − 125ν2ν

2
4 )ν5K0 = 0,

144K6 − 840ν4K4 − 2205ν5K3 + 21(976ν1ν
2
3 − 45ν24)K2

− 3150ν4ν5K1 + 10(1280ν2ν
3
3 + 1008ν1ν

2
3ν4 − 35ν33)K0 = 0,

(3.11)

12K7 − 70ν4K5 − 1890ν5K4 + 28(96ν1ν
2
3 − 5ν24)K3 − 1470ν4ν5K2

+5(960ν2ν
3
3 + 1008ν1ν

2
3ν4 − 35ν33)K1 + 105(48ν1ν

2
3 − 5ν24)ν5K0 = 0
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Равенства (3.6) разрешимы относительно величин

K2 = −K2
1J1

2K0
, K3 =

K3
1J2

2K2
0

, K4 = −K4
1J3

16K3
0

,

K5 =
K5

1J4
16K4

0

, K6 = −K6
1J5

32K5
0

, K7 =
K7

1J6
32K6

0

.
(3.12)

После их подстановки соотношения (3.11) принимают вид (3.3), а (3.7)
– вид

I221
I91

= − 25N2
0

21536ν20ν
2
1ν

2
3H

2K1
, H =

K1

K0
,

откуда можно выразить величину K1. Ее подстановка в (3.8) вместе с
(3.12) приводит к (3.4), а подстановка в (3.9), (3.10) приводит к (3.5).
Это завершает доказательство. �

§4. Применение Теоремы 2

Если необходимо проверить данное ОДУ (1.1) на эквивалентность
PVI, прежде всего нужно проверить для него условия (2.1), (3.1) и
затем найти решение (3.2) системы (3.3).

Соотношения (3.3) могут быть переписаны в форме полиномов чет-
вертой степени по H :

3P4J3H
4 + 450ν5P3J2H

3 − 15P2J1H
2 + 45ν5P1H + P0 = 0,

Q4J4H
4 − 90ν5Q3J3H

3 + 5Q2J2H
2 + 75ν5Q1J1H +Q0 = 0,

3R4J5H
4− 900ν5R3J4H

3+ 15R2J3H
2+315ν5R1J2H+R0J1=0,

S4J6H
4 + 120ν5S3J5H

3 + 15S2J4H
2 + 225ν5S1J3H + S0J2 = 0,

(4.1)

где

P0 = 128(625ν22− 3969ν31)ν
3
3− 5(3600ν1ν2ν

2
3− 1512ν21ν3ν4− 125ν2ν

2
4 )ν4,

P1 = 1512ν21ν3 + 125ν2ν4, P2 = 256ν1ν2ν
2
3 + 504ν21ν3ν4 + 45ν2ν

2
4 ,

P3 = ν2, P4 = 216ν21ν3 + 25ν2ν4, Q0 = 384ν33R4, Q4 = P0,

Q1 = 128(1525ν22− 9261ν31)ν
3
3 − 7(5520ν1ν2ν

2
3− 504ν21ν3ν4 − 25ν2ν

2
4)ν4,

Q2 = 128(9261ν31 − 1625ν22)ν
3
3ν4 + 7(32256ν21ν2ν

4
3 + 1200ν1ν2ν

2
3ν

2
4

− 2520ν21ν3ν
3
4 − 125ν2ν

4
4 ), Q3 = 1200ν1ν2ν

2
3− 1008ν21ν3ν4− 125ν2ν

2
4 ,



НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ 27

R0 = 5376(540125ν22 − 2259684ν31)ν
2
1ν

4
3 + 4116000ν21ν2ν3ν

3
4

+ 6720(28224ν31 − 6875ν22)ν1ν
2
3ν

2
4 + 875(625ν22 − 1764ν31)ν

4
4

+ 6400(38125ν22 − 168462ν31)ν2ν
3
3ν4, R1 = −117600ν21ν2ν3ν4

+ 48(18125ν22 − 86436ν31)ν1ν
2
3 + 25(1764ν31 − 625ν22)ν

2
4 ,

R2 = 1290240ν31ν2ν
3
3+ 48(107604ν31− 15625ν22)ν1ν

2
3ν4+ 285600ν21ν2ν3ν

2
4

+ 65(625ν22 − 1764ν31)ν
3
4 , R3 = 1680ν21ν2ν3 + (625ν22 − 1764ν31)ν4,

R4=112(3125ν22−15876ν31)ν1ν
2
3−84000ν21ν2ν3ν4+25(1764ν31−625ν22)ν

2
4 ,

S0 = 512ν33 [64(43747200ν
3
1ν

2
2 − 1328694192ν61 − 27640625ν42)ν

3
3

+ 403200(3625ν22 − 15582ν31)ν1ν2ν
2
3ν4 + 88200(19404ν31

− 5375ν22)ν
2
1ν3ν

2
4 + 30625(5292ν31 − 1375ν22)ν2ν

3
4 ],

S1 = 16128(267725ν22 − 1111908ν31)ν
2
1ν

4
3 + 823200ν21ν2ν3ν

3
4

+ 6400(44225ν22 − 196686ν31)ν2ν
3
3ν4 + 105(625ν22 − 1764ν31)ν

4
4

+ 20160(7056ν31 − 1975ν22)ν1ν
2
3ν

2
4 ,

S2 = 5376(2905308ν31 − 689875ν22)ν
2
1ν

4
3ν4 − 4116000ν21ν2ν3ν

4
4

+ 57600(21266ν31 − 5125ν22)ν2ν
3
3ν

2
4 + 11200(3025ν22 − 15288ν31)ν1ν

2
3ν

3
4

+ 40960(125538ν31 − 27875ν22)ν1ν2ν
5
3 + 525(1764ν31 − 625ν22)ν

5
4 ,

S3 = 320(38125ν22 − 168462ν31)ν2ν
3
3 + 672(28224ν31 − 6875ν22)ν1ν

2
3ν4

+ 617400ν21ν2ν3ν
2
4 + 175(625ν22 − 1764ν31)ν

3
4 , S4 = R0.

Из (4.1) следует равенство нулю квадратных полиномов по H

15U6H
2 + 45ν5U5H + U4 = 0, 15V6H

2 + 45ν5V5H + V4 = 0,

6ν5U4H
2 + U3H + 3ν5U2 = 0, 6ν5V4H

2 + V3H + 3ν5V2 = 0,

U2H
2 + 30ν5U1H + 5U0 = 0, V2H

2 + 30ν5V1H + 5V0 = 0,

(4.2)

где обозначено

U0=T0P2J1 + T1P1 − T4P0, U1=−5T0P3J2 − 3T2P1+T5P0,

U2=−T0P4J3 + T3P1−T6P0, U3=−T1P4J3− T3P2J1− T8P0,

U4=3T2P4J3 + 5T3P3J2 + T9P0, T0=21Q0R1J2 − 5R0Q1J
2
1 ,

U5=T5P4J3 + 5T6P3J2 + T9P1, T1=3Q0R2J3 −R0Q2J1J2,

U6 = T7P4J3 + 5T8P3J2 − T9P2J1, T2 = 10Q0R3J4 −R0Q3J1J3,
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V0 = 3T0S2J4 − 15T1S1J3 + 3T4S0J2, T3 = 3Q0R4J5 −R0Q4J1J4,

V1 = 4T0S3J5 + 45T2S1J3 − 3T5S0J2, T4 = 5Q1R2J1J3 − 7R1Q2J
2
2 ,

V2=T0S4J6−15T3S1J3+3T6S0J2, T5=50Q1R3J1J4−21R1Q3J2J3,

V3 = T1S4J6 − 3T3S2J4 + 3T8S0J2, T6 = 5Q1R4J1J5 − 7R1Q4J2J4,

V4 = −3T2S4J6 − 4T3S3J5 − 3T9S0J2, T7 = 10Q2R3J2J4 − 3R2Q3J
2
3 ,

V5 = −T5S4J6 − 4T6S3J5 − 15T9S1J3, T8 = Q2R4J2J5 −R2Q4J3J4,

V6 = −T7S4J6 − 4T8S3J5 − 3T9S2J4, T9 = 3Q3R4J3J5 − 10R3Q4J
2
4 .

Эти выражения удовлетворяют условиям

U0U4 − U1U3 = U2Ũ2, Ũ2 = 5T1P3J2 − 3T2P2J1 − T7P0,

U2U6 − U3U5 = U4Ũ4, Ũ4 = T4P4J3 + T6P2J1 + T8P1,

V0V4 − V1V3 = V2Ṽ2, Ṽ2 = −4T1S3J5 − 9T2S2J4 + 3T7S0J2,

V2V6 − V3V5 = V4Ṽ4, Ṽ4 = −T4S4J6 + 3T6S2J4 − 15T8S1J3.

Исключение H из равенств (4.2) приводит к соотношениям

U4[3ν
2
5 (4U

3
4 − 30U3U4U5 − 60U2U4U6 + 225U2Ũ4U6)

+12150ν45U2U
2
5 + 5U2

3U6] = 0,

V4[3ν
2
5(4V

3
4 − 30V3V4V5 − 60V2V4V6 + 225V2Ṽ4V6)

+12150ν45V2V
2
5 + 5V 2

3 V6] = 0,

U2[9ν
2
5(U

3
2 − 10U1U2U3 − 20U0U2U4 + 100U0Ũ2U4)

+16200ν45U
2
1U4 + 5U0U

2
3 ] = 0,

V2[9ν
2
5(V

3
2 − 10V1V2V3 − 20V0V2V4 + 100V0Ṽ2V4)

+16200ν45V
2
1 V4 + 5V0V

2
3 ] = 0.

(4.3)

Они заданы полиномами по z, w с коэффициентами, являющимися
функциями инвариантов J1, . . . , J6 уравнения (1.1), зависящими от
x, y.

Пусть можно найти такие функции ξ(x, y), η(x, y), что выраже-
ния (1.2) являются решением всех равенств (4.3). После подстановки
(1.2) попытаемся факторизовать левые части равенств (4.2) с общим
множителем, из равенства нулю которого получается выражение для
H = ζ(x, y). Если рассматриваемое ОДУ (1.1) эквивалентно PVI, то
подстановка полученных таким образом функций (3.2) в соотношения
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(3.3), (3.4) превращает их в тождества. После подстановки (3.2) соот-
ношения (3.5) должны сводиться к совместной системе алгебраических
уравнений на α, β, γ, δ. Иначе, если эта система несовместна или не
является алгебраической, то данное ОДУ (1.1) неэквивалентно PVI.

§5. Другие необходимые условия эквивалентности и
автопреобразования PVI

В [15] найдены условия эквивалентности ОДУ второго порядка ше-
стому уравнению Пенлеве с одним ненулевым существенным парамет-
ром. Если модифицировать серию (2.4), в терминах которой они фор-
мулируются, и ввести инварианты

E1 =
6

5

( 1

I21
−1

)
, Em+1 = (2m+(m+1)E1)Em+

1

I1
D1Em, m ∈ N, (5.1)

то эти условия принимают следующий вид.

Теорема 3. Инварианты (5.1) уравнения (1.1), эквивалентного ше-
стому уравнению Пенлеве, удовлетворяют соотношениям

225E2
3(E3 − 2E2 − E1)− 120(E1E3 + E2

2)
2

− 30E1E2(3E2E3 + 5E1E3 + 2E2
2) + E3

1(16E1E3 + 7E2
2) = 0,

E1E5 + 20E2E4 − 45E2
3 = 0 (5.2)

в следующих случаях:
(1) только один из параметров α, β, γ или δ уравнения (1.3) от-

личен от нуля;
(2) два параметра равны друг другу и отличны от нуля, а другие

два равны нулю;
(3) α = β = γ = δ 6= 0.

Условия (5.2) являются только необходимыми, так как в них не за-
действованы инварианты I2 и D2I1. Но их проверять легче, чем усло-
вия теоремы 2 и это имеет смысл делать перед ее применением.

Теорема 3 позволяет предположить, что перечисленные в ней три
частных случая PVI связаны между собой некоторыми точечными
преобразованиями. Их можно найти с помощью инвариантов (5.1) и
теоремы 2. Для уравнения (1.3) с α 6= 0, β = γ = δ = 0
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d2w

dz2
=

1

2

( 1

w
+

1

w − 1
+

1

w − z

)(dw
dz

)2

−
(1
z
+

1

z − 1
+

1

w − z

)dw
dz

+
αw(w − 1)(w − z)

z2(z − 1)2
+

w(w − 1)

2z(z − 1)(w − z)
(5.3)

инварианты (5.1) равны

E1 = −k0τ

3k21
(ρ+ σ), E2 =

k0τ
2

3k31
(4ρ+ σ), E3 =

k0τ
3

3k41
(7ρ+ σ) (5.4)

и так далее, где

k1 =15(w−z−1)w2+(2z2+13z+2)w−z(z+1), k0 = 3w − z − 1,

τ =6w(w−1)(w−z), ρ = 2(z2− z + 1), σ=15(3w2− 2(z+1)w+z).

Шестое уравнение Пенлеве, в котором α = β = γ = δ = A 6= 0,

d2y

dx2
=

1

2

(1
y
+

1

y − 1
+

1

y − x

)(dy
dx

)2

−
(1
x
+

1

x− 1
+

1

y − x

)dy
dx

+
A(y2 − x)(y2 − 2y + x)(y2 − 2xy + x)

x2(x− 1)2y(y − 1)(y − x)
+

y(y − 1)

2x(x− 1)(y − x)
(5.5)

имеет инварианты (5.1) той же формы (5.4), но с коэффициентами

k1 = 60y(y − 1)(x− y)(y2−x)4(x + 1)− 64x(x+ 1)y3(y − 1)3(y − x)3

+ 15(y2 − x)6 + 16y2(y − 1)2(y − x)2(y2 − x)2(2x2 + 13x+ 2),

k0 = 3(y2 − x)2 + 4y(y − 1)(x− y)(x+ 1),

τ = 6(y2 − x)2(y2 − 2y + x)2(y2 − 2xy + x)2,

ρ = 32y2(y − 1)2(y − x)2(x2 − x+ 1), σ = 15(3(y2 − x)4

+ 8y(y − 1)(x− y)(y2 − x)2(x + 1) + 16xy2(y − 1)2(y − x)2).

Сравнивая коэффициенты ρ, можно предположить, что z = x. Тогда
из равенства инвариантов (5.4) уравнений (5.3), (5.5) следует

z = x, w =
(y2 − x)2

4y(y − 1)(y − x)
. (5.6)

Применим теорему 2 к уравнению (5.5). При подстановке (5.6) соот-
ношения (4.3) превращаются в тождества, а (4.2) факторизуются с
общим множителем (y2 − x)(y2 − 2y + x)(y2 − 2xy + x)k0H − k1. При-
равнивая его нулю, можно найти выражение для H . Его подстановка



НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ 31

вместе с (5.6) в (3.3), (3.4) приводит к тождествам, а (3.5) сводятся к
α − 16A = 0, β = 0, γ = 0, δ = 0. Таким образом, замена перемен-
ных (5.6) связывает ОДУ (5.5) с уравнением (5.3), в котором α = 16A.
Преобразования, связывающие ОДУ (5.5) с PVI, в котором отличен от
нуля один из параметров β, γ или δ, можно получить произведением
(5.6) с известными точечными автопреобразованиями PVI [24].

Для PVI с параметрами α = β = B 6= 0, γ = δ = 0

d2u

dt2
=

1

2

(1
u
+

1

u− 1
+

1

u− t

)(du
dt

)2

−
(1
t
+

1

t− 1
+

1

u− t

)du
dt

+
B(u− 1)(u− t)(u2 − t)

t2(t− 1)2u
+

u(u− 1)

2t(t− 1)(u− t)
(5.7)

инварианты (5.1) имеют форму (5.4) с коэффициентами

k1 = 2u2(u2+t)(t2−16t+1)−u(t+1)(15u4+2tu2+15t2)+15(u2+t)3,

k0 = 3(u2 + t)− (t+ 1)u, τ = 6(u− 1)(u− t)(u2 − t)2,

ρ = 2u2(t2 + 14t+ 1), σ = 15(3(u2 + t)2 − 2u(t+ 1)(u2 + t)− 4tu2).

Приравнивая соответствующие инварианты (5.4) уравнений (5.3), (5.7)
и разрешая эти равенства относительно z, w, получим замену

z =
(
√
t+ 1)2

4
√
t

, w =
(u+

√
t)2

4
√
tu

. (5.8)

Она преобразует ОДУ (5.7) в ОДУ (5.3) с α = 4B. Уравнения (5.3),
(5.5), (5.7) обсуждаются в [26], в том числе случай A = B = 1/8.

Для PVI либо с двумя парами равных друг другу параметров, либо
с двумя отличными от нуля и не равными друг другу параметрами
имеют место соотношения, аналогичные (5.2). Ввиду их громоздкости
они здесь не приводятся. Нетрудно убедиться, что формула (5.8) за-
дает также автопреобразование из PVI с параметрами α = β = B 6= 0,
γ = δ = Γ 6= 0, B 6= Γ относительно функции u(t) в уравнение (1.3) с
α = 4B, β = γ = 0, δ = 4Γ.
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12. V. V. Kartak, "Painlevé 34" equation: equivalence test. — Commun. Nonlin. Sci.

Numer. Simul. 19, No. 9 (2014), 2993–3000.
13. Ю. Ю. Багдерина, Эквивалентность ОДУ второго порядка уравнениям типа

первого уравнения Пенлеве. — Уфимский математический журнал 7, No. 1
(2015), 19–30.

14. Yu. Yu. Bagderina, N. N. Tarkhanov, Solution of the equivalence problem for the
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