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§1. Введение

В наших предыдущих статьях [1,2] изучался конус верхнетреуголь-
ных целочисленных матриц, описывающих возможные размерности
пересечений подпространства в прямой сумме с попарными сумма-
ми прямых слагаемых. В этих статьях предпринимались попытки ап-
проксимировать указнный конус сверху, т.е. получить набор линейных
неравенств, которым должны удовлетворять все матрицы из данного
конуса. Сейчас мы собираемся аппроксимировать данный конус снизу,
т.е. вычислить базис Гильберта для некоторого его подконуса.

Подконус, о котором идет речь, порождается матрицами, описы-
вающими ситуации общего положения, т.е. такими, в которых под-
пространство по отношению к прямым слагаемым находится в общем
положении.

Основным результатом данной работы является следующий факт.

Теорема. Базис Гильберта интересующего нас конуса состоит из

тех матриц, описывающих ситуации общего положения, в которых

размерности прямых слагаемых не больше двух (и если равные двум

есть, то число прямых слагаемых размерности один должно быть

больше двух), а коразмерность подпространства равна максимальной

размерности прямого слагаемого.

§2. Доказательство.

Для начала введем ряд обозначений и терминов.

Под ситуацией Sn(A1, . . . , An;V ) понимается прямая сумма
n
⊕

i=1

Ai,

где Ai – конечномерные векторные пространства, и V – подпростран-
ство в ней, пересекающееся только по нулю с каждым из Ai.
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Под матрицей M = (Mij)
n
i,j=1 = M(Sn(A1, . . . , An;V )), описываю-

щей Sn(A1, . . . , An;V ), понимается верхнетреугольная целочисленная
матрица, элементы которой задаются соотношениями

Mi,j =











0, j < i,

dimAi, j = i,

dim(Ai ⊕Aj) ∩ V, j > i.

Мы будем говорить, что верхнетреугольная целочисленная матрица
реализуема, если она описывает какую-либо ситуацию.

Под ситуацией общего положения понимается такая, в которой
подпространство V по отношению к прямым слагаемым Ai находится
в общем положении.

Под промежуточной матрицей общего положения понимается та-
кая верхнетреугольная целочисленная матрица M = (Mi,j)

n
i,j=1, эле-

менты которой удовлетворяют соотношениям Mi,i > 0, Mi,i > Mi,j ,
Mj,j > Mi,j , Mi,j = M1,2 − (M1,1 − Mi,i) − (M2,2 − Mj,j). Ясно, что
в этом случае все элементы такой матрицы определяются однозначно
теми, которые стоят на главной диагонали, и элементом M1,2.

Пусть M – верхнетреугольная целочисленная матрица. Под исправ-

лением C(M) матрицы M будет пониматься матрица N = (Ni,j)
n
i,j=1,

элементы которой определяются как Ni,j = max(0,Mi,j).

Лемма 1. Матрица M описывает ситуацию общего положения то-

гда и только тогда, когда существует такая промежуточная мат-

рица общего положения N , что M = C(N). Если в M есть хотя бы

один ненулевой внедиагональный элемент, то N единственна.

Доказательство. Очевидный факт из линейной алгебры. �

В дальнейшем будем обозначать ту промежуточную матрицу об-
щего положения, которая существует по предыдущей лемме, через ĎM

(если M – диагональная матрица, то положим ĎM = M).
Для дальнейшего нам понадобятся две конкретные серии матриц.
Обозначим P (k) = {1, . . . , k}. Следуя [3], будем писать

[утверждение L] =

{

0, L ложно,

1, L истинно.
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Пусть Q ⊂ P (n). Под UQ,n = (UQ,n
i,j )ni,j=1 понимается целочисленная

верхнетреугольная матрица, элементы которой заданы соотношения-
ми

U
Q,n
i,j =











0, j < i,

[i ∈ Q], j = i,

[i ∈ Q ∧ j ∈ Q], j > i.

Множество Q будем называть базовым для такой матрицы.
Пусть также ∅ 6= T ⊂ P (n), причем T ∩ Q = ∅. Под V T,Q,n =

(V T,Q,n
i,j )ni,j=1 понимается целочисленная верхнетреугольная матрица,

элементы которой заданы соотношениями

V
T,Q,n
i,j =











0, j < i,

2 ∗ [i ∈ T ] + [i ∈ Q], j = i,

2 ∗ [i ∈ T ∧ j ∈ T ] + [(i ∈ T ∧ j ∈ Q) ∨ (i ∈ Q ∧ j ∈ T )], j > i.

Лемма 2. UP (n),n = UP (n),n и, если T∪Q = P (n), то V T,Q,n = V T,Q,n.

Доказательство. Очевидно. �

Пусть σ – перестановка множества P (n). Результат применения этой
перестановки к верхнетреугольной матрице M = (Mi,j)

n
i,j=1 будет за-

даваться формулами

σM = (σMi,j)
n
i,j=1, σMi,j = Mmin(σ(i),σ(j)),max(σ(i),σ(j))

Лемма 3. Только что описанное преобразование матрицы линейно

зависит от нее для любой перестановки.

Доказательство. Очевидно. �

Лемма 4. Результат применения любой перестановки к любым

матрицам из серий U и V дает матрицу из той же серии.

Доказательство. Очевидно. �

Под главной перестановкой γ(M) матрицы M будем понимать лю-
бую такую перестановку, в результате которой элементы матрицы, сто-
ящие на главной диагонали, становятся упорядоченными по нестрого-
му убыванию.

Лемма 5. Любая верхнетреугольная матрица раскладывается в сум-

му матриц из серий U и V тогда и только тогда, когда то же утвер-

ждение справедливо для ее главной перестановки.
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Доказательство. Очевидное следствие двух предыдущих лемм (3
и 4). �

Лемма 6. Результат приписывания к верхнетреугольной матрице

M нулевого столбца справа и нулевой строки снизу является матри-

цей из серии U или V тогда и только тогда, когда исходная матрица

принадлежит к той же серии.

Доказательство. Очевидно. �

Лемма 7. Если матрица M является главной перестановкой мат-

рицы, описывающей ситуацию общего положения, то элементы ее

строк и столбцов, кроме диагонального элемента, нестрого убыва-

ют.

Доказательство. Очевидно. �

Лемма 8. Пусть M – главная перестановка матрицы, описываю-

щей ситуацию общего положения, причем Mn,n > 0, ∃k : n − 1 > k

> 1 ∧ ∀i : (k > i > 1 ⇒ Mi,n > 0) ∧ (i > k > 1 ⇒ Mi,n = 0). В этом

случае из M можно вычесть V {1,...,k},{k+1,...,n},n, и разность снова

будет главной перестановкой матрицы, описывающей ситуацию об-

щего положения.

Доказательство. Для краткости изложения обозначим вычитаемую
матрицу через N = V {1,...,k},{k+1,...,n},n. В силу леммы 1, для доказа-
тельства достаточно предъявить такую промежуточную матрицу об-
щего положения Y , что C(Y ) = M − N . В качестве такой матрицы
возьмем Y = ĎM −N .

Теперь нужно доказать следующее: 1) Y – промежуточная матрица
общего положения, 2) C(Y ) = M − N и 3) диагональные элементы
матрицы C(Y ) нестрого убывают.

Докажем сначала утверждение 3. Для этого докажем, что диаго-
нальные элементы Y нестрого убывают и неотрицательны. Нам нужно
проверить неравенства Yi,i > Yi+1,i+1 для 1 6 i < n и Yn,n > 0. По-
следнее неравенство верно, так как Yn,n = ĎMn,n − 1 и ĎMn,n > 1 в силу
условия леммы на матрицу M = C(ĎM). Для доказательства первого
рассмотрим случаи:

а) i < k, откуда Yi,i = ĎMi,i − 2 > ĎMi+1,i+1 − 2 = Yi+1,i+1;
б) i > k, откуда Yi,i = ĎMi,i − 1 > ĎMi+1,i+1 − 1 = Yi+1,i+1;
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в) i = k, откуда Yi,i = ĎMi,i − 2 > ĎMi+1,i+1 − 1 = Yi+1,i+1; в этой це-
почке среднее неравенство следует из того, что ĎMk,k > ĎMk+1,k+1, что,
в свою очередь, следует из ĎMk,n > ĎMk+1,n и линейной части условий
на промежуточную матрицу общего положения.

Теперь займемся утверждением 1. Очевидно, линейная часть усло-
вий на промежуточную матрицу общего положения выполнена. Оста-
ется доказать только неравенства. Неравенства Yi,i > 0 уже доказаны
в предыдущей части доказательства леммы. Таким образом, нужно
показать, что Yi,j 6 Yj,j (вообще говоря, нужно еще проверить, что
Yi,j 6 Yi,i, но это будет следовать из уже доказанного неравенства
Yi,i > Yj,j).

Рассмотрим следующие случаи:
а) 1 6 i < j 6 k. Нужное нам неравенство следует из аналогично-

го неравенства для ĎM и того факта, что оба сравниваемых элемента
матрицы Y меньше соответствующих элементов ĎM на 2.

б) 1 6 i 6 k < j. Аналогично предыдущему пункту, только не 2, а
1.

в) k < i < j. Для доказательства нужного нам неравенства пона-
добится соотношение ĎMi,j < ĎMj,j, которое доказывается “обратной”
индукцией по j: база при j = n, очевидно, следует из условий леммы
на матрицу M = C(ĎM ), а переход от j + 1 к j следует из линейной
части условий на ĎM как промежуточную матрицу общего положения.

Наконец, проверим утверждение 2 (C(Y ) = M − N). Это равен-
ство мы будем доказывать поэлементно. Здесь мы снова рассмотрим
несколько случаев, в зависимости от того, в какую часть матрицы по-
падает рассматриваемый элемент. Первые два случая касаются диаго-
нальных элементов, а последние три – лежащих выше диагонали.

а) i 6 k. Имеем C(Y )i,i = max(0, ĎMi,i − 2) = ĎMi,i − 2 = Mi,i −
Ni,i = (M − N)i,i. Здесь второе равенство следует из ĎMi,i > ĎMk,k >
ĎMk+1,k+1 > ĎMn,n > 0, что уже было доказано (утверждение 3).

б) i > k. Аналогично предыдущему пункту, только неравенство бу-
дет короче (ĎMi,i > ĎMn,n > 0).

в) i < j 6 k. Аналогично предыдущим пунктам, здесь нам нужно
проверить неравенство ĎMi,j > 2, которое следует из ĎMi,j > ĎMi,k >
ĎMi,k+1 > ĎMi,n > 0. Первое строгое неравенство в последней формуле
следует из ĎMk,k > ĎMk+1,k+1 и линейной части условий на ĎM .

г) 1 6 i 6 k < j. Аналогично предыдущему пункту, только неравен-
ство будет короче (ĎMi,j > ĎMi,n > 0).
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д) k < i < j. Имеем C(Y )i,j = max(0, ĎMi,j) = Mi,j = (M − N)i,j ,
поскольку в этом случае Ni,j = 0. �

Лемма 9. Пусть M – главная перестановка матрицы, описываю-

щей ситуацию общего положения, причем весь последний столбец

M состоит из положительных чисел. В этом случае из M можно

вычесть U{1,...,n},n, и разность снова будет главной перестановкой

матрицы, описывающей ситуацию общего положения.

Доказательство. И здесь в качестве Y возьмем M − U{1,...,n},n. Те
утверждения, которые надо проверить (как и в доказательстве преды-
дущей леммы), кроме, разве что, неравенства Mi,j > 0, являются оче-
видными следствиями того факта, что все интересующие нас элементы
U{1,...,n},n равны 1. Что же касается выписанного неравенства, то оно
следует из леммы 7. �

Лемма 10. Любая матрица, описывающая ситуацию общего поло-

жения, может быть представлена в виде суммы матриц из серий

U и V .

Доказательство. В силу леммы 5, достаточно доказать утверждение
для главной перестановки исходной матрицы. Последнее утверждение
мы докажем индукцией по порядку матрицы.

База индукции (утверждение для матрицы порядка 1) совершенно
очевидно.

Для доказательства справедливости индукционного перехода рас-
смотрим матрицу M порядка n – главную перестановку матрицы, опи-
сывающей ситуацию общего положения.

Возможен ряд случаев.
1) Последний столбец M состоит только из нулей. В этом случае,

результат следует из леммы 6 и индукционного предположения.
2) В противном случае докажем, что из M можно вычесть одну из

матриц серий U или V так, чтобы выполнялись следующие условия:
а) результат снова оказался бы главной перестановкой матрицы,

описывающей ситуацию общего положения, и
б) сумма чисел последнего столбца полученной матрицы была бы

строго меньше, чем у исходной матрицы M .
Для этого, опять же, рассмотрим ряд случаев.
1) Mn,n = 0. В этом случае, очевидно, весь последний столбец M

нулевой в силу тех неравенств, которым должна удовлетворять ĎM как



БАЗИС ГИЛЬБЕРТА КОНУСА, ПОРОЖДЕННОГО МАТРИЦАМИ 201

промежуточная матрица общего положения (ее положительные эле-
менты, очевидно, равны соответствующим элементам M , и наоборот).

2) Mn,n > 0 – единственный ненулевой элемент последнего столбца.

В этом случае, из M , очевидно, можно вычесть U{n},n.
3) Mn,n > 0, ∃k : n− 1 > k > 1 ∧ ∀i : (k > i > 1 ⇒ Mi,n > 0) ∧ (i > k

> 1 ⇒ Mi,n = 0). В этом случае, в силу леммы 8, из M можно вычесть

V {1,...,k},{k+1,...,n},n.
4) Весь последний столбец M состоит из положительных чисел. В

этом случае, в силу леммы 9, из M можно вычесть U{1,...,n},n. �

Лемма 11. Все матрицы серии U и те матрицы серии V , у которых

|Q| > 2, не могут быть разложены нетривиальным образом в суммы

других матриц из этих серий.

Доказательство. Для начала докажем утверждение леммы для мат-
риц из серии U . Предположим противное, т.е. что матрица из серии U

разложена нетривиальным образом в сумму матриц из серий U и V .
Первое, что мы можем утверждать, – что среди слагаемых нет матриц
серии V , поскольку все элементы всех таких матриц неотрицательны,
и среди элементов матриц серии U встречаются только 0 и 1, а среди
элементов матриц серии V обязательно есть двойки. Далее, аналогич-
но можно утверждать, что базовые множества слагаемых не пересека-
ются, и их объединение составляет базовое множество той матрицы,
которую мы разлагаем в сумму. Но тогда, взяв два элемента из базо-
вых множеств разных слагаемых, мы получим противоречие, потому
что в разлагаемой матрице элемент, опирающийся на них, равен 1, а
в любом из слагаемых он равен 0.

Теперь докажем это утверждение и для матрицы M = V T,Q,n из
серии V , у которой |Q| > 2. Предположим противное, т.е. допустим,
что

M =

l
∑

i=1

U
Qi,n
i +

k
∑

j=1

V
Tj ,Qj+l,n

j .

Множества Tj попарно не пересекаются, а также Tj не пересекается
с Qi+l, так как иначе в этой сумме на диагонали будут встречаться
числа, не меньшие трех. Если k > 2, то возьмем i ∈ T1 и j ∈ T2. В силу
только что сказанного, имеем

Mi,j = 2 6= 0 =
l

∑

p=1

(UQp,n
p )i,j +

k
∑

q=1

(V
Tq,Qq+l,n
q )i,j .
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Полученное противоречие доказывает, что k 6 1. Теперь предполо-
жим, что k = 1. Тогда рассмотрение элемента Mi,j, где i ∈ T1 и
j ∈ Qi ∩ Ql+1, как и в предыдущих рассуждениях, показывает, что
Qi ∩ Ql+1 = ∅ для всех 1 6 i 6 l. Аналогично, Qi ∩ Qj = ∅ для всех
1 6 i < j 6 l. Наконец, рассмотрение элемента Mi,j , где i ∈ T1 и j ∈ Qt,
для любого 1 6 t 6 l, показывает, что l = 0 и разложение M в сумму
тривиально.

Итак, k = 0. Очевидно, Qi не могут быть попарно непересекающи-
мися, поэтому пусть Q1 ∩ Q2 6= ∅. Однако тройки из этих множеств
пересекаться не могут; следовательно, остальные Qi не пересекают-
ся, иначе в строках матрицы M , индексы которых лежат в Q1 ∩ Q2,
стояли бы двойки вместо единиц в соответствующих строках разло-
жения в сумму. Отсюда следует, что l 6 2, |Q1\Q2| 6 1 и |Q2\Q1| 6 1
(для того, чтобы в этом убедиться, достаточно рассмотреть элемент
Mi,j, где i, j ∈ Q1\Q2 различны). В итоге, если |Q| > 2, то разложе-
ние может быть только тривиальным, а вот если |Q| 6 2, то возможно
разложение на два слагаемых из серии V . То, что других разложений
нет, мы показали только что, а то, что они действительно возможны,
показывает следующая лемма. �

Лемма 12.

UT,∅,n = 2V T,n, UT,{i},n = V T,n + V T∪{i},n,

UT,{i,j},n = V T∪{i},n + V T∪{j},n.

Доказательство. Очевидно. �

Доказательство теоремы. Теорема является очевидным следстви-
ем лемм 10, 11 и 12. �
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