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§1. Введение

Сплайны с натяжением часто используются в задачах формосохра-
няющей аппроксимации [1–3]. Известно [4, 5], что полиномиальные B-
сплайны степени p строятся в пространстве, натянутом на множество
функций {1, t, . . . , tp}. В системах автоматизированного проектирова-
ния рассматриваются пространства типа пространств B-сплайнов, на-
тянутые на множества, содержащие тригонометрические и гиперболи-
ческие функции. Такие сплайны активно изучались в работах [6,7]. С
их помощью получаются точные представления таких кривых, как ко-
нические сечения, винтовые линии, гиперболы, цепные линии и ряда
других кривых, используемых в практических приложениях.

Сплайны, полученные из аппроксимационных соотношений с ис-
пользованием полной цепочки векторов и порождающей вектор-функ-
ции ϕ, рассматривались в работах [8–12]. Если такие сплайны об-
ладают минимальным носителем, то они называются минимальны-

ми. Определенный способ выбора полной цепочки векторов позво-
лил рассмотреть минимальные сплайны, обладающие свойством мак-
симальной гладкости (Bϕ-сплайны), и установить единственность про-
странства таких сплайнов среди множества пространств минималь-
ных сплайнов (определяемых произвольным выбором упомянутой це-
почки векторов при заданной сетке и заданной порождающей вектор-
функции). Установление условий знакоопределенности координатных
сплайнов важно для практического применения в задачах геометриче-
ского моделирования, связанных с построением обобщенных NURBS
кривых для систем автоматизированного проектирования (см., напри-
мер, работы [13,14]), в задачах изогеометрического анализа – активно
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развивающегося вычислительного подхода, который предлагает воз-
можность непосредственного интегрирования конечно-элементного ана-
лиза в обычные средства проектирования, основанные на NURBS кри-
вых и их обобщениях (подробности см. в монографии [15]), а также в
задачах формосохраняющей аппроксимации [16].

Квадратичные полиномиальные B-сплайны являются частным слу-
чаем Bϕ-сплайнов, порожденных вектор-функцией ϕ(t) = (1, t, t2)T

(см. [17]). В данной работе изучаются квадратичные гиперболические
минимальные сплайны, порожденные вектор-функцией ϕ(t) = (1, sh t,
ch t)T . Установлено, что такие сплайны обладают свойством положи-
тельности на произвольной сетке в отличие от тригонометрических
сплайнов, порожденных вектор-функцией ϕ(t) = (1, sin t, cos t)T , кото-
рые положительны, если шаг сетки меньше π (см. [18]).

В работе рассматривается локальная схема аппроксимации сплайна-
ми, т.е. коэффициенты при базисных функциях задаются явно двой-
ственными функционалами типа де Бура–Фикса, которые являются
линейными комбинациями значений аппроксимируемой функции и ее
производных. В работе приводятся результаты численных эксперимен-
тов по приближению функций с помощью гиперболических сплайнов,
порожденных вектор-функцией ϕ(t) = (1, sh p t, ch q t)T , q > p > 0, ко-
торые показывают, что использование последних может приводить к
снижению ошибки аппроксимации за счет изменения параметров кон-
троля формы.

§2. Предварительные обозначения и некоторые

утверждения

Пусть Z – множество целых чисел, Z+
def
= {j | j > 0, j ∈ Z}, R1 –

множество вещественных чисел. Векторное (линейное) пространство
трехмерных вектор-столбцов обозначим через R

3, причем векторы в
нем будем отождествлять с одностолбцовыми матрицами и применять
к ним обычные матричные операции; в частности, для пары векторов
a,b ∈ R

3 выражение aTb представляет собой евклидово скалярное
произведение этих векторов. Квадратная матрица, столбцами которой
являются векторы a0, a1, a2 ∈ R

3 (в указанном порядке), обозначается
символом (a0, a1, a2), а выражение det(a0, a1, a2) обозначает ее опре-
делитель. Компоненты векторов обозначаются квадратными скобка-
ми и нумеруются целыми числами; например, a = ([a]0, [a]1, [a]2)T .
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Для любого S ∈ Z+ введем обозначение CS [a, b]
def
= {u | u(i) ∈ C[a, b],

i = 0, 1, . . . , S}, полагая C0[a, b]
def
= C[a, b]. Будем писать u ∈ CS [a, b],

если компоненты вектор-функции u ∈ R
3 непрерывно дифференциру-

емы S раз на отрезке [a, b].
На отрезке [a, b] ⊂ R

1 рассмотрим сетку X (с дополнительными
узлами вне отрезка [a, b], лежащими на некотором интервале (α, β) ⊃
[a, b]):

X : x−2 6 x−1 6 a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn

= b 6 xn+1 6 xn+2.
(1)

Введем обозначение Ji,k
def
= {i, i+ 1, . . . , k}, i, k ∈ Z, i < k. Упорядо-

ченное множество A
def
= {aj}j∈J−2,n−1

векторов aj ∈ R
3 будем называть

цепочкой векторов. Цепочка A называется полной цепочкой векторов,
если det(aj−2, aj−1, aj) 6= 0 для всех j ∈ J0,n−1.

Введем обозначение для объединения элементарных сеточных ин-

тервалов M
def
= ∪j∈J0,n−1

(xj , xj+1). Пусть X(M) – линейное простран-
ство вещественнозначных функций, заданных на множестве M. Пусть

Sj
def
= [xj , xj+3], j ∈ J−2,n−1.
Рассмотрим вектор-функцию ϕ : [a, b] 7→ R

3 с элементами из про-
странства C 2[a, b] и ненулевым вронскианом:

det(ϕ(t),ϕ′(t),ϕ′′(t)) 6= 0 ∀ t ∈ [a, b].

Пусть A – полная цепочка векторов. Предположим, что функции
ωj ∈ X(M), j ∈ J−2,n−1, удовлетворяют соотношениям

ak−2 ωk−2(t) + ak−1 ωk−1(t) + ak ωk(t) ≡ ϕ(t)
∀ t ∈ (xk, xk+1), ∀ k ∈ J0,n−1,

ωj(t) ≡ 0
∀ t ∈ M\Sj, ∀ j ∈ J−2,n−1.

(2)

Для всякого фиксированного t ∈ (xk, xk+1) и всех k ∈ J0,n−1 соот-
ношения (2) можно рассматривать как систему линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно неизвестных ωj(t). Ввиду полноты це-
почки векторов A, система (2) имеет единственное решение. Отсюда
также следует, что suppωj ⊂ Sj . Тогда по формулам Крамера имеем

ωj(t) =
det(aj−2, aj−1,ϕ(t))

det(aj−2, aj−1, aj)
, t ∈ (xj , xj+1), (3)
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ωj(t) =
det(aj−1,ϕ(t), aj+1)

det(aj−1, aj , aj+1)
, t ∈ (xj+1, xj+2), (4)

ωj(t) =
det(ϕ(t), aj+1, aj+2)

det(aj , aj+1, aj+2)
, t ∈ (xj+2, xj+3). (5)

Линейная оболочка функций ωj(t) называется пространством квад-

ратичных минимальных координатных (A,ϕ)-сплайнов, которое мы
будем обозначать через S(X,A,ϕ). Тождества (2) называются аппрок-

симационными соотношениями. Вектор-функция ϕ называется по-

рождающей.

Для вектор-функции ϕ ∈ C1[a, b] положим

ϕj

def
= ϕ(xj), ϕ

′
j

def
= ϕ

′(xj), j ∈ J−2,n+2.

Известно [17], что если aj = cjbj для каждого j ∈ J0,n−1, где cj –
произвольные ненулевые константы и bj – векторы, заданные форму-
лой

bj
def
= det(ϕj+2,ϕ

′
j+2,ϕ

′
j+1)ϕj+1 − det(ϕj+2,ϕ

′
j+2,ϕj+1)ϕ

′
j+1, (6)

то ωj ∈ C1[a, b] для каждого j ∈ J−2,n−1. Более того, если [ϕ(t)]0 ≡ 1

и cj
def
= 1/ det(ϕj+2,ϕ

′
j+2,ϕ

′
j+1), то

n−1∑

j=−2

ωj(t) ≡ 1 ∀ t ∈ [a, b].

В таком случае функции ωj(t) называются квадратичными нормали-

зованными минимальными координатными Bϕ-сплайнами.

Замечание 1. Можно показать, что bj = −(ϕj+1 × ϕ
′
j+1) × (ϕj+2 ×

ϕ
′
j+2), где через × обозначено векторное произведение в простран-

стве R
3.

Замечание 2. Заметим, что для ϕ(t)
def
= (1, t, t2)T функции ωj(t) сов-

падают с известными квадратичными полиномиальными B-сплайнами
(третьего порядка).
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§3. Квадратичные гиперболические сплайны

Пусть ϕ(t)
def
= (1, sh t, ch t)T . Тогда определитель Вронского

det(ϕ,ϕ′,ϕ′′)(t) = 1 отличен от нуля. Для вычисления aj мы опре-
делим векторы bj в соответствии с соотношением (6). Имеем

det(ϕj+2,ϕ
′
j+2,ϕ

′
j+1) =

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
shxj+2 chxj+2 chxj+1

chxj+2 shxj+2 shxj+1

∣∣∣∣∣∣
= sh(xj+1 − xj+2)

и

det(ϕj+2,ϕ
′
j+2,ϕj+1)=

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
shxj+2 chxj+2 shxj+1

chxj+2 shxj+2 chxj+1

∣∣∣∣∣∣
=2 sh2

(xj+2 − xj+1

2

)
.

Таким образом, получаем

bj = sh(xj+1 − xj+2)




1

shxj+1

chxj+1



− 2 sh2
(xj+2 − xj+1

2

)



0

chxj+1

shxj+1



 .

Упрощая выписанное выражение, имеем

bj = sh(xj+1 − xj+2)




1
sh

xj+2+xj+1

2

ch
xj+2−xj+1

2

ch
xj+2+xj+1

2

ch
xj+2−xj+1

2


 .

Полагая cj
def
= sh−1(xj+1 − xj+2) и пользуясь равенством aj = cj bj ,

представим векторы aj в следующем виде:

aj =

(
1,

sh
xj+2+xj+1

2

ch
xj+2−xj+1

2

,
ch

xj+2+xj+1

2

ch
xj+2−xj+1

2

)T

. (7)

Подставляя (7) в соотношения (3)–(5), получаем формулы для вы-
числения квадратичных гиперболических Bϕ-сплайнов, которые бу-

дем обозначать через ωhyp
j , причем suppωhyp

j = [xj , xj+3]:

ωhyp
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2 sh2
(

t−xj

2

)

sh
xj+1−xj

2 sh
xj+2−xj

2

, t ∈ [xj , xj+1), (8)
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ωhyp
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2

sh
xj+1−xj

2



sh2
(

t−xj

2

)

sh
xj+2−xj

2

−
sh

xj+3−xj

2 sh2
(

t−xj+1

2

)

sh
xj+3−xj+1

2 sh
xj+2−xj+1

2


 ,

t ∈ [xj+1, xj+2), (9)

ωhyp
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2 sh2
(

xj+3−t

2

)

sh
xj+3−xj+1

2 sh
xj+3−xj+2

2

, t ∈ [xj+2, xj+3). (10)

§4. Свойства квадратичных гиперболических

сплайнов

Как видно из равенств (8) и (10), функция ωhyp
j (t) положительна на

интервалах (xj , xj+1) и (xj+2, xj+3). Найдем первую и вторую произ-

водные функции ωhyp
j (t) на интервалах (xj , xj+1] и [xj+2, xj+3) и полу-

чим, что

d

dt
ωhyp
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2 sh(t− xj)

2 sh
xj+1−xj

2 sh
xj+2−xj

2

> 0, (11)

d2

dt2
ωhyp
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2 ch(t− xj)

2 sh
xj+1−xj

2 sh
xj+2−xj

2

> 0 (12)

для t ∈ (xj , xj+1], а также

d

dt
ωhyp
j (t) = −

ch
xj+2−xj+1

2 sh(xj+3 − t)

2 sh
xj+3−xj+1

2 sh
xj+3−xj+2

2

< 0, (13)

d2

dt2
ωhyp
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2 ch(t− xj+3)

2 sh
xj+3−xj+1

2 sh
xj+3−xj+2

2

> 0 (14)

для t ∈ [xj+2, xj+3).
Введем обозначения:

K1
def
= ch

xj+2 − xj+1

2
sh−1 xj+1 − xj

2
sh−1 xj+2 − xj

2
,

K2
def
= ch

xj+2 − xj+1

2
sh

xj+3 − xj

2
sh−1 xj+1 − xj

2

× sh−1 xj+3 − xj+1

2
sh−1 xj+2 − xj+1

2
.

Тогда из соотношения (9) мы получаем, что

ωhyp
j (t) = K1 sh

2
( t− xj

2

)
−K2 sh

2
( t− xj+1

2

)
, t ∈ [xj+1, xj+2).
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Рассмотрим функцию u(t)
def
= d

dt
ωhyp
j (t) на отрезке [xj+1, xj+2] :

u(t) = 1
2K1 sh(t− xj)−

1
2K2 sh(t− xj+1).

Легко видеть, что u(t) = u′′(t), поэтому функция u(t) является ре-
шением дифференциального уравнения u′′−u = 0, следовательно, u(t)
может быть представлена в виде

u(t) = C1e
t + C2e

−t, (15)

где константы C1 < 0 и C2 > 0 определяются из граничных условий

u(xj+1) =
d

dt
ωhyp
j (xj+1) > 0, u(xj+2) =

d

dt
ωhyp
j (xj+2) < 0,

если использовать соотношения (11) и (13) соответственно. Представ-
ление (15) показывает, что функция u(t) имеет единственный нуль на
отрезке [xj+1, xj+2] и

u′(t) = C1e
t − C2e

−t < 0. (16)

Теорема 1. Гиперболический сплайн ωhyp
j (t) положителен на интер-

вале t ∈ (xj , xj+3) для всякого j ∈ J−2,n−1. Функция ωhyp
j (t) является

монотонно возрастающей и выпуклой вниз на интервале (xj , xj+1),
выпуклой вверх на (xj+1, xj+2), монотонно убывающей и выпуклой

вниз на интервале (xj+2, xj+3).

Доказательство. Для крайних интервалов (xj , xj+1] и [xj+2, xj+3)
утверждение теоремы немедленно следует из соотношений (8) и (10)–

(14). Таким образом, ωhyp
j (xj+1) > 0 и ωhyp

j (xj+2) > 0. В соответствии

с соотношением (16), d2

dt2
ωhyp
j (t) < 0 на интервале (xj+1, xj+2), отку-

да следует, что функция ωhyp
j (t) положительна и выпукла вверх на

интервале (xj+1, xj+2). �

§5. Об аппроксимационных функционалах

Рассмотрим некоторое линейное пространство U над полем веще-
ственных чисел и сопряженное ему пространство U∗ линейных функ-
ционалов f над пространством U. Значение функционала f на элемен-
те u ∈ U обозначим через 〈f, u〉. Для функционала f ∈ (CS)∗ будем
писать supp f ⊂ [c, d], если значение 〈f, u〉 определяется значениями
функции u ∈ CS на интервале (c, d).

Будем говорить, что система функционалов {νi}i∈Z биортогональна

системе функций {wj}j∈Z, если 〈νi, wj〉 = δi,j для всех i, j ∈ Z, где
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δi,j – символ Кронекера. Функционалы νi называются двойственными

(биортогональными) функционалами к функциям wj .

Теорема 2. Система линейных функционалов

λ
〈r〉
k : suppλ

〈r〉
k ⊂ [xk+r , xk+r+1], k ∈ J−2,n−1, r ∈ {0, 1, 2},

биортогональна системе минимальных Bϕ-сплайнов {ωj′}j′∈J−2,n−1

для любого r ∈ {0, 1, 2} тогда и только тогда, когда выполняются

соотношения

〈λ
〈r〉
k ,ϕ〉 = ak ∀ k ∈ J−2,n−1. (17)

Доказательство. Действительно, при любом r ∈ {0, 1, 2} применение

функционала λ
〈r〉
k к аппроксимационным соотношениям (2) на интер-

вале (xk+r , xk+r+1) приводит к равенству

k+r∑

j′=k+r−2

aj′〈λ
〈r〉
k , ωj′〉 = 〈λ

〈r〉
k ,ϕ〉. (18)

Теперь из соотношения (17) следует биортогональность {λ
〈r〉
k } и {ωj′}.

Если соотношение (17) выполняется, то из представления (18) мы
получаем

k+r∑

j′=k+r−2

aj′ 〈λ
〈r〉
k , ωj′〉 = ak.

Поскольку цепочка векторов aj′ полная, единственность решения
указанных уравнений позволяет установить биортогональность для

всех j′ ∈ {k+ r−2, k+ r−1, k+ r}. Для остальных значений 〈λ
〈r〉
k , ωj′〉,

j′ ∈ J−2,n−1\{k+r−2, k+r−1, k+r} данный факт вытекает из распо-

ложения носителей функционала λ
〈r〉
k и функции ωj′ . Таким образом,

утверждение доказано. �

Замечание 3. Заметим, что функционалы λ
〈r〉
j на полиномиальной

порождающей вектор-функции ϕ(t) = (1, t, t2)T совпадают с двой-
ственными функционалами де Бура–Фикса [19]. В случае неполино-
миальной порождающей вектор-функции ϕ можно говорить о двой-
ственных функционалах типа де Бура–Фикса.

Рассмотрим интерполяционную задачу

〈λ
〈r〉
j , u〉 = vj ∀ j ∈ J−2,n−1, u ∈ S(X,A,ϕ), (19)

где {vj} – заданная последовательность чисел.
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Теорема 3. Для каждого фиксированного r ∈ {0, 1, 2} в простран-

стве S(X,A,ϕ) существует единственное решение интерполяцион-

ной задачи (19), которое задается формулой

ũr(t) =

n−1∑

j=−2

vj ωj(t).

Доказательство. Данное утверждение непосредственно вытекает из
теоремы 2. �

Пусть дана функция u ∈ C3[a, b]. Принимая во внимание располо-
жение носителя функции ωj для t ∈ (xk, xk+1), рассмотрим сплайн

ũr(t) =

k∑

j=k−2

〈λ
〈r〉
j , u〉ωj(t), t ∈ (xk, xk+1), (20)

где функционалы λ
〈r〉
j называются аппроксимационными функциона-

лами.

Теорема 4. Для каждого фиксированного r ∈ {0, 1, 2} аппроксима-

ция (20) обладает свойством точности на функциях u ∈ {[ϕ]i | i =
0, 1, 2}, т.е.

ũr ≡ u для u ∈ {[ϕ]i | i = 0, 1, 2}.

Доказательство. Согласно (17), аппроксимационные соотношения (2)
могут быть переписаны в виде

k∑

j=k−2

〈λ
〈r〉
j , [ϕ]i〉ωj(t) = [ϕ]i(t), i = 0, 1, 2,

откуда точность на функциях u ∈ {[ϕ]i | i = 0, 1, 2} следует непосред-
ственно. �
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§6. О реализациях аппроксимационных функционалов

Рассмотрим сплайны, определенные формулами (8)–(10), и линей-

ные функционалы λ
〈r〉
j , заданные следующим образом:

〈λ
〈0〉
j , u〉

def
= u(xj) +

sh
(

xj+2+xj+1

2 − xj

)

ch
xj+2−xj+1

2

u′(xj)

+



ch
(

xj+2+xj+1

2 − xj

)

ch
xj+2−xj+1

2

− 1


u′′(xj), u ∈ C2[a, b];

(21)

〈λ
〈1〉
j , u〉

def
= u(xj+1) + th

xj+2 − xj+1

2
u′(xj+1), u ∈ C1[a, b]; (22)

〈λ
〈2〉
j , u〉

def
= u(xj+2)− th

xj+2 − xj+1

2
u′(xj+2), u ∈ C1[a, b]. (23)

Метод построения аппроксимационных функционалов к минималь-
ным сплайнам в общем виде был рассмотрен в работе [20].

Теорема 5. Для каждого фиксированного r ∈ {0, 1, 2} система ли-

нейных функционалов {λ
〈r〉
j }j∈J−2,n−1

биортогональна системе функ-

ций {ωhyp
j′ }j′∈J−2,n−1

, т.е.

〈λ
〈r〉
j , ωhyp

j′ 〉 = δj,j′ . (24)

Доказательство. Доказательство этого факта основывается на при-
менении теоремы 2, а именно, для каждого фиксированного r∈{0, 1, 2}
проверяется равенство (17) для ϕ(t) = (1, sh t, ch t)T .

Так как [ϕ(t)]0 ≡ 1 и ее производные равны нулю, очевидно, что

〈λ
〈r〉
j , [ϕ]0〉 = 1 = [aj ]0 для всех r ∈ {0, 1, 2}.
Пусть r = 0. Поскольку гиперболические синус и косинус совпада-

ют со своими вторыми производными, для u(t) ≡ sh t или u(t) ≡ ch t
выражение (21) может быть упрощено:

〈λ
〈0〉
j , u〉 =

sh
(

xj+2+xj+1

2 − xj

)

ch
xj+2−xj+1

2

u′(xj) +
ch
(

xj+2+xj+1

2 − xj

)

ch
xj+2−xj+1

2

u′′(xj).
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Подставляя u(t) = [ϕ(t)]1 = sh t в полученное представление, мы
получаем

sh
(

xj+2+xj+1

2 − xj

)

ch
xj+2−xj+1

2

chxj +
ch
(

xj+2+xj+1

2 − xj

)

ch
xj+2−xj+1

2

shxj =
sh

xj+2+xj+1

2

ch
xj+2−xj+1

2

,

а для u(t) = [ϕ(t)]2 = ch t имеет место следующее равенство:

sh
(

xj+2+xj+1

2 − xj

)

ch
xj+2−xj+1

2

shxj +
ch
(

xj+2+xj+1

2 − xj

)

ch
xj+2−xj+1

2

chxj =
ch

xj+2+xj+1

2

ch
xj+2−xj+1

2

.

Справедливость выписанных равенств может быть установлена пу-
тем их умножения на знаменатель и применения к левым частям фор-
мул гиперболического синуса и косинуса суммы соответственно. Срав-
нение правых частей этих формул с представлением (7) позволяет

установить справедливость равенств 〈λ
〈0〉
j , [ϕ]1〉 = [aj ]1 и 〈λ

〈0〉
j , [ϕ]2〉 =

[aj ]2. Теперь, согласно теореме 2, утверждение доказано.
Для r = 1 имеем

〈λ
〈1〉
j , sh t〉 = shxj+1 + th

xj+2 − xj+1

2
chxj+1 =

sh
xj+2+xj+1

2

ch
xj+2−xj+1

2

= [aj ]1,

〈λ
〈1〉
j , ch t〉 = chxj+1 + th

xj+2 − xj+1

2
shxj+1 =

ch
xj+2+xj+1

2

ch
xj+2−xj+1

2

= [aj ]2.

Для r = 2 справедливость утверждения устанавливается аналогич-
но. �

§7. Численные примеры

В этом разделе приводятся результаты численных экспериментов
по аппроксимации функций с помощью квадратичных координатных
сплайнов в зависимости от реализаций аппроксимационных функцио-

налов λ
〈r〉
j и выбора порождающей вектор-функции ϕ.

Будем строить аппроксимацию на отрезке [0, 1] на равномерной сет-
ке xj = j/10, j = 0, . . . , 10, а ошибку приближения вычислять на сетке
в десять раз более мелкой, чем исходная. В качестве критерия ка-
чества построенной аппроксимации будем использовать оценку мак-
симума абсолютного значения отклонения полученного приближения,
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обозначаемого через uh, от значений исходной функции u в узлах сет-
ки, т.е.

E = max
t∈[0,1]

|uh(t)− u(t)|.

Рассмотрим аппроксимацию цепной линии, задаваемой уравнением
u(t) = a ch(t/a) с параметром a = 0.2. Будем использовать обозначение

ϕ
B(t)

def
= (1, t, t2)T для вектор-функции, порождающей полиномиаль-

ные B-сплайны, и ϕ
H(t)

def
= (1, sh t, ch t)T – для вектор-функции, по-

рождающей гиперболические сплайны ωhyp
j , определяемые формула-

ми (8)–(10). Ошибки аппроксимации для рассматриваемой функции u
в зависимости от выбора порождающей вектор-функции ϕ и функци-

оналов λ
〈r〉
j , r = 0, 1, 2, определяемых формулами (21)–(23), приведены

в табл. 1.

Таблица 1. Ошибки аппроксимации для
u(t) = a ch(t/a), a = 0.2.

ϕ(t) λ
〈0〉
j λ

〈1〉
j λ

〈2〉
j

ϕ
B 0.2577 0.0427 0.0705

ϕ
H 0.2475 0.0410 0.0676

Таким образом, использование гиперболической порождающей век-
тор-функцииϕ

H ведет к улучшению качества аппроксимации для каж-
дого из рассматриваемых функционалов. Наименьшей ошибки удается

добиться при использовании λ
〈1〉
j в обоих случаях.

Однако не всегда ошибка аппроксимации оказывается наименьшей

при использовании именно функционала λ
〈1〉
j . Например, при постро-

ении приближения для функции u(t) = arctan(10 t) получаются следу-
ющие значения ошибок (см. табл. 2).

Таблица 2. Ошибки аппроксимации для u(t) = arctan(10 t).

ϕ(t) λ
〈0〉
j λ

〈1〉
j λ

〈2〉
j

ϕ
B 0.3341 0.0245 0.0160

ϕ
H 0.3371 0.0249 0.0158
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Рис. 1. Графики сплайнов с ϕ
H
p,q, где p = 1 и q = 1

(точечная линия), q = 50 (пунктирная линия), q = 100
(точечно-пунктирная линия).

В данном случае, наиболее высокого качества аппроксимации уда-

лось добиться при использовании функционала λ
〈2〉
j .

§8. Численные эксперименты с параметрами контроля

формы

В этом разделе мы проиллюстрируем аппроксимацию минимальны-
ми гиперболическими сплайнами на данных типа экспоненциального
пограничного слоя [21].

Пусть ϕ
H
p,q(t)

def
= (1, sh p t, ch q t)T , где q > p > 0. В этом случае,

определитель Вронского

det(ϕ,ϕ′,ϕ′′)(t) = qp ((q − p) ch(q + p)t+ (q + p) ch(q − p)t)/2

отличен от нуля, а следовательно Bϕ-сплайны, порожденные вектор-
функцией ϕ

H
p,q, существуют.

На рис. 1 приведены графики Bϕ-сплайнов с порождающей вектор-
функцией ϕ

H
p,q с параметрами p = 1 и q = 1 (точечная линия), q = 50

(пунктирная линия), q = 100 (точечно-пунктирная линия).



192 Е. К. КУЛИКОВ, А. А. МАКАРОВ

Рассмотрим аппроксимацию функции

u(t) = 1−
e100t − 1

e100 − 1
, t ∈ [0, 1],

на равномерной сетке xj = j/10, j = 0, . . . , 10.
Ошибки аппроксимации для рассматриваемой функции u в зави-

симости от выбора параметров p и q порождающей вектор-функции

ϕ
H
p,q и функционалов λ

〈r〉
j , r = 1, 2, определяемых формулами (22)–

(23), приведены в табл. 3.

Таблица 3. Ошибки аппроксимации данных типа экс-
поненциального пограничного слоя, p = 1.

ϕ
H
p,q λ

〈1〉
j λ

〈2〉
j

q = 1 0.5046 2.5689
q = 50 0.2255 0.5170
q = 75 0.1026 0.1918
q = 90 0.0383 0.0658
q = 95 0.0187 0.0314
q = 100 ≈ 0 ≈ 0

На рис. 2 приведены графики аппроксимации рассматриваемой функ-
ции u в зависимости от выбора параметров p и q порождающей вектор-

функции ϕ
H
p,q и функционалов λ

〈r〉
j , r = 1, 2, определяемых формулами

(22)–(23).
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