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§1. Введение

В 1937 г. польский математик С. Качмаж опубликовал в [1] итера-
ционный метод решения систем линейных алгебраических уранений
(СЛАУ), имеющий уникальную общность и изящную геометрическую
интерпретацию. Каждое из уравнений системы

(Au)i ≡
N∑

j=1

ai,juj = fi, i = 1, 2, . . . , N, (1)

может ассоциироваться с гиперплоскостью в N -мерном пространстве
RN . Для произвольного начального приближения u0, представляю-
щего собой радиус-вектор некоторой точки в RN , определяем орто-
гональную проекцию u1

1 = P1(u
0) на первую гиперплоскость, где P1

есть соответствующий оператор проектирования. Далее проецируем
полученную точку на вторую гиперплоскость и находим u1

2 = P2(u
1
1).

Продолжая этот процесс до конца, вычисляем значения

u1
i = Pi(u

1
i−1), i = 2, . . . , N, (2)

а полученный вектор u1 = (u1
1, . . . , u

1
N)T называем первым итерацион-

ным приближением алгоритма Кaчмажа, который можно записать в
виде

un+1
i = P1(u

n), un+1
i = Pi(u

n
i−1), i = 2, . . . , N,

un+1 = (un+1
1 , un+1

2 , . . . , un+1
N ), n = 0, 1, . . . .

(3)

Если СЛАУ (1) имеет единственное решение, то все соответствующие
гиперплоскости пересекаются в одной точке u, и именно к ней очевид-
ным образом сходится последовательность точек un+1

i .

Ключевые слова: несимметричные разреженные матрицы, весовые методы
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В 1938 г. итальянский математик Дж. Чиммино в работе [2] пред-
ложил итерационный алгоритм, также основанный на ортогональном
проектировании на гиперплоскости, но только не последовательно, а
одновременным образом. То есть, проецируя точку u0 на все гипер-
плоскости, новые приближение находим с помощью усреднения всех
значений u1

i = Pi(u
0). В итоге метод Чиммино определяется следую-

щим образом:

un+1 =
1

N

N∑

i=1

Pi(u
n), i = 0, 1, . . . . (4)

Долгие годы проекционные методы Качмажа и Чиммино остава-
лись малозамеченными в профессиональной литературе по вычисли-
тельной математике, особенно в монографиях и учебниках (одним из
исключений является их краткое изложение в [3], отметим также, что
сама работа [1] была повторно опубликована на английском языке
в 1993 г.). В 1985 г. В. Хакбушем в книге [4] было показано, что ал-
горитм Качмажа совпадает с итерационным методом Зейделя, приме-
ненным к уравнению, получаемому из системы (1) с помощью левой
трансформации Гаусса, т.е. умножения слева на транспонированную
матрицу T :

ATAu = AT f. (5)

Отсюда следует, что скорость сходимости итераций метода Качмажа
даже меньше, чем в “медленном” алгоритме Зейделя, поскольку чис-
ло обусловленности СЛАУ (5) квадратичным образом ухудшается, в
сравнении с исходной системой (1).

Если алгоритмы Качмажа и Зейделя относятся к классу итераци-
онных методов последовательных смещений [3], то алгоритм Чиммино
можно сопоставить с методом одновременных смещений Якоби, в кото-
ром все компоненты нового приближения un+1 явно зависят только от
компонент вектора предыдущей итерации un. С одной стороны, мето-
ды одновременных смещений, как правило, медленней соответствую-
щих методов последовательных смещений, однако они (первая группа)
обладают преимуществом естественного паралелизма при реализации
на многопроцессорных вычислительных системах (МВС).

Что касается метода Качмажа, то несколько направлений его раз-
вития были предложены в [5]: введение оптимизирующего парамет-
ра ω по аналогии с переходом от алгоритма Зейделя к методу иссле-
довательной верхней релаксации (SОR − Sucсessive Over Relaxation),
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переход к альтернирующему варианту с обратным симметризирую-
щим ходом итерации (аналогия с SSOR − Symmetric Successive Over
Relaxation), а также вариационное ускорение получаемого итерацион-
ного процесса в подпространствах Крылова. Очевидно, что последний
подход можно применить и для ускорения метода Чиммино.

Отметим еще, что методы Качмажа и Чиммино легко обобщаются
на блочный случай, когда матрица А представляется в виде совокуп-
ности m блочных строк

Aq ∈ RNq,N , q = 1, . . . ,m, N1 + · · ·+Nm = N,

причем количество матричных строк Nq в каждом блоке может быть
разное. Для простоты далее мы будем считать блоки одинаковыми, т.е.
Nq = M = N/m. Естественно, для записи блочных вариантов данных
методов в формулах (2)–(4) достаточно заменить индексы i, N на q,M
соответственно.

Идея построения ортогональных или косоугольных проекций ле-
жит в основе построения многих методов решения симметричных или
несимметричных СЛАУ. К ним относятся различные итерационные
процессы в подпространствах Крылова, см. [6,7], зачастую связанные
с вариационными свойствами функционалов, а также алгоритмы де-
фляции, агрегации, грубосеточной коррекции и некоторые другие, ко-
торые фактически базируются на малоранговых аппроксимациях мат-
риц, замечательные и перспективные свойства которых представлены
в [8, 9].

Отметим, что вследствие проекционных особенностей алгоритмов
типа Качмажа и Чиммино, они иногда называются методами “строко-
вых проекций” или “строкового действия” (Row Action), а также ме-
тодами проективной агрегации (РАМ, Projected Aggregation Method),
см. обзоры в [10,11].

Целью данной работы является конструирование и исследование
весовых алгоритмов Чиммино для решения симметричных и несим-
метричных СЛАУ на основе минимизации невязки, чему посвящен §2.
В следующем параграфе проводится развитие предложенных подхо-
дов как предобусловленных итерационных алгоритмов в подпростран-
ствах Крылова. §4 посвящени методам ускорения полученных итера-
ционных процессов, а в заключении обсуждаются полученные резуль-
таты и перспективы дальнейших исследований в данных направлени-
ях. Все рассмотрения проводятся для простоты на примере систем с
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вещественными квадратными матрицами, хотя они могут быть пере-
несены и на комплексные СЛАУ с прямоугольными матрицами.

§2. Весовые алгоритмы Чиммино

Исходную систему уравнений (1) перепишем в следующем блочном
виде:

Aqu = fq, q = 1, . . . ,m, fq ∈ RNq , u ∈ RN , (6)

где предполагается, что m ≪ N , а fq суть подвекторы полного век-
торs правой части f = (fT

1 , . . . , fT
m)T . Рассмотрим векторы ûq ∈ RN

как возможные решения m недоопределенных и невзаимосвязанных
систем

Aqûq = fq, q = 1, . . . ,m. (7)

Векторы ûq будем искать в виде

û0
q = u0 +Aqǔ

0
q, ǔ0

q ∈ RNq , q = 1, . . . ,m, (8)

где u0− некоторый призвольный вектор. Подставляя представление (8)
в СЛАУ (7) (фактически при этом осуществляется правая трансфор-
мация Гаусса), для определения “маленьких” векторов ǔ0

q получаем
симметричную положительно полуопределенную систему

Bqǔ
0
q = r0q , Bq = AqA

T
q ∈ RNq , r0q = fq −Aqu

0, (9)

решение которой с помощью обобщенной обратной матрицы B+
q запи-

сываем в виде

ǔ0
q = B+

q r
0
q , q = 1, . . . ,m. (10)

Отметим, что если прямоугольная матрица Aq имеет полный ранг, то
матрица B+

q является невырожденной и Bq = B−1
q . В противном слу-

чае обобщенную обратную матрицу можно вычислять, например, с ис-
пользованием формулы Гревилля [12]. C помощью (8), (10) “большие”
векторы ûq записываются как

û0
q = u0 +AT

q B
+
q r0q = u0 +AT

q (AqA
T
q )

+r0q . (11)

Отметим, что q-й блочный подвектор невязки, соответствующий век-
тору û0

q из (11), равен нулю, так как

r̂0q = (f −Au0
q −Au0

q)q = r0q −AqA
T
q (AqA

T
q )

+r0q = 0.
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Построим теперь итерационный процесс для решения СЛАУ (6), ис-
пользуя произвольный вектор u0 ∈ RN в качестве начального прибли-
жения. Определим первое итерационное приближение u1 в следующей
форме:

u1 = u0 + c01û
0
1 + · · ·+ c0mû0

m = u0 + V0c
0,

c0 = (c01, . . . , c
0
m)T ∈ Rm, V0 = (û0

1, . . . , û
0
m) ∈ RN,m.

(12)

Неизвестные коэффициенты c0q в (12) будем определять из условия

минимума невязки r1, соответствующей вектору u1:

r1 = f −Au1 = r0 −W0c
0, W0 = AV0 ∈ RN,m.

Полагая формально в (13) r1 = 0, получаем для вектора c0 пере-
определенную систему уравнений

W0c
0 = r0, (13)

для построения обобщенного решения которой можно применить, на-
пример, сингулярное разложение (SVD) или QR-алгоритм [7]. Мы бу-
дем искать обобщенное нормальное решение СЛАУ (13), имеющее наи-
меньшую норму и минимизирующее норму невязки r1, применяя ле-
вую трансформацию Гаусса:

WT
0 W0c

0 = WT r0, c0 = (WT
0 W0)

+WT
0 r0. (14)

Отсюда на первой итерации находим векторы

u1 = u0 + V0(W
T
0 W0)

+WT
0 r0,

r1 = T0r
0, T0 = I − P0, P0 = W0(W

T
0 W0)

+WT
0 ,

(15)

где P0 и T0 являются операторами ортогонального проектирования в
силу легко проверяющих соотношений

P0 = PT
0 = P 2

0 , T0 = T T
0 = T 2

0 .

Таким образом, формулы (15) oпределяют итерационный процесс

r0 = f −Au0, rn+1 = Tnr
n, Tn = I − Pn,

Pn = Wn(WnWn)
+WT

n , un+1 = un + Vn(W
T
n Wn)

+WT
n rn,

(16)

который обладает следующими свойствами ортогональности:

Wnr
n+1 = 0, n = 0, . . . , Wn = AVn, Vn = (ûn

1 , . . . , û
n
m)T , (17)

где ûn
q ∈ RN , а матрицы ортогонального проектирования Pn, Tn пред-

ставляются по аналогичным (11) и (15) формулам соответственно при
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замене в них индекса “0” на “n”. Итерационная формула из (16) может
быть переписана следующим образом:

un+1 = un −B(1)
n A(f −Aun), B(1)

n = Vn(V
T
n ATAVn)

+V T
n , (18)

откуда видно, что это есть алгоритм с динамически меняющимися

предобуславливающими матрицами B
(1)
n , примененный к уравнению,

получаемому из исходного путем левой трансформации Гаусса. Оче-
видно, что последний факт приводит к квадратичному возрастанию
числа обусловленных СЛАУ. Во избежании этого эффекта можно рас-
смотреть другой алгоритм построения обобщенного решения переопре-
деленной системы (1) для вектора коэффициентов c0. А именно, мы
умножим обе части данного равенства на матрицу V T

0 (вместо WT
0 ), в

результате чего получим уравнение

V T
0 AV0c

0 = V T
0 r0. (19)

Отсюда мы имеем решение

c0 = (V T
0 AV0)

+V T
0 r0, (20)

а вместо (15) приходим к соотношениям

u1 = u0 +B
(2)
0 r0, B

(2)
0 = V0(V

T
0 AV0)

+V T
0 . (21)

Здесь B
(2)
0 − отличная от B

(1)
0 предобуславливающая матрица, которая

фактически является малоранговым приближением к матрице, являю-
щейся обратной (или обобщенно обратной) к A. Она будет симметрич-
ной, если только таким свойством обладает матрица исходной СЛАУ.

Если прямоугольная матрица V0 ∈ RN,m имеет ранг m, то B
(2)
0 явля-

ется вырожденной или невырожденной одновременно с матрицей A.

Отметим при этом, что матрицы B
(1)
n из (18) суть малоранговые

приближения (по соответствующим базисам Vn) к матрице (ATA)+.
Таким образом, при определении вектора c0 в соответствии с (21) вме-
сто (16) мы получаем итерационный процесс

r0 = f −Au0, rn+1 = T (2)
n rn, T (2)

n = I − P (2)
n , P (2)

n = AB(2)
n ,

un+1 = un +B(2)
n rn, B(2)

n = Vn(V
T
n AVn)

+V T
n .

(22)

Нетрудно понять, что здесь матрицы P
(2)
n , T

(2)
n являются проекто-

рами, как и Pn, Tn из (16), однако свойство симметричности у них
имеется, только если им обладает матрица A. В данном случае, век-
торы невязки обладают также и свойством ортогональности (17).
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§3. Методы типа Чиммино в подпространствах

Крылова

На основе проекционных алгоритмов (16) или (22) могут быть по-
строены различные мульти-предобусловленные итерационные методы
в подпространствах Крылова, обладающие определенными вариацион-
ными свойствами. Мы представим их в единообразной форме с предо-

буславливающими матрицами Bn, которые принимают вид B
(1)
n , или

B
(2)
n , или какой-то другой в каждом конкретном случае соответствен-

но. Предполагая для общности матрицы A и Bn,l несимметричными,
приведем формулы динамических мульти-предобусловленных методов
полусопряженных направлений (MPSCD), см. [13], которые по скоро-
сти сходимости итераций эквивалентны “гибкому” обобщенному мето-
ду минимальных невязок FGMRES [6]:

r0 = f −Au0, n = 0, 1, · · · : un+1 = un + Pnᾱn,

rn+1 = rn −APnᾱn = rq −APqᾱq − · · · −APnᾱn, 0 6 q 6 n,

Pn = (pn1 . . . p
n
Mn

) ∈ RN,Mn , ᾱn = (αn,1 . . . αn,Mn
)T ∈ RMn ,

(Apnk , A
γpn

′

k′ ) = ρ
(γ)
n,kδ

k,k′

n,n′ , ρ
(γ)
n,k = (Apnk , A

γpnk ),

γ = 0, 1; n′ = 0, 1, . . . , n− 1; k, k′ = 1, 2, . . . ,Mn.

(23)

Здесь Pn суть “направляющие” матрицы, состоящие из Mn столбцов
− направляющих векторов, количество которых может меняться на
различных итерациях. Векторы ᾱn ∈ RMn являются обобщениями
соответствующих скалярных коэффициентов для предобусловленных
методов полусопряженных направлений (при Mn = 1 для всех n ), а ве-
личины γ = 0, 1 относятся к алгоритмам полусопряженных градиентов
и полусопряженных невязок соответственно. Мульти-предобусловлен-
ные направляющие векторы по условиям ортогональности из (23) опре-
деляются в общем случае из “длинных” рекурсий

p0l = B−1
0,l r

0, pn+1
l = B−1

n+1,lr
n+1 −

n∑

k=0

Mk∑

l=1

β
(γ)
n,k,lp

k
l , n = 0, 1, . . . ;

Bn,l ∈ RN,N , l = 1, . . . ,Mn; γ = 0, 1,

β̄
(γ)
n,k = {β

(γ)
n,k,l} = (β

(γ)
n,k,1 . . . β

(γ)
n,k,Mn

)T ∈ RMn .

(24)
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При этом имеют место следующие соотношения для коэффициентов
рекурретных выражений (24), а также для функционалов невязки при
q = 0, . . . , n:

β
(γ)
n,k,l = −(Aγpkl , AB

−1
n+1,lr

n+1)/ρ
(γ)
n,l , n = 0, 1, . . . ;

k = 0, . . . , n; l = 1, . . . ,Mn.

Φ(γ)
n (rn+1) ≡ (rn+1, rn+1) = (rq, rq)−

n∑

k=q

Mn∑

l=1

(rq , Aγpkl )
2/ρ

(γ)
k,l .

(25)

Заметим, что если γ = 1 или A = AT , то формулы (23), (24) обес-
печивают минимум функционала Φγ

n(r
n) в блочном подпространстве

Крылова размерности M = M0 + · · ·+Mn, см. [13]:

KM (r0, A) = Span{B−1
0,1r

0, . . . , B−1
0,M0

r0, . . . ,

AB−1
1,1r

0, . . . , AB−1
1,M1

r0, . . . , AB−1
n,1r

0, . . . , AB−1
n,Mn

r0}. (26)

Отметим, что если матрица A симметричная, то формулы (24) дают

короткие рекурсии для направляющих векторов (β
(γ)
n,k,l = 0 при k < n),

а для MPSCD мы получаем мульти-предобусловленные методы сопря-
женных градиентов или сопряженных невязок (для γ = 0 или γ = 1
соответственно).

Если же A 6= AT , то наиболее целесообразным, по-видимому, яв-
ляется применение мульти-предобусловленного метода полусопряжен-
ных невязок MPSCR (Multi-Preconditioned Semi-Conjugate Residual).
В этом случае при решении плохо обусловленных несимметричных
СЛАУ, связанным с большим количеством итераций из-за ресурсо-
ёмкости длинных рекурсий (главным образом вследствие увеличения
объема используемой памяти), их приходится принудительно укора-
чивать, что делается путем или введения так называемой процедуры
рестарта, или ограничения количества ортогонализируемых направ-
ляющих векторов (или матриц − при мульти-предобуславливании),
или использования обоих подходов одновременно. Во всех этих слу-
чаях скорость сходимости итераций падает, иногда очень сильно, что
является неизбежныой платой за экономию памяти.

Для борьбы с данным эффектом мы рассмотрим применение ме-
тода наименьших квадратов (МНК, [14]), ограничиваясь при этом ис-
пользованием рестартов “в чистом виде”. Предположим для простоты,
что рестарты повторяются периодически через одинаковое количество
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итераций m. Это означает, что на каждой итерации с номером

nt = mt, t = 0, 1, . . . ,

вектор невязки вычисляется не из рекуррентных соотношений (13), а
из исходного уравнения, т.е.

rnt = f −Aunt , (27)

после чего рекурсии опять используются обычным образом. Более точ-
но такой итерационный процесс удобно описать в двухиндексных обо-
значениях соответствующих номеров последовательных приближен-
ных векторов

unt = ut,0, un = ut,k, k = n− nt, n ∈ [nt, nt+1].

При этом связь между соседними рестартовыми приближениями мож-
но формально установить посредством соответствующих операторов
перехода, или матриц и векторов:

unt+1 = Btu
nt + gt, (28)

где конкрентный вид Bt и gt можно выразить с помощью формулы и
применяемого итерационного метода.

§4. Методы внутреннего и внешнего ускорения

Пусть нам уже известны значения “рестартовых” приближений un0 ,
un1 , . . . , unt , n0 = 0. Для коррекции последнего итерационного прибли-
жения сформируем линейную комбинацию векторов

ûnt = unt + b1v1 + · · ·+ btvt = unt + Vtb̄, b̄ = (b1, . . . , bt)
T ,

Vt = {vk = unk − unk−1 ; k = 1, . . . , t} ∈ RN,t,
(29)

коэффициенты bn которoй будем находить из обобщенного решения пе-
реопределенной системы, получаемой после умножения уравнений (29)
на исходную матрицу A:

Wtb̄ = rnt = f −Aunt , Wt = AVt. (30)

Как и в формулах (14)–(20) для весовых методов Чиммино, здесь
есть несколько путей для решения СЛАУ (30): использование разложе-
ния SVD или QR для матрицы Wt, нахождение обобщенной обратной
матрицы W+

t по формулам Гревилля, вычисление нормального реше-
ния методом маименьших квадратов, или применения “облегченного”
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(по числу обусловленности) преобразования путем сведения к квад-
ратной системе

V T
t AVtb̄ = V T

t rnt . (31)

Во всех этих случаях после нахождения вектора ~b и проведения кор-
рекции итерационного приближения по формуле (29) следующий “ре-
старт” начинается с вычисления невязки

rnt+1 = f −Aunt+1, unt+1 = ûnt . (32)

Нетрудно заметить, что поскольку векторы unt в (28) вычисляются
последовательно, то вместо рассмотренного подхода с хранением всех
рестартовых приближений для их оптимизации можно применить дру-
гой алгоритм, который фактически явдяется в некотором смысле обоб-
щением метода полусопряженных невязок [17]. Мы его рассмотрим
как частный случай формул (23)–(24) для γ = 1 и Mn = 1 т.е. без
мульти-предобуславливания. Если векторы unt и rnt известны, то на-
чало следующего “рестарта” определяем по “стандартным” формулам
для крыловских процессов:

unt+1 = unt + αtp
t = u0 + α0p

0 + · · ·+ αtp
t,

rnt+1 = rnt + αtAp
t = r0 − α0Ap

0 − · · · − αtAp
t,

(33)

где αt, p
t суть некоторые коэффициенты и направляющие векторы

(обычно полагается p0 = r0). Соотношения (33) обладают тем заме-
чательным свойством, что если векторы pt удовлетворяют условиям
ортогональности

(Apk, Apt) = ρtδk,t, ρt = (Apt, Apt), (34)

где δk,t есть символ Кронекера, то формулы (33) обеспечивают для
любого значения t минимум нормы невязки rnt+1, если только коэф-
фициенты αt определяются соотношениями

αt = σt/ρt, σt = (Arnt , rnt). (35)

В свою очередь, направляющие “рестартовые” векторы будут обладать
свойствами (34), если их вычислять с помощью длиннных рекурсий

pt+1 = rnt+1 −
t∑

k=0

βt,kp
k, βt,k = (Apk, Arnt+1)/ρt, (36)
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которые фактически представляют собой реализацию процесса орто-
гонализации Грама–Шмидта. Отметим, что для обеспечения устойчи-
вости вычислений при решении плохо обусловленных матриц формулы
для βt,k в (36) следует видоизменить, перейдя к модифицированному
методу Грама–Шмидта (MGS, см. [17] и цитируемую там литературу).

Поскольку сами рестартовые приближения unt связаны между со-
бой соотношением (28), реализующим m “межрестартовых” внутрен-
них итераций, то формулы (33)–(36) можно рассматиривать как внеш-
ний итерационный процесс общего двухуровнего метода в подпрост-
ранстве Крылова с “псевдополиномиальным” предобуславливанием,
поскольку оператор Bt включает в общем случае предобуславливате-
ли Bn,l из (24).

Рассмотрим теперь возможности ускорения описанных блочных
итерационных методов крыловского типа на основе дефляционного
подхода, предложенного в 1987 году Р. А. Николайдесом [16], а впо-
следствие развиваемого многими авторами, см. обзор в [17]. В дан-
ном случае, помимо традиционных вариационных и/или ортогональ-
ных свойств вычислительных последовательных приближений, на них
накладываются дополнительные условия ортогональности специально
вводимому m-мерному фиксированному дефляционному подпростра-
нству, ассоциированному с прямоугольной матрицей

V = (v1 . . . vm) ∈ RN,m. (37)

Мы обсудим предварительно использование метода дефляции в при-
менении к алгоритму сопряженных невязок для решения СЛАУ с сим-
метричной матрицей A. Во-первых, здесь существует подход к опти-
мизации, в определенном смысле, вектора начального итерационного
приближения u0. Пусть задан произвольный вектор u−1, тогда опре-
делим векторы

u0 = u−1 + V c, r0 = r−1 −AV c. (38)

Вектор неизвестных коэффициентов c = (c1, . . . , cm)T в (38) будем
определять (полагая формально r0 = 0) из решения переопределен-
ной системы

Wc = AV c = r−1. (39)

Применяя к (39) метод наименьших квадратов (МНК), находим нор-
мальное решение

c = (WTW )+WT r−1, (40)
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обеспечивающее минимальную норму вектора невязки:

r0 = T0r
−1, T0 = I −W (WTW )−1WT ,

(r0, r0) = (r−1, r−1)− (W (WTW )−1WT r−1, r−1)

= (WTWz, z)− ((WTW )−1z, z), z = WT r−1,

(41)

где матрица T0 является симметричным (ортогональным) проекто-
ром, обладающим следующими свойствами:

T0 = T T
0 = T 2

0 , WTT0 = T0W = 0,

то есть пространство Span(W ) принадлежит его ядру N (T0). Опреде-
ляя далее начальный вектор направлений в форме

p0 = r0−V (WTW )−1WTAr0 = Br0, B = I−V (WTW )−1WTA, (42)

для векторов r0 и p0 получаем дефляционные условия ортогонально-
сти

WT r0 = 0, WTAp0 = 0. (43)

При этом введенная матрица B обладает следующими легко проверя-
емыми ортогональными свойствами:

WTAB = 0, BV = 0.

Дальнейшие итерации получаемого дефляционного алгоритма DCR
(Deflated Conjugate Residual) осуществляются по “стандартным” фор-
мулам метода сопряженных невязок с предобуславливающей матри-
цей, роль которой в данном случае играет B из (42):

un+1 = un + αnp
n, αn = σn/ρn, ρn = (Apn, Apn),

rn+1 = rn − αnAp
n, σn = (ABrn, rn),

pn+1 = Brn+1 + βnp
n, βn = σn+1/σn.

(44)

При этом на каждой итерации обеспечивается минимум нормы не-
вязки ||rn|| в предобусловленном подпространстве Крылова

Kn(A, r0, B) = Span(r0, ABr0, . . . , (AB)n−1r0), (45)

а вычисляемые векторы удовлетворяют условиям ортогональности

(ABrk, rn) = σnδk,n,

(Apk, Apn) = ρnδk,n, k = 0, 1, . . . , n− 1,

WT rn = 0, WTApn = 0, n = 0, 1, . . . .

(46)
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Здесь оказываются справедливы следующие соотношения для фун-
кционалов:

(rn+1, rn+1) 6 (rn, rn)−
(ABrn, rn)2

(Apn, Apn)

6 (rk, rk)−
(ABrk , rk)2

(Apk, Apk)
− · · · −

(ABrn, rn)2

(Apn, Apn)
, k = 0, 1 , .., n.

(47)

Отметим, что введенная предобуславливающая матрица B являет-
ся вырожденной, поскольку BW = 0, однако соотношения (43) и
(46) обеспечивают ортогональность всех векторов невязок ядру мат-
рицы Ā = AB, N (Ā) = Span(W ), что обеспечивает сходимость итера-
ционного процесса (41)–(44).

Приведенные формулы для метода DCR могут быть видоизменены
и одновременно упрощены с учетом специальных свойств предобуслав-
ливающей матрицы B:

B2 = B, AB = BTA = BTAB, (48)

аналогично тому, как это было сделано в алгоритме DCG. А имен-
но, определяемый формулами (44) в предобусловленных крыловских
подпространствах (45) вектор невязки представим в виде

rn+1 = Pn(AB)rn = Pn(B
TAB), (49)

где Pn обозначает матричный многочлен степени n. Отсюда следует,
что данный итерационный процесс можно представить в следующей
экономичной форме:

p0 = Br0, αn = σn/ρn, q0 = p0, s0 = Ap0,

un+1 = un + αnp
n, ρn = (sn, sn),

rn+1 = rn − αnAp
n, σn = (Aqn, rn), qn = Brn,

pn+1 = qn+1 + βnp
n, βn = σn+1/σn,

sn+1 ≡ Apn+1 = Aqn+1 + βns
n,

(50)

где начальная невязка r0 определяется из (42). Выполнение формул
(50) требует на каждой итерации по одному умножению векторов qn

и rn на матрицы A и B соответственно.
Рассмотрим теперь формальную модификацию описанного выше

метода, которую назовем дефляционным алгоритмом сопряженных
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направлений DCD (Deflated Conjugate Direction). Пусть даны два раз-
личных семейства векторов vk и wk, являющихся столбцами матриц

V = (v1 . . . vmv
) ∈ RN,mv , W = (w1 . . . wmw

) ∈ RN,mw . (51)

При этом введенная матрица W в (51) является обобщением рассмот-
ренного выше случая W = AV и mw = mv. Выбор начального прибли-
жения будем осуществлять, как и ранее:

u0 = u−1 + V c, r0 = r−1 −AV c, c = (c1, . . . , cmv
)T ∈ Rmv .

Однако нахождение вектора c проводим из обобщенного решения сле-
дующей СЛАУ, которая является совместимой, но имеет прямоуголь-
ную матрицу:

Mc ≡ WTAV c = WT r−1, c = (WTAV )+WT r−1,

M ∈ Rmw,mv , M+ ∈ Rmv ,mw .
(52)

В этом случае вектор начальной невязки определяется как

r0 = B̂r−1, B̂ = I −AV (WTAV )+WT , (53)

причем выполняются условия ортогональности

WT r0 = 0, WT B̂ = 0, B̂AV = 0. (54)

Начальный направляющий вектор определим с помощью новой пре-
добуславливающей матрицы:

p0 = B̌r0, B̌ = I − V (WTAV )+WTA, (55)

обеспечивающей выполнение ортогональных соотношений

V̌ = 0, WTAB̌ = 0, WTAp0 = 0. (56)

Последующие итерационные приближения в методе DCD выполняем
по формулам

un+1 = un = αnp
n, αn = σn/ρn, ρn = (Apn, Apn),

rn+1 = rn − αnAp
n, σn = (AB̌rn, rn),

pn+1 = B̌rn+1 + βnp
n, βn = σn+1/σn,

(57)

из которых при условиях (52), (53) для всех n следуют такие свойства
ортогональности:

WT rn+1 = 0, WTApn+1 = 0,

(AB̌rkrn) = σnδk,n, (Apk, Apn) = ρnδk,n, k = 0, 1, . . . , n− 1.
(58)
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Введенные в (51) матрицы V и W при mv,mv < N допускают ин-
терпретацию V T и W как операторов сужения и продолжения, но от-
носительно пространств различной размерности, что позволяет рас-
сматривать многочисленные формальные обобщения представленных
дефляционных алгоритмов.

§5. Заключение

Предложенные в данной работе весовые блочные варианты итераци-
онного метода Чиммино являются естественным развитием традици-
онных представлений для проекционных алгоритмов рассматриваемо-
го класса, которые могут быть эффективно применены к решению ши-
рокого круга как симметричных, так и в особенности несимметричных
СЛАУ. Описанные подходы к построению мульти-предобусловленных
итерационных процессов в подпространствах Крылова, а также к их
двухуровневому ускорению с помощью методов дефляции и наимень-
ших квадратов, открывают хорошие перспективы для быстрого реше-
ния плохо обусловленных алгебраических систем с большими разре-
женными матрицами. В качестве основы теоретических исследований
здесь могут служить результаты по анализу свойств проекционных и
дефляционных методов, изложенные в [18–20] и цитируемых там ра-
ботах.

Важной особенностью рассмотренных выше итерационных алгорит-
мов является их естественный параллелизм. Высокая масштабируемая
производительность здесь может быть достигнута на основе декомпо-
зиции областей, реализующей блочные варианты методов Чиммино–
Шварца в подпространствах Крылова, при использовании описанных
подходов внешнего и внутреннего ускорения итераций. Двухуровне-
вый характер рузультирующего вычислительного процесса позволя-
ет эффективно применять технологии гибридного программирования
на гетерогенных суперкомпьютерах с распределенной и иерархической
общей памятью, включая MPI-процессы, многопотоковые вычисления
и векторизацию операций. Здесь главная роль принадлежит интенсив-
ным вычислительным экспериментам, которые являются предметом
дальнейших исследований по данным направлениям.
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Il‘in V. P. Projection methods in Krylov subspaces.
The paper considers preconditioned iterative methods in Krylov sub-

spaces for solving large systems of linear algebraic equations with sparse
coefficient matrices arising in solvibg multidimensional boundary-value
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problems by finite volume or finite element methods of different orders
on unstructured grids. Block versions of the weighted Cimmino methods,
based on various orthogonal and/or variational approaches and realizing
preconditioning functions for two-level multi-preconditioned semi-conju-
gate residual algorithms with periodic restarts, are proposed. At the inner
iterations between restarts, additional acceleration is achieved by applying
deflation methods, providing low-rank approximations of the original mat-
rix and playing the part of an additional preconditioner. At the outer level
of the Krylov process, in order to compensate the convergence deceleration
caused by restricting the number of the orthogonalized direction vectors,
restarted approximations are corrected by using the least squares method.
Scalable parallelization of the methods considered, based on domain de-
composition, where the commonly used block Jacobi–Schwarz iterative
processes is replaced by the block Cimmino–Schwarz algorithm, is discus-
sed. Hybrid programming technologies for implementing different stages of
the computational process on heterogeneous multi-processor systems with
distributed and hierarchical shared memory are described.
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