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§1. Введение

Напомним основные определения, связанные с функцией длины.
Термины и результаты теории колец, использованные в статье, мож-
но найти, например, в [10]. Все рассматриваемые в работе алгебры –
ассоциативные конечномерные алгебры с единицей над по-

лями. Важную роль в изучении конечномерных алгебр играет такой
инвариант алгебры, как длина, определим её, следуя [8].

Пусть B = {b1, . . . , bm} – непустое конечное множество (алфавит).
Конечные последовательности букв из B назовем словами. Пусть B∗

обозначает множество всех слов в алфавите B, FB – свободный моноид
над алфавитом B, т.е. B∗ с операцией конкатенации.

Определение 1.1. Длина слова bi1 . . . bit , где bij ∈ B, равна t. Пустое
слово считается словом от элементов B длины 0.

Пусть Bi обозначает множество всех слов в алфавите B длины не
большей i, i > 0.

Рассмотрим алгебру A над произвольным полем F и её конечную
систему порождающих S. Произведения элементов из порождающего
множества S можно рассматривать как образы элементов свободно-
го моноида FS при естественном гомоморфизме в мультипликатив-
ный моноид алгебры A, и их также можно называть словами от об-
разующих и использовать естественное обозначение Si. Заметим, что
S0 = {1A}.

Обозначение 1.2. Положим Li(S) = 〈Si〉, где 〈S〉 обозначает линей-
ную оболочку множества S в некотором линейном пространстве над
полем F. Заметим, что L0(S) = 〈1A〉 = F для алгебр с единицей. Пусть
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также L(S) =
∞⋃
i=0

Li(S) обозначает линейную оболочку всех слов в

алфавите {a1, . . . , ak}.

Определение 1.3. Слово v ∈ Sj длины j называется сократимым
над S, если найдётся такой номер i < j, что v ∈ Li(S), (т.е. v пред-
ставляется в виде линейной комбинации слов меньшей длины). Если
слово v не является сократимым, то оно называется несократимым
над S.

Из конечномерности A получаем, что найдётся такой номер h, что
Lh(S) = Lh+1(S). Если для некоторого h > 0 выполнено Lh(S) =
Lh+1(S), то

Lh+2(S) = 〈L1(S)Lh+1(S) + L1(S)〉 = 〈L1(S)Lh(S) + L1(S)〉 = Lh+1(S)

и также Li(S) = Lh(S) для всех i > h.

Определение 1.4. Длиной системы порождающих S алгебры A на-
зывается число l(S) = min{k ∈ Z+ : Lk(S) = A}.

Определение 1.5. Длиной алгебры A называется число

l(A)=max{l(S) : L(S) = A}.

Обозначение 1.6. Пусть F – произвольное поле и G – конечная груп-
па. Через FG будем обозначать групповую алгебру группы G над по-
лем F. Через Mn(R) будем обозначать алгебру матриц порядка n над
произвольным кольцом R.

Исследуя вопросы, связанные с образующими групповых алгебр,
естественно рассматривать в качестве порождающей системы группо-
вой алгебры FG систему образующих группы G. Отметим, что для
группы G и её системы порождающих S широко изучается соответ-
ствующая задача нахождения кратчайшего слова от образующих, пре-
дставляющего элемент g ∈ G. Основное отличие заключается в том,
что при решении соответствующих групповых задач алфавит по опре-
делению расширяется всеми обратными к элементам порождающего
множества и рассматриваются слова от элементов S ∪ S−1.

Определение 1.7. Диаметром группы G относительно системы об-
разующих S называется максимум по g ∈ G длин кратчайших слов
от S ∪ S−1, представляющих g.
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Это понятие совпадает с диаметром графа Кэли группы G относи-
тельно системы образующих S (см. [1, §1]), а именно, графа, вершины
которого занумерованы элементами группы, а две вершины соединены
ребром тогда и только тогда, когда одна получается из другой домно-
жением на элемент множества S∪S−1. В работе [1] получены асимпто-
тические оценки диаметра групп. Поскольку порождающие множества
групповой алгебры вообще говоря не исчерпываются порождающими
множествами соответствующей группы, имеющиеся вычисления диа-
метра групп могут обеспечить лишь нижние оценки длины групповых
алгебр. Вопрос получения верхних оценок и, тем более, точного вы-
числения длин конкретных групповых алгебр остаётся открытым и
актуальным.

В представленной работе точно посчитаны длины групповых ал-
гебр всех групп с не более чем семью элементами над произвольными
полями. Отметим, что длине групповых алгебр абелевых групп над
различными полями посвящены работы [4, 5]. Длины групповых ал-
гебр групп Q8 и Dn, n > 4, над произвольными полями определены и
также будут опубликованы отдельно. Тем самым, наименьшая груп-
па, вычисление длины групповой алгебры которой остаётся открытым
вопросом, имеет порядок 12; в частности, неизвестна длина групповой
алгебры группы A4.

Для длины алгебры всегда справедлива следующая тривиальная
верхняя оценка.

Замечание 1.8 ([7, лемма 4.34, следствие 4.36]). Пусть A – алгебра
размерности n над произвольным полем F. Тогда l(A) 6 n− 1, причём
оценка превращается в равенство тогда и только тогда, когда алгебра
A является однопорождённой, из чего автоматически следует, что она
коммутативна.

Для групповых алгебр получаем

Следствие 1.9. Для произвольной конечной группы G и произволь-
ного поля F справедливы следующие утверждения:

(1) l(FG) 6 |G|− 1, причём оценка превращается в равенство то-
гда и только тогда, когда алгебра FG является однопорож-
дённой;

(2) если G – циклическая группа, то l(FG) = |G| − 1;
(3) если G неабелева, то l(FG) 6 |G| − 2.
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В частности, для длины алгебры FS3 – групповой алгебры группы
перестановок S3 – отсюда сразу получаем верхнюю оценку l(FS3) 6 4.
Оказывается, что эту оценку можно улучшить, а именно ниже бу-
дет показано, что для произвольного поля F справедливо равенство
l(FS3) = 3. Для длины групповой алгебры четверной группы Клейна
V4 = Z2 ⊕Z2 тривиальная оценка даёт значение 3. Ниже мы покажем,
что эта длина зависит от выбора основного поля. В общем случае,
когда характеристика поля отлична от 2 и поле содержит более 3 эле-
ментов, тривиальная верхняя оценка достигается, однако в оставшихся
случаях длина групповой алгебры группы V4 равняется 2.

Хорошо известно, что любая группа порядка, не превосходящего 7,
либо является циклической, либо изоморфна одной из групп V4 или S3.
Длина групповых алгебр всех циклических групп над произвольными
полями уже найдена (следствие 1.9).

Данная работа построена следующим образом: §2 посвящён вычис-
лению длины групповой алгебры группы V4, а в §3 аналогичная задача
решается для группы S3.

§2. Длина групповой алгебры группы V4

В этом параграфе через Fq будем обозначать поле из q элементов, а
V4 = 〈a, b|a2 = b2 = [a, b] = e〉 обозначает единственную с точностью до
изоморфизма нециклическую группу порядка 4, которая называется
четверной группой Клейна.

Лемма 2.1.

(1) V4
∼= Z2 ⊕ Z2.

(2) Группа V4 порождается любыми двумя различными неединич-
ными элементами.

(3) Относительно системы образующих {x, y}, где x, y ∈ V4 –
произвольные неединичные элементы и x 6= y, группа V4 име-
ет диаметр 2.

Доказательство. (1). Изоморфизм f : V4 → Z2 ⊕ Z2 задаётся на
образующих равенствами f(a) = (1, 0), f(b) = (0, 1).

Утвержденя (2) и (3) следуют из того, что любой из трёх неединич-
ных элементов группы Клейна равен произведению двух других, но
не выражается словом длины 1 от этих элементов. �

Следствие 2.2. Пусть F – произвольное поле. Тогда l(FV4) > 2.
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Теорема 2.3.

1. Пусть F – произвольное поле, charF 6=2, F 6=F3. Тогда l(FV4)=3.
2. l(F3V4) = 2.
3. Пусть charF = 2. Тогда l(FV4) = 2.

Доказательство. Из следствия 1.9 вытекает, что во всех случаях
l(FV4) 6 3. Выясним теперь, когда это равенство достигается, а когда
нет.

I. Пусть charF 6= 2. По теореме Машке [10, §3.6, теорема, стр. 72],
алгебра FV4 полупроста. В силу конечномерности алгебра FV4 также
является артиновой. Тогда, применяя теорему Веддербарна–Артина
[10, §3.5, теорема, стр. 69], получаем, что

FV4
∼=

r⊕

i=1

Mni
(Di),

где Di – конечномерные тела над F. Поскольку алгебра FV4 коммута-
тивна, то ni = 1 и Di – поля, являющиеся конечными расширениями
поля F, i = 1, . . . , r. Далее найдём это разложение явно. Заметим, что,
по теореме о гомоморфизме для алгебр ([2, теорема 9.2.1 и замеча-
ние на стр. 359]), любая конечномерная однопорождённая F-алгебра
L({a}) изоморфна фактор-алгебре F[x]/(µa(x)), где µa(x) – минималь-
ный многочлен элемента a. Поэтому групповая алгебра циклической
группы G = 〈g〉n изоморфна алгебре FG ∼= F[x]/(xn − 1). Дальнейшее
разложение алгебры F[x]/(xn− 1) на прямые слагаемые получается из
разложения многочлена xn − 1 на неприводимые множители ([2, тео-
рема 9.2.5]). Применяем это утверждение к группе порядка 2. Если
charF 6= 2, то −1 6= 1, поэтому (x − 1) и (x + 1) – взаимно простые
неприводимые многочлены. Тогда

FZ2
∼= F[x]/(x2 − 1) ∼= F[x]/(x− 1)⊕ F[x]/(x+ 1) ∼= F⊕ F

([2, пример 9.2.14]).
Используя [9, лемма 1.3.4], получаем F[Z2⊕Z2] ∼= FZ2⊗FZ2. Далее,

используя доказанное выше и [10, следствие а, §9.1], выводим

FZ2 ⊗ FZ2
∼= (F⊕ F)⊗ FZ2

∼= (F⊗ FZ2)⊕ (F⊗ FZ2) ∼= FZ2 ⊕ FZ2.

Следовательно, FV4
∼= F⊕ F⊕ F⊕ F. Заметим, что в общем случае

длина прямой суммы нескольких копий основного поля как длина ал-
гебры диагональных матриц уже вычислена (см. [6, теорема 5.4]), но
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для удобства читателя мы непосредственно докажем утверждение для
четырех копий поля.

1. Если |F| > 4, то алгебру D = F⊕F⊕F⊕F можно породить одним
элементом d = (δ1, δ2, δ3, δ4), где δ1, δ2, δ3, δ4 – различные элементы по-
ля F, поскольку элементы алгебры 1D, d, d

2, d3 линейно независимы.
Действительно, равенство x11D + x2d+ x3d

2 + x4d
3 = 0 для проверки

линейной зависимости в алгебре равносильно системе покоординат-
ных равенств x1 + x2δi + x3δ

2
i + x4δ

3
i = 0, i = 1, 2, 3, 4, определитель

матрицы которой есть определитель Вандермонда V (δ1, δ2, δ3, δ4) 6= 0.
Значит, система имеет единственное решение x1 = x2 = x3 = x4 = 0.
Следовательно, l({d}) = 3 = l(D) = l(FV4).

2. Если F = F3, то для любого элемента d = (δ1, δ2, δ3, δ4) алгебры
D выполняется неравенство dimL({d}) 6 3 < 4 = dimD, поскольку d
аннулируется кубическим многочленом x(x− 1)(x− 2). Тогда алгебра
D не является однопорождённой, значит l(D) 6 dimD − 2 = 2 в силу
замечания 1.8. С другой стороны, по следствию 2.2 имеем l(F3V4) >

2, откуда l(D) = 2 = l(F3V4). Систему порождающих длины 2 для
алгебры D можно также предъявить явно. Например, рассмотрим d1 =
(1, 2, 0, 0), d2 = (0, 0, 1, 2) и D = 〈1D, d1, d2, d

2
1〉 = L2({d1, d2}).

II. charF = 2. Нижняя оценка l(FV4) > 2 получена в следствии 2.2.
В силу ограничения на характеристику поля, для произвольного эле-
мента d = αa + βb + γab + δe ∈ FV4 имеем d2 = (α2 + β2 + γ2 + δ2)e,
поэтому dimL({d}) 6 2 < dimFV4, т.е. это не однопорождённая алгеб-
ра. Следовательно, выполняется оценка l(FV4) 6 dimFV4 − 2 = 2. �

§3. Длина групповой алгебры группы S3

Теорема 3.1. Пусть F – произвольное поле. Тогда l(FS3) = 3.

Сначала докажем нижнюю оценку l(FS3) > 3. Для доказательства
этого факта нам достаточно предъявить систему порождающих для
алгебры FS3 длины 3. Отметим, что как раз в этом случае максимум
может быть достигнут на системе образующих группы.

Лемма 3.2. Пусть F – произвольное поле. Тогда l(FS3) > 3.

Доказательство. Рассмотрим τ = (12), ρ = (23) ∈ S3. Хорошо из-
вестно, что S3 = 〈τ, ρ〉 (см., например, [3, §2]).

Заметим, что все слова длины 2 от τ и ρ – чётные подстановки,
поэтому транспозицию (13) = τρτ нельзя представить словом длины,
меньшей 3.
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Следовательно, l(FS3) > l({ρ, τ}) > 3. �

Для доказательства верхней оценки длины групповой алгебры FS3

нам понадобятся следующие результаты о длине, доказательства ко-
торых можно найти, например, в работе [7].

Предложение 3.3 ([7, предложение 3.1]). Пусть F – произвольное
поле и A – конечномерная алгебра над F. Если S = {a1, . . . , ak} –
система порождающих этой алгебры и C = {ci,j} ∈ Mk(F) – невы-
рожденная матрица, то множество

Sc = {c1,1a1 + c1,2a2 + . . .+ c1,kak, . . . , ck,1a1 + ck,2a2 + . . .+ ck,kak}

является системой порождающих алгебры A и l(Sc) = l(S).

Предложение 3.4 ([7, предложение 3.2]). Пусть F – произвольное
поле и A – конечномерная алгебра с единицей над F. Пусть S =
{a1, . . . , ak} – система порождающих этой алгебры такая, что 1A /∈
〈a1, . . . , ak〉. Тогда для любых γ1, . . . , γk ∈ F множество

S1 = {a1 + γ11A, . . . , ak + γk1A}

– система порождающих алгебры A и l(S1) = l(S).

Предложение 3.5 ([7, предложение 3.4]). Пусть F – произвольное
поле, пусть A – конечномерная F-алгебра с единицей 1A и пусть
S = {a1, . . . , ak} – система порождающих для алгебры A. Тогда су-
ществует система порождающих S ′ для A, удовлетворяющая сле-
дующим условиям:

(1) S ′ ⊆ S;
(2) 1A /∈ 〈S ′〉;
(3) dimL1(S

′) = |S ′|+ 1;
(4) l(S ′) = l(S).

Лемма 3.6 ( [7, лемма 3.17]). Пусть F – произвольное поле. Тогда
l(M2(F)⊕ F) = 2.

Лемма 3.7 ( [7, лемма 3.18]). Пусть F – произвольное поле. Тогда
l(M2(F)⊕ F⊕ F) = 3.

Предложение 3.8 ([7, предложение 3.19]). Пусть даны поле F и его
расширение K. Рассмотрим конечномерное векторное пространство
AF над F. Определим пространство AK над K как тензорное произве-
дение AF⊗FK. Пусть A –конечномерная алгебра с единицей над полем
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F. Тогда для любого расширения K поля F выполняется неравенство
l(AF) 6 l(AK).

Лемма 3.9. Пусть F – поле характеристики 0, либо характеристи-
ки p > 3. Тогда l(FS3) 6 3.

Доказательство. В силу предложения 3.8, достаточно рассмотреть
случай, когда поле F алгебраически замкнуто.

Из условия теоремы получаем, что charF ∤ |S3|, следовательно, по
теореме Машке [10, §3.6, теорема, стр. 72], алгебра FS3 полупроста. В
силу конечномерности, алгебра FS3 также является артиновой. Тогда,
применяя теорему Веддербарна–Артина [10, §3.5, теорема, стр. 69], по-
лучаем, что

FS3
∼=

r⊕

i=1

Mni
(Di),

где Di– конечномерные тела над F. В силу алгебраической замкнуто-
сти поля F, все Di совпадают с F. Таким образом,

FS3
∼=

r⊕

i=1

Mni
(F).

Из равенства размерностей получаем, что
r∑

i=1

n2
i = 6. Следователь-

но, ni 6 2 для всех i = 1, . . . , r. Поскольку алгебра FS3 не является
коммутативной, ni = 2 присутствует в разложении.

Таким образом, FS3
∼= M2(F)⊕F⊕F. Тогда из леммы 3.7 получаем,

что

l(FS3) = l(M2(F)⊕ F⊕ F) = 3.

�

Предложение 3.10. Пусть F – поле характеристики 2. Тогда
(1) радикал Джекобсона J(FS3) алгебры FS3 состоит из элементов

вида α
∑

σ∈S3

σ, α ∈ F, и, следовательно, dim J(FS3) = 1;

(2) FS3/J(FS3) ∼= M2(F)⊕ F.

Доказательство. См. доказательство [11, теорема 2.1]. �

Лемма 3.11. Пусть F – поле характеристики 2. Тогда l(FS3) 6 3.
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Доказательство. В силу предложения 3.8, достаточно рассмотреть
случай, когда поле F алгебраически замкнуто.

Для краткости обозначим A = FS3.
Возьмём произвольную систему порождающих S = {A1, . . . , Am}

алгебры A и покажем, что l(S) 6 3.
Положим B = A/J(A) и рассмотрим канонический гомоморфизм

алгебр π : A → B.
Множество SB = {B1 = π(A1), . . . , Bm = π(Am)} является системой

порождающих для алгебры B. Поскольку l(B) = 2 (согласно пред-
ложению 3.10 и лемме 3.6), то dimL2(SB) = dimB = 5. С другой
стороны, L2(SB) = L2(π(S)) = π(L2(S)). Следовательно, dimL2(S) >
dimπ(L2(S)) = 5. Получаем два возможных значения для dimL2(S):

1) если dimL2(S) = 6 = dimA, то l(S) 6 2 < 3;
2) если dimL2(S) = 5, то dimL3(S) > dimL2(S) + 1 = 6 = dimA и

l(S) = 3.
Тем самым доказано, что l(FS3) 6 3. �

Предложение 3.12. Пусть F – поле характеристики 3. Тогда
(1) радикал Джекобсона J(FS3) алгебры FS3 имеет размерность

dim J(FS3) = 4 и индекс нильпотентности N(J(FS3)) = 3;
(2) FS3/J(FS3) ∼= F⊕ F.

Доказательство. См. [9, глава 8, §1, лемма 1.17] и доказательство
[11, теорема 2.2]. �

Лемма 3.13. Пусть F – поле характеристики 3. Тогда l(FS3) 6 3.

Доказательство. В силу предложения 3.8, достаточно рассмотреть
случай, когда поле F алгебраически замкнуто.

Для краткости обозначим A = FS3.
Предположим, что существует система порождающих S = {A1, . . . ,

Am} ⊆ A такая, что l(S) > 4, и приведем это утверждение к противо-
речию.

Действительно, пусть l(S) > 4. Тогда dimLh(S) < 6 = dimA для
h = 1, 2, 3, откуда dimLi+1(S) > dimLi(S) + 1 для h = 1, 2, 3. Значит,

6 > dimL4(S) > dimL1(S) + 3 > 3 + 3 = 6,

т.е.

dimL1(S) = 3, dimL2(S) = 4, dimL3(S) = 5, dimL4(S) = 6.



ДЛИНА ГРУППОВЫХ АЛГЕБР ГРУПП НЕБОЛЬШОГО РАЗМЕРА 85

В силу первого из этих равенств, можно считать, что m = 2 согласно
предложению 3.5.

Положим B = A/J(A) и рассмотрим канонический гомоморфизм
алгебр π : A → B. Множество SB = {B1 = π(A1), B2 = π(A2)} ⊆ B
является системой порождающих для алгебры B. Поскольку dimB = 2
(согласно предложению 3.12), то длина алгебры B равна 1. Следова-
тельно, dimL1(SB) = dimB = 2. Не ограничивая общности, можно
считать, что элементы 1B = 1A + J(A) и B1 образуют базис алгебры
B, B2 = βB1 + γ1B и B2

1 = B1. Тогда, согласно предложениям 3.3 и
3.4, множество S2 = {A1, A2−βA1−γ1A} является системой порожда-
ющих алгебры A длины l(S2) = l(S) = 4. Без ограничения общности
можем считать, что A2

1 −A1, A2 ∈ J(A).
Мы знаем, что dimLµ+1(S) = dimLµ(S) + 1, µ = 1, 2, 3. Поэтому

существует несократимое слово v4 = AiAjAkAr ∈ S4, где i, j, k, r ∈
{1, 2}. Тогда множество {1A, A1, A2, v2 = AiAj , v3 = AiAjAk, v4}
является базисом алгебры A, причём Lµ(S) = Lµ−1(S) ⊕ 〈vµ〉, µ =
2, 3, 4.

Отдельно рассмотрим следующие случаи.

(1) Пусть A2As /∈ L1(S) для некоторого s ∈ {1, 2}. Тогда v2 =
α0A2As + w0, AsAk = α1A2As + w1, AsAr = α2A2As + w2,
α0, α1, α2 ∈ F, w0, w1, w2 ∈ L1(S). В этом случае,

v4 = (α0A2As + w0)AkAr = α0A2(α1A2As + w1)Ar + w3

= α0α1A
2
2AsAr + w4 = α0α1A

2
2(α2A2As + w2) + w4

= α0α1α2A
3
2As + w5,

где w3, w4, w5 ∈ L3(S). С другой стороны, A3
2 = 0, так как

A2 ∈ J(A) и N(J(A)) = 3 (согласно предложению 3.10). Таким
образом, v4 = w5 ∈ L3(S) – противоречие с несократимостью
слова v4.

(2) Случай AsA2 /∈ L1(S) рассматривается аналогично с исполь-
зованием представлений AkAr, AjAs и AiAs через AsA2 и эле-
ментов из L1(S). Тогда v4 выражается через AsA

3
2 и элемент из

L3(S), что противоречит несократимости слова v4, поскольку
A3

2 = 0.
(3) Остаётся случай, когда A1A2, A2A1, A2

2 ∈ L1(S). Эти слова
сократимы, поэтому не могут быть подсловами несократимых
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слов v2, v3, v4, значит, v2 = A2
1, v3 = A3

1, v4 = A4
1. Покажем,

что эта ситуация не реализуется для базиса алгебры A.
Рассмотрим произвольный элемент x ∈ J(A) ∩ L1(S). Тогда

x = α′1A + β′A1 + γ′A2, α
′, β′, γ′ ∈ F, но A2 ∈ J(A), а π(1A)

и π(A1) образуют базис алгебры B = A/J(A). Следовательно,
α′ = β′ = 0, откуда J(A) ∩ L1(S) = 〈A2〉.

Имеем A1A2, A2A1, A
2
2 ∈ J(A) ∩ L1(S), поэтому A2

2 = γA2,
A1A2 = αA2, A2A1 = βA2, где α, β, γ ∈ F. Заметим, что γ = 0,
так как A3

2 = 0, и α 6= β, так как порождающие A1 и A2 не
могут коммутировать, поскольку алгебра A некоммутативна.

Пусть α /∈ {0, 1}. Тогда элемент B1 −α1B обратим в алгебре
B, поскольку оператор умножения на B1 в алгебре B является
идемпотентным и поэтому не имеет собственных чисел, кро-
ме 0 и 1. Значит, существуют элементы x ∈ A и y ∈ J(A)
такие, что (A1 − α1A)x = 1A + y, но элемент 1A + y, обра-
тим в алгебре A, откуда получаем, что A1 − α1A обратим.
Тогда из равенства A1A2 = αA2 следует, что A2 = 0. Полу-
ченное противоречие показывает, что α ∈ {0, 1}. Аналогично,
получаем, что β ∈ {0, 1}. Таким образом, {α, β} = {0, 1}. Не
ограничивая общности, можем считать, что α = 0, β = 1. Рас-
смотрим элементы 1A, Ai

1 − A1, i = 2, 3, 4. Поскольку слова
1A, A1, A2, v2 = A2

1, v3 = A3
1, v4 = A4

1 образуют базис L4(S), то
элементы 1A, Ai

1 − A1, i = 2, 3, 4, линейно независимы. Также
заметим, что

(Ai
1 −A1)A2 = Ai

1A2 − A1A2 = 0

и

A2(A
i
1 −A1) = A2A

i
1 −A2A1 = A2 −A2 = 0,

т.е. элементы Ai
1−A1, i = 2, 3, 4, принадлежат центру Z(A) ал-

гебры A и dimZ(A) > 4. С другой стороны, известно, что раз-
мерность центра групповой алгебры совпадает с числом раз-
личных классов сопряжённости в группе [9, глава 4, §1, лем-
ма 1.1] и, в частности, dimZ(FS3) = 3. Противоречие. �

Доказательство теоремы 3.1 получается объединением лемм 3.2,
3.9, 3.11 и 3.13: из леммы 3.2 получается нижняя оценка, а леммы 3.9,
3.11 и 3.13 дают совпадающую с ней верхнюю оценку длины в случаях
полей характеристики, отличной от 2 и 3, полей характеристики 2 и
полей характеристики 3 соответственно. �
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