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§1. Введение

Изучение графов, порождённых отношениями на алгебраических
системах, началось в теории групп, см., например, [7]. На кольцах и
алгебрах эти исследования восходят к работе Бека [11] (1988), в кото-
рой он впервые ввёл граф делителей нуля коммутативного кольца. В
определении Бека множество вершин графа совпадало со множеством
всех элементов кольца. Затем Андерсон и Ливингстон в работе [6] дали
новое определение, исключающее из графа 0 и элементы, не являющи-
еся делителями нуля. Согласно же определению, которое ввёл Мюлэй в
своей работе [25], вершинами графа являются классы эквивалентности
делителей нуля. Что касается графов делителей нуля некоммутатив-
ных колец, впервые их определил Редмонд в работе [26] (а именно,
ΓZ(R) и Γ̄Z(R)). Божич и Петрович в работе [12] изучили диаметры
графов делителей нуля матричных колец над коммутативными коль-
цами и их связь с диаметрами графов делителей нуля исходных колец.

Помимо графов делителей нуля, активно исследовались также гра-
фы коммутативности кольца матриц и некоторых других колец, см.
работу [3] и приведенные в ней ссылки. В частности, в работах [2, 4]
и [16] разными авторами исследуются связность и диаметры графов
коммутативности матричных колец, а также их зависимость от ис-
ходного кольца. В работах [9, 10, 18] изучены графы ортогональности
(ΓO(R)) матричных колец.

В настоящей работе мы рассматриваем графы отношений для неас-
социативных алгебр и определяем их комбинаторные характеристики,
такие как диаметр, обхват, число и описание клик. Работа построена
следующим образом. §2 содержит основные определения и обозначе-
ния, связанные с графами отношений, а также напоминание некото-
рых сведений из теории графов. В §3 подробно описывается построение
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алгебр Кэли–Диксона. В §5 доказаны условия антикоммутативности
элементов алгебр Кэли–Диксона и сформулированы несколько вспо-
могательных лемм. В теореме 6.3 §6 дана классификация графов ан-
тикоммутативности на классах эквивалентности произвольных веще-
ственных алгебр Кэли–Диксона. В §7 рассматриваются частные слу-
чаи этой теоремы применительно к алгебрам кватернионов, контрком-
лексных чисел и контроктонионов. В §8 приводится явное выражение
для централизатора через ортогонализатор и описаны достаточные
условия, обеспечивающие выполнение данного соотношения. В этом
же разделе приводятся примеры, демонстрирующие существенность
указанных условий.

§2. Основные определения и обозначения

Пусть F – произвольное поле, (A,+, ·) – алгебра с единицей 1A над
полем F, возможно, некоммутативная и неассоциативная. Для a, b ∈ A
говорят, что

• a и b коммутируют, если ab = ba;
• a и b антикоммутируют, если ab+ ba = 0;
• a и b ортогональны, если ab = ba = 0;
• a – левый делитель нуля, если a 6= 0 и существует такое нену-

левое b ∈ A, что ab = 0;
• a – правый делитель нуля, если a 6= 0 и существует такое нену-

левое b ∈ A, что ba = 0;
• a – двусторонний делитель нуля, если a – как левый, так и

правый делитель нуля;
• a – делитель нуля, если a – либо левый, либо правый делитель

нуля.

Определение 2.1. Центром алгебры A называется множество CA ={
a ∈ A | ab = ba ∀ b ∈ A

}
. Централизатором подмножества S ⊂ A

называется CA(S) =
{
a ∈ A | as = sa ∀ s ∈ S

}
– множество элементов

A, коммутирующих с каждым элементом S. Для произвольного a ∈ A
будем использовать обозначение CA(a) = CA({a}).

Обозначим через Z∗(A) множество делителей нуля в алгебре A, а
через Z∗∗(A) – множество двусторонних делителей нуля в A. Пусть
AC∗(A) =

{
a ∈ A \ {0} | ∃ b ∈ A \ {0} : ab + ba = 0

}
– множество та-

ких ненулевых a ∈ A, что a антикоммутирует с некоторым ненулевым
b∈A.
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Определение 2.2. Антицентрализатором подмножества S ⊂ A на-
зывается AncA(S) =

{
a ∈ A | as + sa = 0 ∀ s ∈ S

}
– множество эле-

ментов A, антикоммутирующих со всеми элементами S. Обозначим
AncA(a) = AncA({a}).
Определение 2.3. Левым аннулятором подмножества S ⊂ A назы-
вается множество l.AnnA(S) =

{
a ∈ A | as = 0 ∀s ∈ S

}
. Аналогично

определяется правый аннулятор – r.AnnA(S)=
{
a∈A | sa=0 ∀ s∈S

}
.

Если a ∈ A, то для удобства восприятия будем использовать обозна-
чения l.AnnA(a) = l.AnnA({a}) и r.AnnA(a) = r.AnnA({a}).
Определение 2.4. Ортогонализатором подмножества S ⊂ A назы-
вается OA(S) =

{
a ∈ A | as = sa = 0 ∀ s ∈ S

}
– множество элементов

A, ортогональных к каждому элементу S. Для a ∈ A пишем OA(a)
вместо OA({a}).

Введем теперь несколько типов отношений эквивалентности, по-
рождаемых рассматриваемыми множествами, которые будут востре-
бованы далее.

Определение 2.5. (1) Пусть a, b ∈ A \ CA. Назовём a и b C-экви-
валентными (a ∼C b), если CA(a) = CA(b). Класс эквивалентности
элемента a будем обозначать через [a]C .

(2) Пусть a, b ∈ AC∗(A). Назовём a и b AC-эквивалентными
(a ∼AC b), если AncA(a) = AncA(b). Класс эквивалентности элемен-
та a будем обозначать через [a]AC .

(3) Пусть a, b ∈ Z∗(A). Назовём a и b Z-эквивалентными (a ∼Z b),
если l.AnnA(a) = l.AnnA(b) и r.AnnA(a) = r.AnnA(b). Класс эквива-
лентности элемента a будем обозначать через [a]Z .

(4) Пусть a, b ∈ Z∗∗(A). Назовём a и b O-эквивалентными
(a ∼O b), если OA(a) = OA(b). Класс эквивалентности элемента a
будем обозначать через [a]O.

Замечание 2.6. Если S⊂A, то легко видеть, что CA, CA(S), AncA(S),
l.AnnA(S), r.AnnA(S), OA(S) – линейные пространства над F.

Введем теперь графы отношений, которые будут изучаться в данной
работе.

Определение 2.7. Для алгебры A определим следующие структуры.
(1) Граф коммутативности ΓC(A): вершины – элементы множе-

ства A\CA, различные вершины a и b соединены ребром, если ab = ba.
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(2) Граф коммутативности на классах эквивалентности ΓE
C(A):

вершины – классы эквивалентности
{
[a]C

∣∣a ∈ A\CA

}
, различные вер-

шины [a]C и [b]C соединены ребром, если ab = ba.
(3) Граф антикоммутативности ΓAC(A): вершины – элементы

множества AC∗(A), различные вершины a и b соединены ребром, если
ab+ ba = 0.

(4) Граф антикоммутативности на классах эквивалентности
ΓE
AC(A): вершины графа – классы эквивалентности

{
[a]AC

∣∣
a ∈ AC∗(A)

}
, различные вершины [a]AC и [b]AC соединены ребром,

если ab+ ba = 0.
(5) Граф ортогональности ΓO(A): вершины – элементы множества

Z∗∗(A), различные вершины a и b соединены ребром, если ab = ba = 0.
(6) Граф ортогональности на классах эквивалентности ΓE

O(A): вер-
шины – элементы множества классов эквивалентности{
[a]O

∣∣a ∈ Z∗∗(A)
}
, различные вершины [a]O и [b]O соединены ребром,

если ab = ba = 0.
(7) Ориентированный граф делителей нуля ΓZ(A): вершины – эле-

менты множества Z∗(A), различные вершины a и b соединены направ-
ленным ребром от a к b, если ab = 0.

(8) Ориентированный граф делителей нуля на классах эквивален-
тности ΓE

Z (A): вершины – классы эквивалентности
{
[a]Z

∣∣a ∈ Z∗(A)
}
,

различные вершины [a]Z и [b]Z соединены направленным ребром от
[a]Z к [b]Z , если ab = 0.

(9) Неориентированный граф делителей нуля Γ̄Z(A): вершины –
элементы множества Z∗(A), различные вершины a и b соединены реб-
ром, если и только если ab = 0 или ba = 0.

(10) Неориентированный граф делителей нуля на классах эквива-
лентности Γ̄E

Z (A): вершины – классы эквивалентности{
[a]Z

∣∣a ∈ Z∗(A)
}
, различные вершины [a]Z и [b]Z соединены ребром,

если и только если ab = 0 или ba = 0.

Предложение 2.8. Определения ΓE
C(A), ΓE

AC(A), ΓE
O(A), ΓE

Z (A) и
Γ̄E
Z (A) корректны.

Доказательство. Нетрудно убедиться, что наличие ребра между лю-
быми двумя классами эквивалентности в определениях этих графов не
зависит от выбора их представителей. �

Напомним основные сведения из теории графов, которые нам по-
требуются.
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Определение 2.9. Пусть Γ – неориентированный граф.

• Γ называется связным, если для любой пары вершин {x, y} су-
ществует путь, т.е. чередующаяся последовательность ребер и
вершин, соединяющий x и y (в этом случае говорят, что вер-
шины x и y связаны). В противном случае граф Γ несвязен.

• Компонентой связности Γ называется максимальный связный
подграф Γ.

• Расстояние d(x, y) между двумя вершинами x и y в графе Γ
– это число рёбер в кратчайшем пути, соединяющем эти вер-
шины. Если такого пути не существует, то есть x и y лежат в
разных компонентах связности, то d(x, y) = ∞.

• Диаметр d(Γ) графа Γ определяется как максимум расстояний
между вершинами по всем парам вершин графа.

• Клика C в графе Γ – это такое подмножество вершин Γ, что
любые две различные вершины в C соединены ребром.

• Клика C называется максимальной, если для любой клики C̃

с условием C ⊂ C̃ мы имеем C = C̃.

§3. Построение алгебр Кэли–Диксона

В этом параграфе, опираясь в основном на работы [21,27], мы напо-
минаем классический способ построения неассоциативных алгебр ме-
тодом удвоения, так называемую процедуру Кэли–Диксона.

Определение 3.1 ([21, стр. 139, определение 1.5.1]). Пусть (A,+, ·) –
алгебра над полем F. Операцией сопряжения a 7→ ā на A называется
такой эндоморфизм A как линейного пространства, что для любых
a, b ∈ A выполнено ¯̄a = a и ab = b̄ā.

Определение 3.2. Пусть (A,+, ·) – алгебра над полем F с единицей
1A, на которой задана операция сопряжения a 7→ ā. Будем называть
это сопряжение правильным, если для любого элемента a ∈ A выпол-
нено a+ ā ∈ F1A и aā ∈ F1A.

Далее будем считать, что на F-алгебре A задана правильная опе-
рация сопряжения a 7→ ā. Для элемента a ∈ A введем следующие
понятия, являющиеся аналогами соответствующих понятий для ком-
плексных чисел.
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Определение 3.3. Действительной частью элемента a ∈ A назы-
вается Re(a) = a+ā

2 , мнимой частью – Im(a) = a−ā
2 , нормой – n(a) =

aā = āa. Говорят, что a – чисто мнимый элемент, если Re(a) = 0.

Зачастую норма элемента a определяется как
√
aā, в отличие от

используемого в данной работе n(a) = aā. Тем не менее, большинство
результатов легко переносится на изменённую таким образом норму.

Перечислим основные свойства введенных понятий. Доказательство
следующего предложения можно считать фольклором, также оно лег-
ко следует из свойств эндоморфизмов линейных пространств.

Предложение 3.4. Пусть F = R, a, b ∈ A, r ∈ R. Тогда выполняют-
ся следующие равенства:

Re(a+ b) = Re(a) +Re(b),

Im(a+ b) = Im(a) + Im(b),

Re(ra) = rRe(a),

Im(ra) = rIm(a),

Re(Re(a)) = Re(a),

Re(Im(a)) = 0,

Im(Re(a)) = 0,

Im(Im(a)) = Im(a).

Перейдем теперь непосредственно к процедуре удвоения Кэли–Дик-
сона.

Определение 3.5 ([27]). Алгебра A{γ}, полученная из A с помощью
процедуры Кэли–Диксона с параметром γ ∈ F, определяется как мно-
жество упорядоченных пар элементов из A с операциями

α(a, b) = (αa, αb),

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b)(c, d) = (ac+ γd̄b, da+ bc̄)

и сопряжением

(a, b) = (ā,−b), a, b, c, d ∈ A, α ∈ F.

Предложение 3.6 ( [27]). A{γ} является алгеброй над полем F с
единицей 1A{γ} = (1A, 0) и правильной операцией сопряжения.

Предложение 3.7 ([27]). Если A – алгебра размерности n с базисом{
ei
}
i=1,...,n

, то A{γ} – алгебра размерности 2n с базисом{
(ei, 0), (0, ei)

}
i=1,...,n

.
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Таким образом, если начать с одномерной алгебры и последователь-
но применять к ней процедуру удвоения Кэли–Диксона, то на n-ом
шаге получится алгебра размерности 2n.

Лемма 3.8 ([27]). Пусть a, b ∈ A, (a, b) ∈ A{γ}. Тогда

Re((a, b)) = Re(a),

Im((a, b)) = (Im(a), b),

n((a, b)) = n(a)− γn(b).

Доказательство. Имеют место следующие цепочки равенств:

Re((a, b)) =
(a, b) + (a, b)

2
=

(a, b) + (ā,−b)

2
=

(a+ ā, 0)

2

=
(2Re(a), 0)

2
= Re(a)1A{γ} = Re(a);

Im((a, b)) =
(a, b)− (a, b)

2
=

(a, b)− (ā,−b)

2
=

(a− ā, 2b)

2

=
(2Im(a), 2b)

2
= (Im(a), b);

n((a, b)) = (a, b)(a, b) = (a, b)(ā,−b) = (aā− γb̄b,−ba+ b¯̄a)

= (n(a)− γn(b), 0) = (n(a)− γn(b))(1A, 0)

= (n(a)− γn(b))1A{γ} = n(a)− γn(b). �

Определение 3.9. Пусть b, c ∈ A, a = (b, c) ∈ A{γ}. Элемент a назы-
вается дважды чисто мнимым, если Re(b) = Re(c) = 0.

Предложение 3.10. Пусть a ∈ A{γ} – дважды чисто мнимый эле-
мент. Тогда a – чисто мнимый элемент.

Доказательство. Действительно, если a = (b, c), Re(b) = Re(c) = 0,
то Re(a) = Re((b, c)) = Re(b) = 0. �

Обозначение 3.11. Вместо A{γ1} . . . {γn} будем писать A{γ1, . . . , γn}.

Возникает естественный вопрос о корректности введенной конструк-
ции. В частности, возникает ли при последовательном расширении
некоторыми элементами в различной последовательности одна и та
же алгебра? Для полноты картины приведем здесь соответствующее
рассуждение с доказательством.
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Лемма 3.12. Если A – коммутативная алгебра, то при любых зна-
ченях γ1, γ2 алгебры A{γ1, γ2} и A{γ2, γ1} изоморфны.

Доказательство. Рассмотрим отображение φ: A{γ1, γ2}−→A{γ2, γ1}
такое, что для любых элементов a, b, c, d ∈ A

φ : ((a, b)γ1
, (c, d)γ1

)γ2
7→ ((a, c)γ2

, (−b, d)γ2
)γ1

.

Ясно, что φ – биекция. Покажем, что φ – гомоморфизм. Проверим, что
φ сохраняет умножение:
(
(a, b)γ1

, (c, d)γ1

)
γ2

(
(a′, b′)γ1

, (c′, d′)γ1

)
γ2

=
(
(a, b)γ1

(a′, b′)γ1
+γ2(c′, d′)γ1

(c, d)γ1
, (c′, d′)γ1

(a, b)γ1
+(c, d)γ1

(a′, b′)γ1

)
γ2

=
(
(a, b)γ1

(a′, b′)γ1
+γ2(c̄′,−d′)γ1

(c, d)γ1
, (c′, d′)γ1

(a, b)γ1
+(c, d)γ1

(ā′,−b′)γ1

)
γ2

=
(
(aa′ + γ1b̄′b, b

′a+ bā′)γ1
+ γ2(c̄′c− γ1d̄d

′, dc̄′ − d′c̄)γ1
,

(c′a+ γ1b̄d
′, bc′ + d′ā)γ1

+ (cā′ − γ1b̄′d,−b′c+ da′)γ1

)
γ2

=
((

aa′ + γ1b̄′b+ γ2c̄′c− γ1γ2d̄d
′, (b′a+ bā′) + γ2(dc̄′ − d′c̄)

)
γ1
,

(
(c′a+ cā′)+γ1(b̄d

′− b̄′d), (bc′−b′c)+(d′ā+ da′)
)
γ1

)
γ2

.

Отсюда получаем, что

φ
((

(a, b)γ1
, (c, d)γ1

)
γ2

)
φ
((

(a′, b′)γ1
, (c′, d′)γ1

)
γ2

)

=
(
(a, c)γ2

, (−b, d)γ2

)
γ1

(
(a′, c′)γ2

, (−b′, d′)γ2

)
γ1

=
((

aa′ + γ2c̄′c+ γ1b̄′b− γ2γ1d̄d
′, (c′a+ cā′) + γ1(−db̄′ + d′b̄)

)
γ2
,

(
(−b′a− bā′) + γ2(c̄d

′ − c̄′d), (−cb′ + c′b) + (d′ā+ da′)
)
γ2

)
γ1

=
((

aa′ + γ1b̄′b + γ2c̄′c− γ1γ2d̄d
′, (c′a+ cā′) + γ1(d

′b̄− db̄′)
)
γ2
,

(
− ((b′a+ bā′) + γ2(c̄′d− c̄d′)), (bc′ − b′c) + (d′ā+ da′)

)
γ2

)
γ1

=
((

aa′ + γ1b̄′b + γ2c̄′c− γ1γ2d̄d
′, (c′a+ cā′) + γ1(b̄d

′ − b̄′d)
)
γ2
,

(
− ((b′a+ bā′) + γ2(dc̄′ − d′c̄)), (bc′ − b′c) + (d′ā+ da′)

)
γ2

)
γ1
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= φ
((

(aa′ + γ1b̄′b+ γ2c̄′c− γ1γ2d̄d
′, (b′a+ bā′) + γ2(dc̄′ − d′c̄)

)
γ1
,

(
(c′a+ cā′) + γ1(b̄d

′ − b̄′d), (bc′ − b′c) + (d′ā+ da′))γ1

)
γ2

)

= φ
((

(a, b)γ1
, (c, d)γ1

)
γ2

(
(a′, b′)γ1

, (c′, d′)γ1

)
γ2

)
. �

Определение 3.13. Для каждого целого n > 0 и вещественных чисел
γ0, . . . , γn−1 определим алгебру An = An{γ0, . . . , γn−1} индуктивно:

1) A0 = R, e(0)0 = 1 – её базисный элемент;
2) если построена An{γ0, . . . , γn−1}, то

An+1{γ0, . . . , γn} = (An{γ0, . . . , γn−1}){γn},
причём e

(n+1)
0 , . . . , e

(n+1)
2n+1−1 – её базисные элементы, где

e
(n+1)
i =

{
(e

(n)
i , 0), 0 6 i 6 2n − 1,

(0, e
(n)
i−2n), 2n 6 i 6 2n+1 − 1.

Лемма 3.14 ([27]). При любом целом n > 0 построенная в опреде-
лении 3.13 структура An является алгеброй над R размерности 2n с

единицей e
(n)
0 и правильной операцией сопряжения.

Доказательство. Утверждение следует из предложений 3.6 и 3.7, ес-
ли применить индукцию по n. �

Будем использовать обозначения 1 = 1(n) = e
(n)
0 и r = r1(n) для

r ∈ R. Верхний индекс опускается в тех ситуациях, когда его выбор
очевиден. Из определения алгебры An следует, что вещественные чис-
ла коммутируют со всеми ее элементами, откуда немедленно вытекает

Следствие 3.15. Для любого целого n > 0 имеем R ⊂ CAn
.

Предложение 3.16 ([21, стр. 161, упражнение 2.5.1]). Пусть γ′ =
α2γ, где α 6= 0. Тогда A{γ} и A{γ′} изоморфны.

Из предложения 3.16 следует, что при изучении вещественных ал-
гебр Кэли–Диксона An = An{γ0, . . . , γn−1} достаточно рассматривать
только γk ∈ {0,±1}, k = 0, . . . , n − 1, поскольку для всех остальных
значений γk полученные алгебры изоморфны перечисленным.

Положим 00 = 1.

Обозначение 3.17. Пусть An – некоторая вещественная алгебра Кэ-
ли–Дискона. Тогда для каждого m = 0, . . . , 2n − 1 обозначим
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δ
(n)
m =

n−1∏
l=0

(−γl)
cm,l ,

где показатели cm,l ∈ {0, 1} однозначно определены условием

m =

n−1∑

l=0

cm,l2
l.

Предложение 3.18. Для каждого m = 0, . . . , 2n − 1 значение δ
(n)
m

определено однозначно.

Доказательство. Этот факт следует из единственности двоичного
разложения натурального числа. �

Замечание 3.19. При любых значениях γ0, ..., γn−1 выполнено δ
(n)
0 =1.

В дальнейшем нам неоднократно потребуется следующая лемма.

Лемма 3.20. Пусть a = a0 + a1e
(n)
1 + · · ·+ a2n−1e

(n)
2n−1 ∈ An. Тогда

ā = a0 − a1e
(n)
1 − · · · − a2n−1e

(n)
2n−1;

Re(a) = a0;

Im(a) = a1e
(n)
1 + · · ·+ a2n−1e

(n)
2n−1;

n(a) =
2n−1∑

m=0

δ(n)m a2m.

Доказательство. Равенства получаются из леммы 3.8 при помощи
непосредственных вычислений. �

§4. Примеры вещественных алгебр Кэли–Диксона

Определение 4.1. Алгебра An{γ0, . . . , γn−1} называется алгеброй
главной последовательности Кэли–Диксона, если γi = −1 для любого
i = 0, . . . , n− 1.

Пример 4.2. Примерами алгебр главной последовательности Кэли–
Диксона могут служить алгебры комплексных чисел (C), кватернио-
нов (H), октонионов (O) и седенионов (S). Алгебры H и O определя-
ются, например, в работе [8], алгебра S – в работе [15].

Определение 4.3. Алгебра An{γ0, . . . , γn−1} называется контр-ал-
геброй, если γi = −1 для любого i = 0, . . . , n− 2 и γn−1 = 1.
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Пример 4.4. Частными случаями контр-алгебр являются алгебры
контркомплексных чисел (split-complex numbers; Ĉ), контркватернио-
нов (split-quaternions, coquaternions; Ĥ) и контроктонионов (split-octo-
nions, hyperbolic octonions; Ô), определенные в работе [13].

Известно, что алгебра Ĥ изоморфна алгебреM2(R) квадратных мат-
риц размера 2 над полем R, см. [21, стр. 66], а алгебра Ô изоморфна
векторно-матричной алгебре Цорна, [21, стр. 158]. Приведем также
конструктивные определения алгебр Ĉ и Ĥ, которые будут использо-
ваться в §7.

Определение 4.5 ([13]). Ĉ является алгеброй элементов вида a+ bℓ,
где a, b ∈ R, ℓ2 = 1 и задана операция сопряжения a+ bℓ = a− bℓ.

Определение 4.6 ([13]). Ĥ – это четырёхмерная алгебра над R, ба-
зисными элементами которой являются 1, i, ℓ, ℓi, операция сопряжения
задаётся формулой a0 + a1i+ a2ℓ + a3ℓi = a0− a1i− a2ℓ− a3ℓi, а умно-
жение осуществляется согласно таблице 1.

Таблица 1. Таблица умножения базисных контркватернионов.

× 1 i ℓ ℓi
1 1 i ℓ ℓi
i i −1 −ℓi ℓ
ℓ ℓ ℓi 1 i
ℓi ℓi −ℓ −i 1

Предложение 4.7 ([22]; [21, стр. 64–66]). Имеют место следующие
изоморфизмы:

C ∼= A1{−1};
H ∼= A2{−1,−1};
O ∼= A3{−1,−1,−1};
S ∼= A4{−1,−1,−1,−1}.

Ĉ ∼= A1{1};
Ĥ ∼= A2{−1, 1};
Ô ∼= A3{−1,−1, 1};

§5. Антикоммутативность в вещественных алгебрах

Кэли–Диксона

Всюду далее считаем, что An = An{γ0, . . . , γn−1}, где γi ∈ {−1, 0, 1},
i = 0, . . . , n− 1, – произвольная вещественная алгебра Кэли–Диксона.
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Лемма 5.1. Пусть a ∈ An. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) a ∈ OAn
(a), то есть a2 = 0;

2) a ∈ AncAn
(a);

3) n(a) = 0 и Re(a) = 0.

Доказательство. 1) ⇔ 2) Условия a2 = 0 и 2a2 = 0 эквивалентны
в An.

1) ⇒ 3) Пусть a2 = 0. Тогда

n(a) = aā = a(2Re(a)− a) = 2Re(a)a− a2 = 2Re(a)a ∈ R.

Значит, либо Re(a) = 0 и тогда n(a) = 0, либо a ∈ R и тогда a = 0.
3) ⇒ 1) Пусть n(a) = 0 и Re(a) = 0. Тогда

ā = −a и a2 = −aā = −n(a) = 0. �

Лемма 5.2. Пусть a ∈ An и выполняется условие Re(a) = 0. Тогда
a2 = −n(a) ∈ R.

Доказательство. Re(a)=0, поэтому ā=−a, a2=−aā=−n(a)∈R. �

Обозначение 5.3. Для a =
2n−1∑
m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑
m=0

bme
(n)
m ∈ An введём

обозначение

Λ(a, b) =
2n−1∑
m=0

δ
(n)
m ambm,

где параметр δ
(n)
m определён в обозначении 3.17.

Предложение 5.4. Λ(a, b) – симметричная вещественнозначная би-
линейная форма, то есть

Λ(a1 + a2, b) = Λ(a1, b) + Λ(a2, b),

Λ(αa, b) = αΛ(a, b),

Λ(a, b) = Λ(b, a),

Λ(a, b) ∈ R

для любых a, b ∈ A, α ∈ R.

Доказательство. Все свойства проверяются непосредственным вы-
числением. �

Предложение 5.5. Для любого a ∈ A выполнено n(a) = Λ(a, a).

Доказательство. Утверждение следует из леммы 3.20. �
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Предложение 5.6. Пусть a, b ∈ An. Тогда āb + b̄a = 2Λ(a, b) ∈ R.

Доказательство. Используя предложения 5.4 и 5.5, получим

āb+ b̄a = (ā+ b̄)(a+ b)− āa− b̄b = (a+ b)(a+ b)− āa− b̄b

= n(a+ b)− n(a)− n(b) = Λ(a+ b, a+ b)− Λ(a, a)− Λ(b, b)

=
(
Λ(a, a) + Λ(a, b) + Λ(b, a) + Λ(b, b)

)
− Λ(a, a)− Λ(b, b)

= 2Λ(a, b). �

Следствие 5.7. Пусть a, b ∈ An, Re(a) = Re(b) = 0. Тогда ab+ ba =
−2Λ(a, b) ∈ R.

Доказательство. Утверждение является частным случаем предло-
жения 5.6 при ā = −a, b̄ = −b. �

Лемма 5.8. Пусть a ∈ An, a 6= 0.

(1) Если Re(a) 6= 0, n(a) 6= 0, то AncAn
(a) = 0.

(2) Если Re(a) 6= 0, n(a) = 0, то AncAn
(a) = Rā.

(3) Если Re(a) = 0, то b ∈ AncAn
(a), если и только если Re(b) = 0 и

Λ(a, b) = 0.

Доказательство. Рассмотрим условие антикоммутативности элемен-
тов a, b ∈ An:

0 = ab+ ba

= (Re(a) + Im(a))(Re(b) + Im(b)) + (Re(b) + Im(b))(Re(a) + Im(a))

= (2Re(a)Re(b) + Im(a)Im(b) + Im(b)Im(a))

+ 2(Re(a)Im(b) +Re(b)Im(a)).

Заметим, что

A1 = 2Re(a)Re(b) + Im(a)Im(b) + Im(b)Im(a) = Re(ab+ ba),

тогда как

A2 = 2(Re(a)Im(b) +Re(b)Im(a)) = Im(ab+ ba).

Равенство A1 +A2 = 0 означает, что A1 = A2 = 0.
Рассмотрим вначале случай Re(a) 6= 0. Тогда

Im(b) = −Re(b)

Re(a)
Im(a),
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b = Re(b) + Im(b) =
Re(b)

Re(a)
(Re(a)− Im(a)) =

Re(b)

Re(a)
ā. (5.1)

Получаем, что

0 = ab+ ba =
Re(b)

Re(a)
(aā+ āa) = 2

Re(b)

Re(a)
n(a). (5.2)

Тогда, если n(a) 6= 0, то из равенства (5.2) следует, что Re(b) = 0, а
значит, из (5.1) получаем, что b = 0, что доказывает условие (1).

Если n(a) = 0, то равенство (5.1) гарантирует выполнение усло-
вия (2).

Случай, когда Re(b) 6= 0, рассматривается аналогично и приводит
к условиям случаев (1) или (2).

Если Re(a) = Re(b) = 0, то из следствия 5.7 получаем условие (3).
�

Обозначим через q число нулевых элементов среди γ0, . . . , γn−1. Кро-
ме того, введём следующие подмножества множества индексов
{1, . . . , 2n − 1}:

M+ =
{
1 6 m 6 2n − 1

∣∣∣ δ(n)m > 0
}
,

M− =
{
1 6 m 6 2n − 1

∣∣∣ δ(n)m < 0
}
,

M0 =
{
1 6 m 6 2n − 1

∣∣∣ δ(n)m = 0
}
,

M± = M+ ∪M−.

Предложение 5.9. Во введенных обозначениях выполняется M+ ∪
M− ∪M0 = {1, . . . , 2n − 1} и M+ ∩M− = M+ ∩M0 = M0 ∩M− = ∅.

Доказательство. Непосредственно следует из определения множеств
M+,M−,M0. �

Предложение 5.10. Во введенных обозначениях выполняется

(1) |M±| = 2n−q − 1, |M0| = 2n − 2n−q;
(2) если γ0, . . . , γn−1 6 0, то |M+| = 2n−q − 1, |M−| = 0;
(3) если для некоторого i ∈ {0, . . . , n−1} выполнено γi > 0, то |M+| =

2n−q−1 − 1, |M−| = 2n−q−1.

Доказательство. Утверждения следуют из определений множеств
M+,M−,M0, обозначения 3.17 и предложения 5.9. �
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Введём следующие линейные подпространства в An:

A+
n =

⊕

m∈M+

〈e(n)m 〉, A−
n =

⊕

m∈M−

〈e(n)m 〉, A0
n =

⊕

m∈M0

〈e(n)m 〉,

A±
n = A+

n ⊕A−
n , A′

n = A±
n ⊕A0

n.

По определению получаем, что A′
n = Im(An) – множество чисто

мнимых элементов алгебры An.

Пусть a ∈ An, a =
2n−1∑
m=0

ame
(n)
m . Ясно, что Im(a) ∈ A′

n. Кроме того,

обозначим

a+ =
∑

m∈M+

ame(n)m ∈ A+
n , a− =

∑

m∈M−

ame(n)m ∈ A−
n ,

a0 =
∑

m∈M0

ame(n)m ∈ A0
n, a± = Im(a)− a0 ∈ A±

n .

Ниже мы приводим еще несколько непосредственных следствий из
определений, которые будут использоваться в дальнейшем для дока-
зательства основного результата.

Следствие 5.11. Пусть a ∈ A′
n \ {0}.

(1) Если a ∈ A0
n, то AncAn

(a) = A′
n и dim(AncAn

(a)) = 2n − 1.
(2) Если a /∈ A0

n, то AncAn
(a) ( A′

n и dim(AncAn
(a)) = 2n − 2.

Доказательство. Так как Re(a) = 0, то, согласно лемме 5.8, b ∈
AncAn

(a), если и только если Re(b) = 0 и Λ(a, b) = 0.

(1) В случае, когда a ∈ A0
n, условие Λ(a, b) = 0 автоматически выпол-

нено, поэтому существенным является только условие b ∈ A′
n.

(2) В случае, когда a /∈ A0
n, уравнение Λ(a, b) = 0 задаёт собственное

(2n − 2)-мерное подпространство пространства A′
n. �

Следствие 5.12. Пусть a ∈ A′
n, n(a) 6= 0. Тогда

(1) A′
n = Ra⊕AncAn

(a);
(2) An = CAn

(a) + AncAn
(a).

Доказательство. (1) По лемме 5.1 из n(a) 6= 0 следует, что a /∈
AncAn

(a). Кроме того, согласно следствию 5.11, AncAn
(a) ⊂ A′

n,
dim(AncAn

(a)) > 2n − 2. Тогда

Ra⊕ AncAn
(a) ⊂ A′

n, dim(Ra⊕ AncAn
(a)) > 2n − 1 = dim(A′

n),

поэтому A′
n = Ra⊕AncAn

(a).
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(2) Поскольку 1, a ∈ CAn
(a), то An = R⊕A′

n = R⊕(Ra⊕AncAn
(a)) =

(R⊕Ra)⊕AncAn
(a) ⊂ CAn

(a)⊕AncAn
(a), откуда и следует требуемое.

�

Замечание 5.13. Cумму в равенстве An = CAn
(a)+AncAn

(a) можно
заменить прямой суммой, если и только если OAn

(a) = {0}.
Доказательство. CAn

(a) ∩ AncAn
(a) = OAn

(a). �

Пример 5.14. В качестве примера, когда OAn
(a) 6= {0}, можно взять

An = S, a – произвольный делитель нуля в S.

Лемма 5.15. Для алгебры An справедливы следующие утверждения.

(1) Существует a ∈ AC∗(An) такое, что Re(a) = 0, если и только
если либо n > 2, либо n = 1 и γ0 = 0.

(2) Существует a ∈ An такое, что Re(a) 6= 0, n(a) = 0, если и
только если A−

n 6= 0, то есть хотя бы одно из чисел γ0, . . . , γn−1

положительно.
(3) AC∗(An) = ∅, если и только если либо n = 0, либо n = 1 и γ0 < 0.

Доказательство. (1) Известно, что a ∈ AC∗(An), Re(a) = 0, если
и только если уравнение Λ(a, b) = 0 относительно переменной b =
2n−1∑
m=1

bme
(n)
m имеет хотя бы одно ненулевое решение.

• Если n > 2, то подойдёт любое a ∈ A′
n \ {0}.

• Если же n = 1, то a = a1e
(1)
1 , а уравнение для переменной

b = b1e
(1)
1 принимает вид −γ0a1b1 = 0. Поскольку a 6= 0, это

означает, что a1 6= 0. Значит, уравнение имеет ненулевое реше-
ние, если и только если γ0 = 0.

(2) Если γ0, . . . , γn−1 6 0, то неотрицательны множители при всех

слагаемых в n(a) =
2n−1∑
m=0

δ
(n)
m a2m, где a =

2n−1∑
m=0

ame
(n)
m . Кроме того,

δ
(n)
0 = 1. Таким образом, из Re(a) 6= 0 следует n(a) > 0.

Если же для некоторого i выполнено γi > 0, то можно взять a =√
γi + e

(n)

2i .
(3) Пусть либо n = 0, либо n = 1 и γ0 < 0. Тогда, как легко видеть,

AC∗(An) = ∅.

Пусть теперь либо n > 2, либо n = 1 и γ0 > 0. Докажем, что
AC∗(An) 6=∅.
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• Рассмотрим случай, когда либо n > 2, либо n = 1 и γ0 = 0.
Тогда, как было показано выше, найдётся a ∈ AC∗(An) такое,
что Re(a) = 0.

• Рассмотрим случай, когда n = 1 и γ0 > 0. Тогда, по доказан-
ному, существует b ∈ An такое, что Re(b) 6= 0, n(b) = 0, значит,
b ∈ AC∗(An). �

Следствие 5.16. Пусть AC∗(An) 6= ∅, a ∈ An.

(1) Если A−
n 6= 0 или A0

n = 0, то a антикоммутирует с любым b ∈
AC∗(An), если и только если a = 0.

(2) Если A−
n = 0 и A0

n 6= 0, то a антикоммутирует с любым b ∈
AC∗(An), если и только если a ∈ A0

n.

Доказательство. Очевидно, что если a = 0, то ab+ ba = 0 для любо-
го b ∈ AC∗(An). Проверим теперь существование ненулевых a, удовле-
творяющих этому условию. В силу условия AC∗(An) 6= ∅, достаточно
рассматривать только a ∈ AC∗(An).

(1)

• Пусть A−
n 6= 0. Тогда найдётся b ∈ An такое, что Re(b) 6= 0,

n(b) = 0. Тогда b, b̄ ∈ AC∗(An). Но AncAn
(b) ∩ AncAn

(b̄) = 0,
откуда и получаем требуемое.

• Пусть теперь A−
n = 0 и A0

n = 0. В силу условия AC∗(An) 6=
∅, выполняется n > 2. Тогда AC∗(An) состоит из ненулевых
элементов A′

n = A+
n . Для произвольного a ∈ AC∗(An) имеем

AncAn
(a)(A′

n. Значит, найдётся b∈AC∗(An) \AncAn
(a).

(2) Если A−
n = 0 и A0

n 6= 0, то AC∗(An) = A′
n \{0}. Пусть теперь a ∈

AC∗(An). Если a ∈ A0
n, то AncAn

(a) = A′
n, поэтому a антикоммутирует

со всеми элементами из AC∗(An). Если же a /∈ A0
n, то AncAn

(a) ( A′
n,

поэтому a не может удовлетворять данному условию. �

Лемма 5.17. Пусть a, b ∈ A′
n.

(1) Предположим, что все γ0, . . . , γn−1 неположительны. Тогда a и
b антикоммутируют, если и только если a± и b± ортогональны
как элементы (2n−q − 1)-мерного евклидова пространства.

(2) Предположим, что найдётся такое i ∈ {0, . . . , n− 1}, что γi > 0.
Тогда a и b антикоммутируют, если и только если a± и b± ор-
тогональны как элементы псевдоевклидова пространства с сиг-
натурой (2n−q−1 − 1, 2n−q−1).

Доказательство. Утверждения следуют из леммы 5.8. �
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Замечание 5.18. Таким образом, задача поиска клик среди чисто
мнимых элементов в ΓE

AC(An) сводится к задаче поиска ортогональ-
ных систем либо в (2n−q − 1)-мерном евклидовом пространстве, либо
в псевдоевклидовом пространстве с сигнатурой (2n−q−1 − 1, 2n−q−1).

Хорошо известен следующий факт, см. например, работу [17].

Лемма 5.19 ([17, стр. 282]). Пусть E – псевдоевклидово простран-
ство, U – подпространство в E, U⊥ – пространство элементов, ор-
тогональных каждому элементу из U . Тогда имеет место равенство

dim(U) + dim(U⊥) = dim(E).

Следствие 5.20. Пусть S ⊂ A±
n . Тогда

rk(S) + dim(AncAn
(S) ∩ A±

n ) = 2n−q − 1,

где rk(S) – мощность максимальной линейно независимой подсисте-
мы S.

Доказательство. Равенство непосредственно следует из лемм 5.17
и 5.19. �

Лемма 5.21. Пусть a ∈ AC∗(An).

(1) Если Re(a) = 0, то a ∼AC b, если и только если b 6= 0 и b ∈
(R \ {0})a+ A0

n, то есть b = αa + x для некоторых 0 6= α ∈ R и
x ∈ A0

n.
(2) Если Re(a) 6= 0, n(a) = 0, то a ∼AC b, если и только если b ∈

(R \ {0})a.

Доказательство. Воспользуемся леммой 5.8.
(1) Если Re(a) = 0, то AncAn

(a) ⊂ A′
n, поэтому из a ∼AC b следует,

что Re(b) = 0. Таким образом, как следует из леммы 5.8, a ∼AC b,
если и только если уравнения Λ(a, d) = 0 и Λ(b, d) = 0 относительно

переменной d =
2n−1∑
m=1

dme
(n)
m задают одно и то же множество решений. В

силу определения множеств M0 и M±, имеем M0∪M± = {1, . . . , 2n−1}
и, кроме того, δ(n)m = 0 при m ∈ M0 и δ

(n)
m 6= 0 при m ∈ M±. Значит,

Λ(a, d) =

2n−1∑

m=1

δ(n)m amdm =
∑

m∈M±

δ(n)m amdm,
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и аналогичная формула справедлива для Λ(b, d). Таким образом,
a ∼AC b, если и только если b 6= 0, Re(b) = 0 и b± = αa± для неко-
торого 0 6= α ∈ R. Легко заметить, что это выполнено тогда и только
тогда, когда b 6= 0 и b ∈ (R \ {0})a+A0

n.
(2) Если Re(a) 6= 0, n(a) = 0, то AncAn

(a) = Rā, AncAn
(a) ∩A′

n = 0.
Тогда из a ∼AC b следует, что Re(b) 6= 0, n(b) = 0, AncAn

(b) = Rb̄. При
этом Rā = Rb̄, если и только если b ∈ (R \ {0})a. �

Замечание 5.22. Из леммы 5.21 следует, что для любого a ∈ A′
n \A0

n

имеет место отношение a ∼AC a±. Однако при a ∈ A0
n \ {0} выполнено

a± = 0, AncAn
(a) = A′

n, AncAn
(a±) = An.

Обозначение 5.23. При A0
n 6= 0 выберем произвольный элемент из

A0
n \ {0} и обозначим его 0′. Положим A±

n = (A±
n \ {0}) ∪ {0′}.

Предложение 5.24. Для любого a ∈ A0
n \ {0} выполнено a ∼AC 0′.

Доказательство. Поскольку a, 0′ ∈ A0
n \ {0}, то

AncAn
(a) = AncAn

(0′) = A′
n,

откуда a ∼AC 0′. �

Следствие 5.25. (1) Пусть A0
n = 0. Тогда для любого a ∈ A′

n \ {0} в
классе эквивалентности [a]AC можно выбрать элемент из
A±

n \ {0}.
(2) Пусть A0

n 6= 0. Тогда для любого a ∈ A′
n \ {0} в классе эквива-

лентности [a]AC можно выбрать элемент из A±
n .

§6. Графы антикоммутативности вещественных алгебр

Кэли–Диксона

Обозначение 6.1. Для описания компонент связности графа ΓE
AC(An)

нам понадобятся следующие виды его максимальных подграфов на
указанных подмножествах вершин:

(C1):
{
[a], [ā]

}
, где Re(a) 6= 0, n(a) = 0;

(C2):
{
[a]
∣∣ a ∈ A±

n \ {0}
}
;

(C3):
{
[a]
∣∣ a ∈ A±

n

}
.

Обозначение 6.2. Для описания клик графа ΓE
AC(An) нам понадо-

бятся следующие виды подмножеств его вершин:
(Q1):

{
[a], [ā]

}
, где Re(a) 6= 0, n(a) = 0;
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(Qk
2):
{
[r1a1+. . .+rkak]

∣∣(r1, . . . , rk)∈Rk \{0}
}
∪
{
[b1], . . . , [b2n−2k−1]

}
,

где

• 0 6 k 6 2n−1 − 1 (если k = 0, то множество принимает вид{
[b1], . . . , [b2n−1]

}
);

• a1, . . . , ak, b1, . . . , b2n−2k−1 ∈ A±
n попарно антикоммутируют и

линейно независимы в совокупности;
• n(aj) = 0 для всех j = 1, . . . , k;
• n(bj) 6= 0 для всех j = 1, . . . , 2n − 2k − 1;

(Qk
3):

{
[0′]
}
∪
{
[r1a1 + · · · + rkak]

∣∣ (r1, . . . , rk) ∈ Rk \ {0}
}

∪
{
[b1],

. . . , [b2n−q−2k−1]
}
, где

• 0 6 k 6 2n−q−1 − 1 (если k = 0, то множество принимает вид{
[0′], [b1], . . . , [b2n−q−1]

}
),

• a1, . . . , ak, b1, . . . , b2n−q−2k−1 ∈ A±
n попарно антикоммутируют и

линейно независимы в совокупности,
• n(aj) = 0 для всех j = 1, . . . , k,
• n(bj) 6= 0 для всех j = 1, . . . , 2n−q − 2k − 1.

Перейдем к описанию строения графов антикоммутативности в ал-
гебрах An.

Теорема 6.3. Пусть γ0, . . . , γn−1 ∈ {−1, 0, 1}, An = An{γ0, . . . , γn−1}.
(A) Пусть n = 0 или n = 1 и γ0 < 0. Тогда ΓE

AC(An) – граф с пустым
множеством вершин.

(B) При n = 1 и γ0 > 0 граф ΓE
AC(An) является полным графом на

двух вершинах.
(C) При n > 1 и q = n граф ΓE

AC(An) является графом с одной вер-
шиной.

(D) При n>2, q=0 и A−
n 6=0 вершины ΓE

AC(An) – классы эквивалент-
ности, соответствующие элементам {a∈An|Re(a) 6=0, n(a)=0}
и элементам A±

n \ {0}.
Граф содержит компоненты связности вида C1 и C2. Диа-

метр каждой из компонент связности вида C1 равен 1, диаметр
компоненты связности C2 равен 2.

Максимальные клики графа ΓE
AC(An) могут принимать вид Q1

и Qk
2 , 0 6 k 6 2n−1 − 1.

(E) При n > 2, q = 0 и A−
n = 0 вершины ΓE

AC(An) – классы эквива-
лентности, соответствующие элементам A±

n \ {0}.
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Граф связен, его диаметр равен 2 (то есть ΓE
AC(An) состоит

из одной компоненты связности C2).
Максимальные клики ΓE

AC(An) имеют вид Q0
2.

(F) При n > 2, 0 < q < n и A−
n 6= 0 вершины ΓE

AC(An) – классы экви-
валентности, соответствующие элементам {a ∈An|Re(a) 6= 0,

n(a)=0} и элементам A±
n .

Граф содержит компоненты связности вида C1 и C3. Диа-
метр каждой из компонент связности вида C1 равен 1, диа-
метр компоненты связности C3 равен 1, если q = n − 1, и 2,
если q < n− 1.

Максимальные клики могут принимать вид Q1 и Qk
3,

0 6 k 6 2n−q−1 − 1.
(G) При n > 2, 0 < q < n и A−

n = 0 вершины ΓE
AC(An) – классы

эквивалентности, соответствующие элементам A±
n .

Граф связен, его диаметр равен 1, если q = n − 1, и 2, если
q < n−1 (то есть ΓE

AC(An) состоит из одной компоненты связ-
ности C3).

Максимальные клики имеют вид Q0
3.

Доказательство. (1) Случай A напрямую следует из леммы 5.15.
(2) В случае B, согласно лемме 5.15, AC∗(An)∩A′

n = ∅. Тогда, как
следует из леммы 5.8, AC∗(An) = {a ∈ An | Re(a) 6= 0, n(a) = 0} =

(R \ {0})(√γ0+ e
(1)
1 )∪ (R \ {0})(√γ0− e

(1)
1 ). Таким образом, вершинами

ΓE
AC(An) являются

[√
γ0 + e

(1)
1

]
AC

и
[√

γ0 − e
(1)
1

]
AC

, и они соединены
ребром.

(3) В случаях C, E и G, как следует из леммы 5.15, AC∗(An) ⊂ A′
n.

Значит, в силу леммы 5.8, AC∗(An) = A′
n \ {0}.

(4) В случае C A±
n = 0, поэтому AC∗(An) = A0

n\{0}. Таким образом,
множество вершин ΓE

AC(An) содержит только элемент [0′]AC .
(5) Случаи F и G отличаются от случаев D и E соответственно до-

бавлением элемента [0′]AC и изменением dim(A±
n ) с 2n − 1 на 2n−q − 1.

Стоит отдельно отметить, что в случаях F и G при n − q = 1 име-
ем dim(A±

n ) = 1, поэтому компонента связности C3 содержит толь-
ко два элемента, значит, её диаметр равен 1. Если же n − q > 2, то
dim(A±

n ) > 3, поэтому в C3 найдутся хотя бы два элемента, не соеди-
нённые ребром.
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(6) Таким образом, нам осталось рассмотреть случаи D и E, в ко-
торых n > 2, q = 0. Причины различия между ними описаны в лем-
ме 5.17.

(7) Рассмотрим сначала случай D. Из леммы 5.8 ясно, что клас-
сы эквивалентности, соответствующие элементам {a ∈ An | Re(a) 6=
0, n(a) = 0} и элементам A±

n \ {0}, лежат в разных компонентах связ-
ности.

(a) Как следует из леммы 5.8, все классы эквивалентности элементов
{a ∈ An |Re(a) 6= 0, n(a) = 0} содержатся в компонентах связности
вида C1, а максимальные клики в них совпадают с самими ком-
понентами связности и имеют вид Q1.

(b) Покажем, что подграф ΓE
AC(An) на множестве вершин

{
[a]AC

∣∣a ∈ A±
n \ {0}

}

связен и имеет диаметр 2. Воспользуемся леммой 5.17. Простран-
ство элементов A±

n , ортогональных (в смысле псевдоевклидова
пространства) заданному a ∈ A±

n \ {0}, имеет размерность 2n − 2,
при этом dim(A±

n ) = 2n−1, поэтому для любых двух таких элемен-
тов пространства ортогональных им элементов имеют ненулевое
пересечение (его размерность не меньше 2n − 3). Из этого следует,
что рассматриваемый подграф связен, а его диаметр не превосхо-
дит 2. При этом его диаметр не меньше 2, так как найдутся вер-
шины, не соединённые ребром (в псевдоевклидовом пространстве
размерности > 3 найдётся пара неортогональных элементов).

(c) Рассмотрим виды максимальных клик, которые встречаются в
компоненте связности C2.

Заметим, что если клику образуют различные вершины [a1], . . . ,
[ak], [r1a1 + · · ·+ rkak], где r1, . . . , rk ∈ R, то из rj 6= 0 следует, что
aj антикоммутирует само с собой, то есть n(aj) = 0 и Re(aj) = 0
(из леммы 5.1). Отсюда получаем, что n(r1a1 + · · ·+ rkak) = 0.

Пусть Q – максимальная клика в C2. Сопоставим каждому
классу эквивалентности из Q его представитель из A±

n . Обозна-
чим множество всех элементов полученного набора за S, множе-
ство элементов набора с нулевой нормой – за S0. Lin(S) и Lin(S0)
– линейные пространства, порождённые S и S0, соответственно,
Lin(S0) ⊂ Lin(S) ⊂ A±

n . Пусть

m = rk(S) = dim(Lin(S)), k = rk(S0) = dim(Lin(S0)), m > k.
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Ясно, что S0 ⊂ AncAn
(S) ∩ A±

n , откуда dim(AncAn
(S) ∩ A±

n ) > k.
Кроме того, из замечания выше следует, что

Lin(S) ∩ (AncAn
(S) ∩ A±

n ) = Lin(S0).

Используя следствие 5.20, получаем, что m+dim(AncAn
(S)∩A±

n ) =
2n−1, откуда 2k 6 k+m 6 2n−1. Значит, k 6 2n−1−1. Кроме того,
если k +m < 2n − 1, то найдётся b ∈ (AncAn

(S) ∩ A±
n ) \ Lin(S), и

тогда Q∪
{
[b]AC

}
тоже будет кликой. Но Q – максимальная клика,

поэтому k +m = 2n − 1. Значит, Q имеет вид Qk
2 .

Приведём пример клики вида Qk
2 для каждого возможного зна-

чения k, 0 6 k 6 2n−1 − 1:

aj = e
(n)
2j−1 + e

(n)
2j , j = 1, . . . , k,

bj = e
(n)
2k+j , j = 1, . . . , 2n − 2k − 1.

(8) В случае E все элементы из AC∗(An) имеют нулевую действи-
тельную часть и ненулевую норму, а условие антикоммутативности
выражается в терминах ортогональности в евклидовом пространстве
размерности 2n−1. Таким образом, аналогично показывается, что под-
граф ΓE

AC(An) вида C2, совпадающий со всем графом ΓE
AC(An), связен

и имеет диаметр 2. Явный вид клик Q0
2 следует из того факта, что в

евклидовом пространстве любая ортогональная система дополняется
до ортогонального базиса. �

§7. Примеры графов антикоммутативности

В случае кватернионов, контркомплексных чисел и контркватерни-
онов лемма 5.8 и теорема 6.3 принимают описанный ниже вид.

Лемма 7.1. Если a ∈ H, a 6= 0, то AncH(a) 6= 0, если и только если
Re(a) = 0.

В случае, когда Re(a) = 0, dim(AncH(a)) = 2 и b ∈ AncH(a), если и
только если Re(b) = 0 и a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0, где a = a1i+ a2j+ a3k,
b = b1i+ b2j + b3k.

Доказательство. Это частный случай леммы 5.8 при n = 2, γ0 = −1,
γ1 = −1. �

Теорема 7.2. Множество вершин ΓE
AC(H) – множество классов эк-

вивалентности ненулевых элементов Ri⊕Rj⊕Rk, граф ΓE
AC(H) свя-

зен, и его диаметр равен 2.
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Клики соответствуют ортогональным системам без нулевых эле-
ментов в Ri⊕Rj⊕Rk (с евклидовым скалярным произведением в R3).
Любая такая ортогональная система дополняется до ортогонально-
го базиса, поэтому максимальные клики имеют три вершины.

Доказательство. Это частный случай теоремы 6.3 при n=2, γ0=−1,
γ1 = −1. �

Лемма 7.3. Нетривиальные пары антикоммутирующих элементов

в Ĉ имеют следующий вид: это a+ aℓ и b− bℓ, где a, b ∈ R \ {0}.
Доказательство. Это частный случай леммы 5.8 при n=1, γ0 = 1.

�

Теорема 7.4. ΓE
AC(Ĉ) – граф, состоящий из двух вершин [1 + ℓ]AC и

[1− ℓ]AC, соединённых ребром.

Доказательство. Это частный случай теоремы 6.3 при n=1, γ0=1.
�

Лемма 7.5. Пусть a ∈ Ĥ, a 6= 0.

(1) Если Re(a) = 0, то dim(Anc
Ĥ
(a)) = 2, причём b ∈ Anc

Ĥ
(a), если и

только если Re(b) = 0 и a1b1 − a2b2 − a3b3 = 0, где a = a1i+ a2ℓ+
a3ℓi, b = b1i+ b2ℓ+ b3ℓi.

(2) Если Re(a) 6= 0, n(a) = 0, то dim(Anc
Ĥ
(a)) = 1, Anc

Ĥ
(a) = Rā. Все

ненулевые элементы b ∈ Anc
Ĥ
(a) удовлетворяют условию Re(b) 6=

0.
(3) Если Re(a) 6= 0, n(a) 6= 0, то Anc

Ĥ
(a) = 0.

Доказательство. Это частный случай леммы 5.8 при n=2, γ0 = −1,
γ1 = 1. �

Теорема 7.6. Вершины ΓE
AC(M2(R)) соответствуют ненулевым эле-

ментам M2(R) с нулевым следом либо нулевым определителем, а
множества вершин компонент связности этого графа имеют один
из двух видов:

(1) классы эквивалентности всех ненулевых элементов с нулевым
следом, причём диаметр этой компоненты связности равен 2;

(2)
{
[A]AC , [Ā]AC

}
, где tr(A) 6= 0, det(A) = 0.

Максимальные клики могут принимать следующий вид:

(i)
{
[A]AC , [Ā]AC

}
, где tr(A) 6= 0, det(A) = 0;

(ii)
{
[A]AC , [B]AC , [C]AC

}
, где
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• A,B,C линейно независимы и попарно антикоммутируют,
• tr(A) = tr(B) = tr(C) = 0,
• det(A), det(B), det(C) 6= 0;

(iii)
{
[A]AC , [B]AC

}
, где

• A и B антикоммутируют,
• tr(A) = tr(B) = 0,
• det(A) = 0, det(B) 6= 0.

Доказательство. Это частный случай теоремы 6.3 при n = 2, γ0 =
−1, γ1 = 1. �

§8. Связь централизатора и ортогонализатора

Определение 8.1. Ассоциатором тройки элементов a, b, c ∈ A назы-
вается элемент [a, b, c] = (ab)c− a(bc).

Предложение 8.2. Ассоциатор – линейная по каждому аргументу
функция.

Доказательство. Этот факт очевидным образом следует из опреде-
ления алгебры над полем. �

Определение 8.3. Алгебра A называется эластичной, если для лю-
бых a, b ∈ A выполнено (ab)a = a(ba).

Лемма 8.4 ( [27, теорема 1]). An – эластичная алгебра для любых
n ∈ N ∪ {0} и γ0, . . . , γn−1 ∈ R.

Следствие 8.5. Для любых a, b, c∈An выполняется [a, b, c]=−[c, b, a].

Доказательство.

0 = [a+ c, b, a+ c] = [a, b, a] + [a, b, c] + [c, b, a] + [c, b, c]

= 0 + [a, b, c] + [c, b, a] + 0 = [a, b, c] + [c, b, a]. �

Определение 8.6. Алгебра A называется альтернативной, если для
любых a, b ∈ A выполнено a2b = a(ab) и ba2 = (ba)a.

Лемма 8.7 ( [5, стр. 172]). Алгебра A{γ} является альтернативной,
если и только если A – ассоциативная алгебра.

Следствие 8.8 ([27, стр. 436]). An является альтернативной алгеб-
рой, если и только если n 6 3.

Следствие 8.9. При n 6 3 ассоциатор на An кососимметричен, то
есть меняет знак при транспозиции аргументов.
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Доказательство. Аналогично доказательству следствия 8.5. �

Лемма 8.10. Пусть a ∈ An, Im(a) 6= 0. Тогда

CAn
(a) = R⊕OAn

(Im(a))⊕ V,

где dim(V ) 6 1.

Доказательство. Ясно, что CAn
(a) = CAn

(Im(a)), поэтому требует-
ся показать, что

Im(CAn
(Im(a))) = OAn

(Im(a))⊕ V,

где dim(V ) 6 1. Поскольку, согласно лемме 5.8, AncAn
(Im(a)) ⊂ A′

n,
то

OAn
(Im(a)) = CAn

(Im(a)) ∩AncAn
(Im(a))

= Im(CAn
(Im(a))) ∩ AncAn

(Im(a))

и при b∈Im(CAn
(Im(a))) (а значит, Re(b)=0) условие b∈AncAn

(Im(a))
задаётся одним линейным уравнением (возможно, тривиальным), то

dim(Im(CAn
(Im(a)))) − dim(OAn

(Im(a))) 6 1. �

Лемма 8.11. Пусть a ∈ An, Im(a) 6= 0. Тогда

(1) если n(Im(a)) = 0 и, кроме того, либо Im(a) ∈ A0
n, либо n 6 3, то

CAn
(a) = R⊕OAn

(Im(a));
(2) если n(Im(a)) 6= 0, то CAn

(a) = R⊕ Ra⊕OAn
(Im(a)).

Доказательство. Очевидно, для любого a ∈ An выполнено включе-
ние CAn

(a) ⊇ R + Ra + OAn
(Im(a)). Как следует из леммы 5.1, усло-

вия n(Im(a)) = 0 и Im(a) ∈ OAn
(Im(a)) эквивалентны. Поскольку, по

условию, Im(a) 6= 0, то

(1) если n(Im(a)) = 0, это включение принимает вид CAn
(a) ⊇ R ⊕

OAn
(Im(a));

(2) если n(Im(a)) 6= 0, оно имеет вид CAn
(a) ⊇ R⊕ Ra⊕OAn

(Im(a)).

Покажем, что в указанных случаях имеет место также и обратное
включение. Пусть b ∈ CAn

(a), тогда Im(b) ∈ CAn
(Im(a)).

(1) Рассмотрим случай, когда n(Im(a)) = 0, то есть (Im(a))2 = 0.
• Если Im(a) ∈ A0

n, то, как следует из леммы 5.8, Im(b) ∈
AncAn

(Im(a)), откуда

Im(b) ∈ AncAn
(Im(a)) ∩CAn

(Im(a)) = OAn
(Im(a)).
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• Если n 6 3, то, в силу следствия 8.8, можно воспользоваться
альтернативностью An. Заметим, что

Im(a)Im(b) = Im(b) · Im(a) = Im(b)Im(a) = Im(a)Im(b),

то есть Im(a)Im(b) = r ∈ R. Тогда

0 = (Im(a))2Im(b) = Im(a)(Im(a)Im(b)) = rIm(a),

поэтому r = 0, то есть Im(b) ∈ OAn
(Im(a)).

(2) Пусть теперь n(Im(a)) 6= 0, то есть (Im(a))2 6= 0. В силу след-
ствия 5.12 существует единственное разложение

Im(b) = kIm(a) + d,

где d ∈ AncAn
(Im(a)). Заметим, что

d = Im(b)− kIm(a) ∈ CAn
(Im(a)),

d ∈ AncAn
(Im(a)) ∩CAn

(Im(a)) = OAn
(Im(a)),

Im(b) ∈ RIm(a)⊕OAn
(Im(a)). �

Пример 8.12. Если An – алгебра главной последовательности Кэли–
Диксона, то любой элемент a ∈ An, Im(a) 6= 0, удовлетворяет условию
леммы 8.11.

Лемма 8.13 ([1], [22, лемма 1.2]). Пусть A – произвольная алгебра.
Тогда для любых x, y, z, w ∈ A имеет место равенство

x[y, z, w] + [x, y, z]w = [xy, z, w]− [x, yz, w] + [x, y, zw].

Лемма 8.14 ([27, лемма 2]). Для любых x, y, z ∈ An выполнено

Re([x, y, z]) = 0.

Предложение 8.15. Пусть

a ∈ A4{−1,−1,−1, 1}= O{1} = Ŝ, n(Im(a)) = 0.

Тогда справедливо C
Ŝ
(a) = R⊕O

Ŝ
(Im(a)).

Доказательство. Предположим, что b ∈ C
Ŝ
(a) \ (R⊕O

Ŝ
(Im(a))). То-

гда Im(b) ∈ C
Ŝ
(a), поэтому

Im(a)Im(b) = Im(b) · Im(a) = Im(b)Im(a) = Im(a)Im(b),

то есть Im(a)Im(b) = r ∈ R. Поскольку Im(b) /∈ O
Ŝ
(Im(a)), то r 6= 0.

Без ограничения общности можно считать, что r = 1.
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Обозначим Im(a) = (a1, a2), Im(b) = (b1, b2), где a1, a2, b1, b2 ∈ O,
Re(a1) = Re(b1) = 0. Тогда

0 = (a1, a2)
2 = (a21 + ā2a2, a2a1 + a2ā1) = (a21 + n(a2), 0),

(1, 0) = (a1, a2)(b1, b2) = (a1b1 + b̄2a2, b2a1 + a2b̄1)

= (a1b1 + b̄2a2, b2a1 − a2b1).

Используя равенства b2a1 = a2b1 и n(a2) = −a21 ∈ R, а также альтер-
нативность O, получаем

n(a2)b2 = −b2a
2
1 = −(b2a1)a1 = −(a2b1)a1,

n(a2)b̄2 = n(a2)b2 = −(a2b1)a1 = −ā1(b̄1ā2) = −a1(b1ā2).

Умножив равенство 1 = a1b1 + b̄2a2 справа на ā2 и подставив выраже-
ние для n(a2)b̄2, получим

ā2 = (a1b1)ā2 + (b̄2a2)ā2 = (a1b1)ā2 + b̄2(a2ā2) = (a1b1)ā2 + n(a2)b̄2

= (a1b1)ā2 − a1(b1ā2) = [a1, b1, ā2].

В силу леммы 8.14, Re(ā2) = 0, поэтому ā2 = −a2 и a2 = [a1, b1, a2].
Применим лемму 8.14 для x = w = a2, y = a1, z = b1, используя косо-
симметричность ассоциатора на O:

−2n(a2) = 2a22 = a2[a1, b1, a2] + [a2, a1, b1]a2

= [a2a1, b1, a2]− [a2, a1b1, a2] + [a2, a1, b1a2].

Действительная часть правой части равенства равна 0, поэтому
n(a2) = 0, а значит, и n(a1) = 0, откуда a1 = a2 = 0, Im(a)Im(b) = 0.
Противоречие. �

Покажем существенность дополнительных условий в пункте (1)
леммы 8.11. Для этого нам понадобится следующее обозначение и
некоторые утверждения, непосредственно из него следующие.

Обозначение 8.16. Пусть для некоторых a, b ∈ An выполнено ba = 0,
a 6= 0, b 6= 0, Re(a) = 0 и n(a) = γnn(b) 6= 0.

(1) Положим c = (a, b), d = (0, b) ∈ An+1 = An{γn}.
(2) Если, кроме того, γn > 0 и ab = 0, то для любого r ∈ R, |r| < 1,

обозначим c(r) =
(
a, r(

√
γn)

−1a+
√
1− r2b

)
∈ An+1.

Предложение 8.17. Пусть для a, b ∈ An выполнено ba = 0, a 6= 0,
Re(a) = 0. Тогда условия ab = 0 и Re(b) = 0 эквивалентны.
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Доказательство. Поскольку a 6= 0, это утверждение следует из сле-
дующего равенства:

ab = b̄ā = −(2Re(b)− b)a = −2Re(b)a+ ba = −2Re(b)ā = 2Re(b)a. �

Предложение 8.18. Пусть a, b, c, c(r) введены в обозначении 8.16.
Тогда

(1) Re(c) = 0, n(c) = 0;
(2) Re(c(r)) = 0, n(c(r)) = 0.

Доказательство. (1) В силу леммы 3.20, выполнено

Re(c) = Re((a, b)) = Re(a) = 0,

n(c) = n((a, b)) = n(a)− γnn(b) = 0.

(2) Очевидно, Re
(
r(
√
γn)

−1a +
√
1− r2b

)
= 0, Re(c(r)) = 0. Прове-

рим, что n(c(r)) = 0:

n(c(r)) = n(a)− γnn

(
r√
γn

a+
√
1− r2b

)

= γn

(
n(b) +

(
r√
γn

a+
√
1− r2b

)2
)

= γn

(
n(b) +

r2

γn
a2 +

r
√
1− r2√
γn

(ab+ ba) + (1− r2)b2
)

= γn
(
n(b)− r2n(b)− (1 − r2)n(b)

)
= 0. �

Предложение 8.19. Пусть a, b, c, c(r), d введены в обозначении 8.16.
Тогда

(1) CAn+1
(c) = R⊕ Rd⊕OAn+1

(c);
(2) CAn+1

(c(r)) = R⊕ Rd⊕OAn+1
(c(r)).

Доказательство. (1) Нетрудно видеть, что

cd = (a, b)(0, b) = (a0 + γnb̄b, ba+ b0̄) = γnn(b) ∈ R \ {0}.

Кроме того, Re(c) = Re(d) = 0, поэтому dc = d̄c̄ = cd = cd. Таким об-
разом, d ∈ CAn+1

(c). Однако d /∈ R⊕OAn+1
(c), поскольку d /∈ OAn+1

(c)
и для любого r ∈ R \ {0} выполнено Im(c(d − r)) = −rc 6= 0. В силу
леммы 8.10, это означает, что CAn+1

(c) = R⊕ Rd⊕OAn+1
(c).
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(2) Покажем, что c(r)d ∈ R \ {0}. Действительно,

c(r)d =

(
a,

r√
γn

a+
√
1− r2b

)
(0, b)

=

(
a0 + γnb̄

(
r√
γn

a+
√

1− r2b

)
, ba+

(
r√
γn

a+
√
1− r2b

)
0̄

)

=
(
− r

√
γnba+ γn

√
1− r2b̄b, ba

)
= γn

√
1− r2n(b) ∈ R \ {0}.

Доказательство того факта, что CAn+1
(c(r)) = R ⊕ Rd ⊕ OAn+1

(c(r)),
проводится аналогично предыдущему пункту. �

Пример 8.20. Обоим условиям, приведенным в обозначении 8.16,
удовлетворяют, например,

a = (e1, e4), b = (e2, e7) ∈ S = A4{−1,−1,−1,−1} при γ4 = 1.

§9. Заключение

Особенный интерес представляет изучение графов коммутативно-
сти вещественных алгебр Кэли–Диксона, однако уже при n = 4 возни-
кают сложности. В отношении графа коммутативности алгебры седе-
нионов имеется следующая гипотеза.

Гипотеза 9.1. Элементы S, мнимая часть которых является делите-
лем нуля, образуют в ΓC(S) одну компоненту связности с диаметром 3.

В случае алгебр главной последовательности Кэли–Диксона, лем-
ма 8.11 полностью описывает связь между централизатором и орто-
гонализатором произвольного элемента. Кроме того, очевидно, что
ΓO(A) всегда является подграфом в ΓC(A). В связи с этим возникает
следующий вопрос.

Вопрос 9.2. Какова связь между ΓO(An) и ΓC(An) для алгебры глав-
ной последовательности Кэли–Диксона An? Для произвольной веще-
ственной алгебры Кэли–Диксона?

Замечание 9.3. Недавно авторам стало известно, что в работе [28]
изучены графы ортогональности конечномерных формально действи-
тельных йордановых алгебр. В частности, определены их кликовые
числа и доказано, что две конечномерные формально действительные
йордановы алгебры изоморфны тогда и только тогда, когда изоморф-
ны их графы ортогональности.
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Стоит отметить, что из любой вещественной алгебры Кэли–Диксона
(An,+, ·) можно получить Йорданову алгебру (An,+, ◦) с операцией
a ◦ b = 1

2 (ab+ ba). Тогда граф антикоммутативности алгебры (An,+, ·)
изоморфен графу ортогональности алгебры (An,+, ◦). При этом алгеб-
ра (An,+, ◦) является формально действительной, если и только если
(An,+, ·) — либо алгебра главной последовательности Кэли-Диксона,
либо алгебра контркомплексных чисел. Тем самым, рассматриваемые
в [28] и настоящей работе классы алгебр не совпадают, но нетривиаль-
но пересекаются. Непосредственная проверка показывает, что резуль-
таты, полученные для классов алгебр из пересечения, согласуются.
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The paper presents anticommutativity conditions for elements of arbit-
rary real Cayley–Dickson algebras, based on which the anticommutativity
graphs on equivalence classes of such algebras are classified. Under some
additional conditions on the algebras considered, an expression for the
centralizer of an element in terms of its orthogonalizer is obtained. Condi-
tions sufficient for this interrelation to hold are provided. Also examples of
real Cayley–Dickson algebras in which the centralizer and orthogonalizer
of an element are not interrelated in this way are considered.
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