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§1. Введение

Теория линейных отображений, сохраняющих матричные инвари-
анты, множества и отношения, активно исследуется на протяжении
последних более чем ста лет, начиная с работы Фробениуса [10] о ха-
рактеризации отображений, сохраняющих определитель, а именно, та-
ких линейных биективных отображений T , что det(T (A)) = det(A)
для всех A ∈ Mn(C). Преобразование T : Mn(C) → Mn(C) называет-
ся стандартным, если существуют такие обратимые матрицы M,N ∈
Mn(C), что T (X) = MXN для всех X ∈ Mn(C) или T (X) = MXTN
для всех X ∈ Mn(C). Фробениусу удалось доказать, что линейные
биективные отображения, сохраняющие определитель, исчерпываются
стандартными отображениями с дополнительным условием det(MN) =
1 и только ими. В 1925 Шур [17] обобщил теорему Фробениуса. Он
заменил условие инвариантности определителя на условие инвариант-
ности всех миноров некоторого фиксированного порядка r. Приведем
формулировку его теоремы, принадлежащую Маркусу и Мэю [14]. Для
произвольной матрицы X ∈ Mm,n(C) рассматривается r-ая матрица
дополнений Cr(X) ∈ M(m

r
),(n

r
)(C), состоящая из миноров матрицы X

порядка r, упорядоченных лексикографически по строкам и столбцам.

Теорема 1.1. ( [17, Шур]) (см. также [14]). Пусть T : Mmn(C) →
Mmn(C) – биективное линейное преобразование. Для заданного пара-

метра r, 2 6 r 6 min{m,n}, предположим, что существует такое

биективное линейное преобразование S : M(m
r
),(n

r
)(C) → M(m

r
),(n

r
)(C),

что для любой матрицы X ∈ Mm,n(C) имеет место равенство

Cr(T (X)) = S(Cr(X)).

Ключевые слова: определитель, перманент, имманант, линейные отображения,
кососимметрические матрицы.
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Тогда преобразование T является стандартным.

Теорема Фробениуса имеет сложное комбинаторное доказательство.
В 1949 Дьедонне [9] предложил новый подход к классификации биек-
тивных линейных отображений, сохраняющих матричные инвариан-
ты, базирующийся на основной теореме проективной геометрии. Дье-
донне получил стандартную характеризацию биективных линейных
отображений, сохраняющих вырожденные матрицы над произволь-
ным полем.

Теорема 1.2 ( [9, Дьедонне]). Пусть F – произвольное поле и T –

обратимое линейное отображение на Mn(F) такое, что из detX = 0
следует detT (X) = 0. Тогда отображение T является стандартным.

С этих теорем началось столетие интенсивного и плодотворного изу-
чения фробениусовых эндоморфизмов, т.е. линейных отображений, со-
храняющих матричные инварианты, свойства или отношения. Особен-
но интенсивно данный круг вопросов исследовался в течение послед-
них 50 лет. Наиболее полное описание известных результатов можно
найти в обзорах [11, 16].

Изучение отображений, сохраняющих перманент, восходит к работе
Маркуса и Мэя [15], см. также [1]. На пространстве симметрических
матриц такие отображения были охарактеризованы Лимом и Онгом
в [13]. Соответствующий вопрос про детерминант был рассмотрен в [12]
Лимом. В работах [6–8] изучены линейные отображения, сохраняющие
и переводящие друг в друга различные иммананты на пространстве
симметрических матриц.

Отображения пространства кососимметрических матриц

Qn(C) = {A = (aij) ∈ Mn(C)| aij = −aji при i < j, aii = 0},

где C обозначает поле комплексных чисел, сохраняющие иммананты,
также изучались ранее. В работе [3] Као и Танга охарактеризованы ли-
нейные отображения, сохраняющие определитель. В статье Даффнер
и Куэльо [5] охарактеризованы линейные отображения, сохраняющие
имманант dχ в случае χ /∈ {1, ǫ, [n− 1, 1], [2, 1n−2]}.

Однако в этом случае искомые отображения имеют более сложный
вид, и еще много вопросов пока остаются открытыми.

В настоящей работе мы охарактеризовали линейные отображения
пространства кососимметрических матриц, сохраняющие перманент,
для произвольного четного n > 4. Заметим, что поскольку перманент
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кососимметрической матрицы нечетного порядка всегда равняется 0,
при нечетном n все отображения Qn(C) в себя его сохраняют.

В нашей работе будут использоваться следующие обозначения. Че-
рез Sn обозначается группа перестановок на множестве {1, . . . , n},
Mn(C) – пространство всех n × n матриц с элементами из C, |X | –
мощность множества X . Через In обозначим единичную n× n матри-
цу. Как обычно, AT обозначает транспонированную матрицу A. Если
A,B ∈ Mn(C), то A ◦ B обозначает адамарово (поэлементное) произ-
ведение A и B.

Пусть {Eij} – стандартный базис Mn(C), где матрица Eij содер-
жит одну 1 на (i, j)-ом месте и 0 на всех остальных. Через Uij обо-
значим матрицу Uij = Eij − Eji, где i < j. Очевидно, что множество
{Uij}1<i<j<n является базисом линейного пространства Qn(C).

Для фиксированной перестановки σ ∈ Sn через P (σ) = (pij) обозна-
чим матрицу перестановки, где

pij =

{

1, если j = σ−1(i),
0 иначе.

Наша статья организована следующим образом. §2 содержит пред-
варительные сведения и некоторые вспомогательные утверждения. В
§3 доказан основной результат при n > 4. В §4 рассмотрен случай
n = 4.

§2. Вспомогательные факты

Определение 2.1. Пусть χ : Sn → C – неприводимый характер груп-
пы Sn. Имманант, ассоциированный с χ, – это функция dχ : Mn(C) →
C, определенная равенством

dχ(A) =
∑

σ∈Sn

χ(σ)

n
∏

i=1

aiσ(i)

для любой матрицы A = (aij) ∈ Mn(C).

Доказательство следующей леммы получается непосредственной
проверкой.

Лемма 2.2. 1. Если χ = ǫ – знакопеременный характер Sn, то dχ
является определителем матрицы. Если χ = 1 – тождественный

характер Sn, то dχ совпадает с перманентом матрицы.
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2. Пусть An ⊂ Sn – подгруппа индекса 2, состоящая из четных

перестановок, Pn = {σ ∈ Sn : σ = σ1 · · ·σr, σi ∈ An для всех i ∈
{1, . . . , r}}. Если A ∈ Qn(C), то

dχ(A) =
∑

σ∈Pn

χ(σ)
n
∏

i=1

aiσ(i).

3. Для произвольной перестановки σ ∈ Sn обозначим fix(σ) = |{i :
σ(i) = i}|. Пусть n > 2. Если χ = [n − 1, 1], то χ(σ) = fix(σ) − 1. В

частности, если A ∈ Qn(C), то dχ(A) = − per(A). (Действительно,

dχ(A) =
∑

σ∈Pn

χ(σ)
n
∏

i=1

aiσ(i), и для любой σ ∈ Pn выполнено fix(σ) = 0,

а значит fix(σ) − 1 = −1 для всех σ ∈ Pn.)
4. Если n четное, n > 2, χ = [n − 1, 1], то линейное отображение

T : Qn(C) → Qn(C) удовлетворяет условию

dχ(T (A)) = dχ(A)

для всех A ∈ Qn(C) тогда и только тогда, когда

per(T (A)) = per(A) для всех A ∈ Qn(C).

Следующая лемма аналогична утверждению [5, лемма 5.1]. Для
полноты приведем ее доказательство.

Лемма 2.3. Если n четное и линейное отображение T : Qn(C) →
Qn(C) удовлетворяет условию

per(T (A)) = per(A)

для всех A ∈ Qn(C), то отображение T является невырожденным.

Доказательство. При n = 2 результат может быть получен непо-
средственным вычислением.

Предположим, что существует матрица A = (aij) ∈ Qn(C), n > 2,
для которой T (A) = 0. Тогда per(αA+B) = per(T (αA+B)) = per(T (B))
= per(B) для всех α ∈ C и всех B = (bij) ∈ Qn(C). Пусть x – перемен-
ная над C. Тогда можно заключить, что для всех кососимметрических
матриц с коэффициентами из C[x] многочлены per(xA + B) и per(B)
равны.

Рассмотрим B = U34+U56+ · · ·+Un−1n. Поскольку у B есть нулевая
строка, per(B) = 0. Отсюда следует, что per(xA+B) = 0, в частности,
коэффициент при x2 многочлена per(xA +B) нулевой.
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С другой стороны, рассмотрим непосредственное вычисление этого

коэффициента из разложения per(xA + B) =
∑

π∈Sn

n
∏

t=1
(xatπ(t) + btπ(t)).

Матрица B выбрана таким образом, что ненулевой коэффициент при
x2 возникает только для перестановки π = π0 = (12)(34) . . . (n− 1n), а
для перестановки π0 этот коэффициент равняется (−1)ra212, где n = 2r.
Тогда коэффициент при x2 многочлена per(xA+B) равняется (−1)ra212,
откуда a12 = 0. Более того, так как per(P (ρ)XP (ρ)−1) = per(X) для
всех перестановок ρ ∈ Sn, получаем, что aij = 0 для всех i, j. Отсюда
A = 0. �

При n = 2 имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.4. Пусть T : Q2(C) → Q2(C) – линейное отображение.

Тогда T удовлетворяет условию per(T (A)) = per(A) для всех A ∈
Q2(C) тогда и только тогда, когда T (A) = A или T (A) = AT для

всех A ∈ Q2(C).

Доказательство. Так как Q2(C) – пространство размерности 1, то
для любого линейного отображения T существует такой элемент a ∈ C,
что T (U12) = aU12. Так как per(T (U12)) = per(U12), то a = 1 или
a = −1.

Легко видеть, что оба приведенных отображения сохраняют перма-
нент. �

Рассмотрим множество A1, определенное следующим равенством:

A1 = {A ∈ Qn(C)| deg per(xA+B) 6 2 для всех B ∈ Qn}.

Лемма 2.5 ([5, лемма 5.3]). Пусть n четное. Если линейное отоб-

ражение T : Qn(C) → Qn(C) сохраняет перманент, то T (A1) ⊂ A1.
Болeе того, если A∈A1, то для всех σ ∈ Sn имеем P (σ)AP (σ−1) ∈ A1.

Охарактеризуем множество A1.

Лемма 2.6. Пусть n > 4 является четным. Если A = (aij) ∈ A1,

то для всех попарно различных i1, i2, i3, i4 ∈ {1, . . . , n} выполняется

равенство

a2i1i2ai3i4 + ai1i2(ai1i3ai2i4 − ai1i4ai2i3) = 0. (1)

Доказательство. Рассмотрим множество различных переменных

Θ = {yij |1 6 i < j 6 n}.
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Пусть Y = [Yij ] – n × n кососимметрическая матрица, определяемая
равенством Yij = yij для 1 6 i < j 6 n, Yii = 0 и Yji = −yij 1 6 i <
j 6 n. Для произвольной матрицы A ∈ Qn(C) вычислим многочлен
per(xA + Y ) ∈ C[x,Θ]:

per(xA+ Y ) =
∑

σ∈Sn

n
∏

i=1

(xA + Y )iσ(i) =
∑

σ∈Sn

n
∏

i=1

(xaiσ(i) + yiσ(i)).

Рассматривая многочлен
n
∏

i=1

(xaiσ(i)+yiσ(i))=(xa1σ(1)+y1σ(1))(xa2σ(2)+y2σ(2)) · · · (xanσ(n)+ynσ(n))

=
n
∏

i=1

yiσ(i) +

( n
∑

j=1

ajσ(j)

n
∏

i6=j,i=1

yiσ(i)

)

x+ · · ·+

( n
∏

i=1

aiσ(i)

)

xn,

можем заключить, что

per(xA + Y ) = f0(A) + f1(A)x+ · · ·+ fn(A)x
n,

где fn(A) = per(A) и для k < n многочлен fk(A) ∈ C[Θ] либо является
нулевым, либо является однородным многочленом степени n− k.

Рассмотрим σ = (12)(34) · · · (n − 1 n), τ = (1234)(56) · · · (n − 1n),
ρ = (1342)(56) · · · (n− 1n) и обратные к τ и ρ перестановки.

Выпишем сумму слагаемых из выражения для per(xA+Y ), которые
отвечают выбранным перестановкам:

Σ = (−1)r(xa12 + y12)
2(xa34+ y34)

2(xa56 + y56)
2 · · · (xan−1n+ yn−1n)

2

+ (−1)r2(xa12 + y12)(xa23 + y23)(xa34 + y34)(xa41 + y41)(xa56 + y56)
2

· · · (xan−1n + yn−1n)
2 + (−1)r2(xa13 + y13)(xa34 + y34)(xa42 + y42)

× (xa21 + y21)(xa56 + y56)
2 · · · (xan−1n + yn−1n)

2.

Здесь коэффициент два перед вторым и третьим слагаемыми возни-
кает за счет рассмотрения перестановки и ее обратной.

Среди слагаемых, составляющих per(xA+Y ), есть скалярное крат-
ное монома x3p, где p = y34y

2
56y

2
78 · · · y

2
n−1n. Тогда коэффициент K при

мономе p в многочлене f3(A), т.е., коэффициент при x3p, является
суммой некоторых коэффициентов слагаемых, отвечающих переста-
новкам σ, τ , τ−1, ρ, ρ−1 и исключительно им. Таким образом, с одной
стороны, K равняется сумме некоторых коэффициентов Σ, а именно,

K = 2(−1)ra212a34 + 2(−1)r−2a12a23a41 + 2(−1)r−2a21a13a42
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= 2(−1)r(a212a34 − a12a23a14 + a12a13a24).

Действительно, вид p позволяет легко заключить, что перестановки,
отличные от σ, τ , τ−1, ρ, ρ−1, вносят нулевой вклад в коэффициент при
мономе px3, а вклад, соответствующий этим перестановкам, в точности
равняется K. С другой стороны, так как A ∈ A1, то f3(A) = 0. Следо-
вательно, K = 0. Таким образом мы получили требуемый результат в
случае {i1, i2, i3, i4} = {1, 2, 3, 4}. Для произвольных попарно различ-
ных i1, i2, i3, i4 ∈ {1, . . ., n} утверждение следует из леммы 2.5. �

В следующих результатах используются подпространства Vi про-
странства Qn(C), i = 1, . . . , n, и подпространства W(i,j,k), где индексы
i, j, k ∈ {1, . . . , n} попарно различны, а подпространства определены
следующим образом:

Vi = 〈Uij | j = 1, . . . , n, j 6= i〉,

W(i,j,k) = 〈Uij , Uik, Ukj〉.

Подпространства Vi состоят из кососимметрических n × n матриц,
таких что все ненулевые элементы каждой матрицы лежат в i-ой стро-
ке и i-ом столбце. Таким образом, если i, j, k ∈ {1, . . . , n} попарно раз-
личны, то

W(i,j,k) = (Vi + Vj) ∩ (Vj + Vk) ∩ (Vi + Vk).

§3. Линейные отображения, сохраняющие перманент

при n > 4

Лемма 3.1. Пусть n четное, n > 4, и A ∈ Qn(C). Тогда A ∈ A1

в том и только в том случае, когда A ∈ Vi, или A ∈ W(i,j,k), или

существует перестановка σ ∈ Sn, такая что

P (σ)AP (σ−1) =























0 a12 a13 0 0 . . . 0
−a12 0 0 a24 0 . . . 0
−a13 0 0 a34 0 . . . 0
0 −a24 −a34 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 0























.
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Доказательство. Основным инструментом доказательства этого ре-
зультата является формула (1) из леммы 2.6. Общая ситуация распа-
дается на следующие три случая.

Случай 1: в матрице A есть строка с одним ненулевым коэффици-
ентом и нет строк с более, чем одним, ненулевым коэффициентом.

С точностью до перестановки строк и столбцов можно предполо-
жить, что a12 6= 0. Рассмотрим i1 = 1, i2 = 2, i3 6= i4 и i3, i4 > 3.
Тогда из формулы (1) следует равенство a212ai3i4 = 0, откуда ai3i4 = 0.
Поскольку каждая строка матрицы A содержит не более одного нену-
левого элемента, получаем A = U12 ∈ W(1,2,3).

Случай 2: в матрице A есть строка с тремя или более ненулевыми
элементами.

Тогда существует такая перестановка σ ∈ Sn, что первая строка
матрицы P (σ)AP (σ−1) = (aij) содержит не менее трех ненулевых эле-
ментов. Более того, мы можем выбрать σ таким образом, что a12 6= 0,
a13 6= 0 и a14 6= 0. Тогда аналогично доказанному в случае 1 получаем,
что ai3i4 = 0 для всех i3, i4 > 5.

Также из формулы (1) леммы 2.6 следуют равенства:

a212a34 + a12(a13a24 − a14a23) = 0,

a213a24 + a13(a12a34 − a14a32) = 0,

a214a23 + a14(a12a43 − a13a42) = 0,

откуда имеем
a12a34 + a13a24 − a14a23 = 0,

a13a24 + a12a34 + a14a23 = 0,

a14a23 − a12a34 + a13a24 = 0.

Вычитая попарно последние равенства и используя условие рассмат-
риваемого случая a12a13a14 6= 0, получаем a23 = a24 = a34 = 0.

Если a1i 6=0 для некоторого i>4, то аналогично имеем a2i=a3i=0.
В случае a1i = 0, применяя формулу (1) для наборов (1, 2, 3, i) и
(1, i, 2, 3), получаем a12a3i + a13a2i = 0 и a13a2i − a12a3i = 0, откуда
a2i = a3i = 0. Аналогично, a4i = 0.

Таким образом, получаем включение P (σ)AP (σ−1) ∈ V1.
Случай 3: существует строка A, содержащая два ненулевых коэф-

фициента, и нет строк с тремя или более ненулевыми коэффициента-
ми.

В этом случае существует такая перестановка σ ∈ Sn, что у матрицы
P (σ)AP (σ−1) = (aij) два ненулевых элемента расположены в первой



ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ КОСОСИММЕТРИЧЕСКИХ МАТРИЦ 39

строке, и эти элементы a12 6= 0, a13 6= 0. По условию рассматриваемого
случая, отсюда следует, что

a1i = 0 для всех i > 4. (2)

В силу формулы (1), для всех i > 4 выполняются соотношения:

a212a3i + a12(a13a2i − a1ia23) = 0,

a213a2i + a13(a12a3i − a1ia32) = 0.

Подставляя a1i = 0, получаем равенство

a13a2i + a12a3i = 0. (3)

Применяя равенство (1) к четверке индексов (1, 2, j, k), где j, k > 4,
получим, что ajk = 0 для всех j, k > 4, поскольку a1j = a1k = 0 в
силу (2).

Предположим сперва, что a23 6= 0 и a2i 6= 0 для некоторого i > 3.
Тогда во второй строке есть три ненулевых элемента, поскольку a12 6=
0, что противоречит условиям этого случая.

Если для некоторого i > 3 выполняется a2i = 0 и a23 6= 0, то из (3)
следует a3i = 0. Тогда P (σ)AP (σ−1) = U12 + U13 + U23 ∈ W(1,2,3).

Таким образом, далее рассматриваем случай a23 = 0 и a2i 6= 0. С
точностью до перестановки столбцов считаем i = 4. Тогда

P (σ)AP (σ−1) =























0 a12 a13 0 0 . . . 0
−a12 0 0 a24 0 . . . 0
−a13 0 0 a34 0 . . . 0
0 −a24 −a34 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 0























,

где a13a24 + a12a34 = 0. �

Лемма 3.2. Пусть n четное, n > 6, и линейное отображение

T : Qn(C) → Qn(C)

сохраняет перманент. Тогда существует перестановка σ ∈ Sn, та-

кая что T (Vi) = Vσ(i) для i = 1, . . . , n.

Доказательство. Так как Vi ⊂ A1, то, по лемме 2.5, получаем T (Vi) ⊂
A1. Отображение T невырожденное, следовательно, dimT (Vi) = dimVi

= n− 1. Если T (Vi) имеет вид (2) или (3) из формулировки леммы 3.1,
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то dim T (Vi) 6 4. Последнее невозможно, так как dim T (Vi) > 5. Ре-
зультат следует из леммы 3.1 и невырожденности отображения T. �

Лемма 3.3. Пусть n четное, n > 6, и линейное отображение

T : Qn(C) → Qn(C)

удовлетворяет равенству

per(T (A)) = per(A)

для всех A ∈ Qn(C). Тогда существуют перестановка σ ∈ Sn и кон-

станты cpq такие, что для всех i, j ∈ {1, . . . , n} имеет место равен-

ство T (Uij) = cσ(i)σ(j)Uσ(i)σ(j).

Доказательство. Для каждого i ∈ {1, . . . , n} рассмотрим подпро-
странство Vi = 〈Uij |j ∈ {1, . . . , n}, i < j〉. По лемме 3.2, существует пе-
рестановка σ ∈ Sn, такая что T (Vi) = Vσ(i).

Так как Uij ∈ Vi ∩ Vj , то T (Uij) ∈ Vσ(i) ∩ Vσ(j) = 〈Uσ(i)σ(j)〉. Таким
образом, существуют ненулевые константы cpq такие, что T (Uij) =
cσ(i)σ(j)Uσ(i)σ(j) для всех i, j ∈ {1, . . . , n}. �

Теорема 3.4. Пусть n четное, n > 6, и линейное отображение

T : Qn(C) → Qn(C)

удовлетворяет условию

per(T (A)) = per(A) для всех A ∈ Qn(C).

Тогда существуют перестановка π ∈ Sn и симметрическая матрица

C ∈ Mn(C), такие что

T (A) = C ◦ P (π)AP (π−1)

для всех A ∈ Qn(C).

Доказательство. Пусть линейное отображение

T : Qn(C) → Qn(C)

удовлетворяет условию

per(T (A)) = per(A) для всех A ∈ Qn(C).

По лемме 3.3, существуют σ∈Sn и константы cpq такие, что T (Uij) =
cσ(i)σ(j)Uσ(i)σ(j) для всех различных i, j ∈ {1, . . . , n}. Так как отображе-
ние T невырожденное, все эти константы ненулевые. Положим cii = 0
и рассмотрим матрицу C = (ckp) ∈ Mn(C).
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Для всех различных i, j имеет место равенство

cσ(j)σ(i)Uσ(j)σ(i) = T (Uji) = −T (Uij) = −cσ(i)σ(j)Uσ(i)σ(j)

= cσ(i)σ(j)Uσ(j)σ(i).

Следовательно, cσ(j)σ(i) = cσ(i)σ(j). Получаем, что матрица C симмет-
рическая. Используя условие T (Uij) = cσ(i)σ(j)Uσ(i)σ(j) и линейность
T, получаем

T (A) = C◦P (π)AP (π−1) для любой A ∈ Qn(C). �

Замечание 3.5. Заметим, что, поскольку перманент кососимметри-
ческой матрицы нечетного порядка всегда равняется 0, при нечетных
n все отображения Qn(C) в себя его сохраняют.

§4. Случай кососимметрических 4× 4 матриц

Пусть n = 4. Рассмотрим линейное отображение

T0 : Q4(C) → Q4(C),

определенное равенством

T0(A) = C◦P (π)AP (π−1) для всех A ∈ Q4(C), (4)

где π ∈ S4 и C ∈ M4(C) – симметрическая матрица, удовлетворяющая
условию

4
∏

t=1

ctρ(t) = 1 для всех ρ ∈ P4. (5)

Лемма 4.1. Отображение T0 является линейным и сохраняет пер-

манент, а именно, perT0(A) = per(A) для всех A ∈ Q4(C).

Доказательство. Результат получается прямыми вычислениями с
учетом того, что T0 линейно в силу своего определения, а матрица C
удовлетворяет условию (5). �

Следующий пример показывает, что условие (4) не является необ-
ходимым, и при n = 4 существуют другие типы отображений, сохра-
няющие перманент.

Пример 4.2. Пусть линейное отображение

T1 : Q4(C) → Q4(C)
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определено равенством

T1(U13) = U24, T1(U24) = U13

и пусть для всех (i, j) таких, что i < j, (i, j) 6= (1, 3) и (i, j) 6= (2, 4),
выполнено

T1(Uij) = Uij .

Тогда

per(T1(A)) = per(A) для всех A ∈ Q4(C).

Непосредственная проверка показывает, что отображение T1 не мо-
жет быть записано в форме (4) для некоторой матрицы C и переста-
новки π.

Характеризация таких отображений в случае n = 4 – открытый
вопрос.

Проблема 4.3. Охарактеризовать линейные отображения Qn(C),
сохраняющие перманент, для n = 4.

Авторы благодарны Д. М. Барченкову за интересные обсуждения в
ходе работы над этой статьей.
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