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§1. Введение

Рассмотрим волновое уравнение

∂2t u−∆u = 0 (1)

в пространственно-временном цилиндре Ω×R (Ω – область в R
n, n > 2,

∆ – оператор Лапласа в R
n). В данной работе изучается задача опре-

деления решения u по данным Коши u, ∂νu (ν – внешняя единичная
нормаль к ∂Ω), известным на части границы ∂Ω × R. В отличие от
классической задачи Коши для волнового уравнения с данными на
пространственно-ориентированной поверхности, изучаемая нами зада-
ча не является корректной по Адамару [1,2]. Однако, решение u одно-
значно определяется в некоторой части цилиндра Ω×R, зависящей от
множества, на котором известны данные Коши. Это можно вывести из
теоремы Хольмгрена (а в случае переменных коэффициентов в урав-
нении из теоремы Татару [3]) о единственности продолжения решения
через нехарактеристическую поверхность.

Обозначим точку пространства R
n через (x, y), x = (x1, . . . , xn−1) ∈

R
n−1, y ∈ R. Мы будем рассматривать случай, когда область Ω явля-

ется подграфиком C∞-гладкой функции Y (x), удовлетворяющей усло-
вию роста на бесконечности:

Ω = {(x, y) |x ∈ R
n−1, −∞ < y < Y (x)},

|Y (x)| 6 C1 + C2|x|, C2 < 1
(2)

(см. рис. 1). В случае Y (x) ≡ const область Ω – полупространство.
Зафиксируем точку (x∗, y∗) ∈ Ω и момент времени t∗ ∈ R. Мы получим
алгоритм (формула (18), п. 4), позволяющий определить u(x∗, y∗, t∗)
по данным Коши на множестве

{(x, y, t) | (x, y) ∈ S, T−(x) 6 t 6 T+(x)}. (3)

Ключевые слова: волновое уравнение, задача Коши, продолжение волнового
поля, фотоакустическая томография.

Работа поддержана грантом РФФИ 17-01-00529-а.

99



100 М. Н. ДЕМЧЕНКО

Здесь T±(x) = t∗ ± (Y (x) − y∗), S – любое ограниченное открытое (в
относительной топологии) подмножество ∂Ω, содержащее пересечение
K ∩ ∂Ω, где

K = {(x, y) ∈ R
n | y − y∗ > |x− x∗|} (4)

(ограниченность пересечения K∩∂Ω следует из условия роста на Y (x)
в (2)). Конус K и поверхность S показаны на рис. 1. Очевидно, что
Y (x) > y∗ для (x, y) ∈ K ∩ ∂Ω. Мы будем предполагать, что поверх-
ность S выбрана так, что это неравенство выполнено для всех (x, y) из
замыкания S. Это означает, что T−(x) < T+(x), поэтому условие на t
в (3) имеет смысл.

Отметим, что формула (18) позволяет определить u(x∗, y∗, t∗) по
данным Коши на разных подмножествах пространственно-временной
границы. В самом деле, мы можем выбрать конус K с другим направ-
лением оси симметрии (при этом его вершина должна быть в точке
(x∗, y∗)), которому будет соответствовать другое множество S ⊂ ∂Ω.
Далее мы можем выбрать прямоугольную систему пространственных
координат таким образом, чтобы конус имел вид (4), а затем приме-
нить формулу (18). Для этого необходимо, чтобы в новых координатах
область Ω имела вид (2). Как известно, в задаче Коши для эллиптиче-
ского уравнения и в задаче аналитического продолжения решение так-
же однозначно определяется данными Коши на разных множествах.

Рис. 1. Область Ω состоит из точек, лежащих под гра-
фиком функции Y (x). Затемненная часть области –
множество ω, содержащее рассеиватели и неоднород-
ности. Заштрихованная область – конус K.
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Уравнение (1) описывает волновые процессы различной природы в
однородных средах. Таким образом, наш результат может применять-
ся для определения волнового поля в некоторой области по измерени-
ям на ее границе. Как будет показано в конце п. 4, наш алгоритм при-
меним также в случае, когда решение u(x, y, t) определено для (x, y),
принадлежащих некоторому подмножеству Ω. Это соответствует, на-
пример, волновому процессу в среде, занимающей область Ω и содер-
жащей неоднородности и рассеиватели, локализованные в некотором
множестве ω (см. рис. 1). При условии ω ∩ K = ∅ формула (18) поз-
воляет восстановить волновое поле в однородной части среды (т.е. в
Ω\ω), не используя при этом информации о строении неоднородностей
и рассеивателей.

Задача определения нестационарного волнового поля возникает в
таких приложениях, как обработка данных геофизических измере-
ний [4], фотоакустической томографии [5, 6], в задачах определения
источника цунами [7], а также при решении коэффициентных обрат-
ных задач [8–10].

Задаче Коши для гиперболических уравнений с данными на грани-
це посвящено множество работ – основные результаты и обзор лите-
ратуры можно найти в [1,2]. Основную часть результатов составляют
карлемановские оценки, из которых следует единственность решения
и оценки условной устойчивости. Для волнового уравнения с посто-
янными коэффициентами получены алгоритмы решения, основанные
на аналитических выражениях. Однако, в большинстве работ изуча-
ется случай нелокальных данных Коши, когда в качестве поверхности
S берется вся граница ∂Ω [5, 11–14]. Случай локальных данных Ко-
ши изучался Р. Курантом (задача Коши для ультрагиперболического
уравнения в полупространстве, см. [15]), а также в работах [16,17], где
рассматривались двумерные области.

§2. Специальное решение уравнения Лапласа

Вывод основного результата работы основан на специальном реше-
нии волнового уравнения, зависящем от малого параметра h и облада-
ющем некоторым свойством локализации при h → 0. При построении
этого решения мы будем использовать специальное решение уравнения
Лапласа, которому посвящен этот параграф.

В дальнейшем мы будем использовать обозначение ∆x =
∑

j ∂
2
xj

(та-

ким образом, для оператора Лапласа ∆ в R
n выполнено ∆ = ∆x+∂

2
y).
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Рассмотрим следующую задачу Коши для уравнения Лапласа в R
n:

∆ϕ = 0, (5)

ϕ|y=0 =
e−x2/h

(πh)m
, ∂yϕ|y=0 = 0. (6)

Здесь h > 0, m = (n− 1)/2, для вещественного или комплексного век-
тора ζ = (ζ1, . . . , ζn−1) мы полагаем ζ2 =

∑
j ζ

2
j . Отметим, что ϕ(x, 0) –

распределение Гаусса в R
n−1.

Лемма 1. Для любого h > 0 существует единственная C∞-гладкая

функция ϕ(x, y) в R
n, удовлетворяющая уравнению (5) и начальным

условиям (6). Кроме того,

ϕ, ∂x,yϕ, ∂
2
x,yϕ→ 0, h→ 0, при |x| > |y|; (7)

пределы достигаются равномерно на компактах, содержащихся в

{|x| > |y|}.
Доказательство. Для изучения задачи Коши (5), (6), мы применим
способ, описанный [18] (лемма 9.1.4), где уравнение Лапласа сводится
к волновому уравнению. Этот способ позволяет получить представ-
ление решения ϕ(x, y) в терминах фундаментального решения G(x, y)
волнового уравнения. Последнее определяется равенствами:

∂2yG−∆xG = 0, (8)

G|y=0 = 0, ∂yG|y=0 = δ(x) (9)

(δ – дельта-функция). При фиксированном y функции ∂βyG(·, y), β > 0,
сосредоточены в шаре {x | |x| 6 |y|}. Преобразование Фурье функции
∂yG(·, y) равно cos(y|ξ|). Положим

ϕ(x, y) =
1

(πh)m

〈
∂yG(x

′, y), e−(x−ix′)2/h
〉
. (10)

Здесь и далее в доказательстве угловые скобки означают применение
обобщенной функции переменной x′ к пробной функции. В данном

случае гладкая функция e−(x−ix′)2/h не является финитной по x′, од-
нако применение к ней финитной обобщенной функции ∂yG(·, y) име-
ет смысл. Ясно, что производные функции ϕ допускают аналогичное
представление

∂αx ∂
β
y ϕ(x, y) =

1

(πh)m

〈
∂β+1
y G(x′, y), ∂αx e

−(x−ix′)2/h
〉
. (11)
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Из этого представления и равенства ∂2yG(x, 0) = 0 вытекает второе на-
чальное условие в (6). Первое условие в (6) следует из определения (10)
и второго условия в (9).

Функцию ϕ(x, y), а также все ее производные по x, y можно рассмат-
ривать как аналитические функции комплексных переменных x1, . . .,
xn−1. Это следует из (10) и (11). Функция

ψ(x, y) = ϕ(ix, y) =
1

(πh)m

〈
∂yG(x

′, y), e(x−x′)2/h
〉

является сверткой функций (πh)−mex
2/h и ∂yG(x, y) по переменной x

и в силу (8) удовлетворяет волновому уравнению

∂2yψ −∆xψ = 0

при всех (x, y) ∈ R
n. При каждом фиксированном y левая часть в этом

уравнении – аналитическая функция переменных x1, . . . , xn−1. Следо-
вательно, это уравнение выполнено при всех комплексных x1, . . . , xn−1,
поэтому

(∂2yϕ+∆xϕ)(x, y) = (∂2yψ −∆xψ)(−ix, y) = 0.

Таким образом, выполняется уравнение (5). Единственность решения
ϕ следует из единственности решения задачи Коши для эллиптическо-
го уравнения.

Обратимся к утверждению (7). При фиксированном y функция
∂βyG(·, y) сосредоточена в круге {x | |x| 6 |y|}, поэтому результат ее
применения к гладкой функции f определяется значениями f в окрест-
ности указанного круга. С помощью преобразования Фурье можно по-
лучить оценку

∣∣〈∂βyG(x′, y), f(x′)
〉∣∣ 6 Cy,ε max

|x′|2 6 |y|2 + ε,
|α| 6 n + β − 1

|∂αf(x′)|, (12)

где ε > 0, а константа Cy,ε остается ограниченной для ограниченных y.

Пусть |x| > |y|. Положим f(x′) = (πh)−me−(x−ix′)2/h, ε = (|x|2−|y|2)/2.
При |x′|2 6 |y|2 + ε имеем

|e−(x−ix′)2/h|/hm = e(x
′2−x2)/h/hm 6 e(y

2−x2)/(2h)/hm → 0, h→ 0.

Таким же образом можно доказать аналогичное утверждение для про-
изводных ∂αx′f(x′). Ввиду (10), (12) мы получаем утверждение (7) для
функции ϕ. Такое же утверждение для производных функции ϕ дока-
зывается аналогично с применением (11) вместо (10). �
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§3. Специальное решение волнового уравнения

Следующая лемма позволяет по решению уравнения Лапласа по-
строить решение волнового уравнения (1).

Лемма 2. Пусть C∞-гладкая функция ϕ(x, y) в R
n удовлетворяет

равенствам

∆ϕ = 0, ∂yϕ|y=0 = 0. (13)

Тогда функция

w(x, y, t) =
1

π

π/2∫

0

ϕ
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
ds (14)

является C∞-гладкой на множестве x ∈ R
n−1, t ∈ R, y > |t|, и

удовлетворяет волновому уравнению

∂2tw −∆w = 0. (15)

Доказательство. Имеем

π∂yw =
y√

y2 − t2

π/2∫

0

(∂yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
sin s ds,

π∂tw =
−t√
y2 − t2

π/2∫

0

(∂yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
sin s ds.

Далее

π∂2yw =
−t2

(y2 − t2)3/2

π/2∫

0

(∂yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
sin s ds

+
y2

y2 − t2

π/2∫

0

(∂2yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
(sin s)2 ds,
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π∂2tw =
−y2

(y2 − t2)3/2

π/2∫

0

(∂yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
sin s ds

+
t2

y2 − t2

π/2∫

0

(∂2yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
(sin s)2 ds.

Отсюда

π(∂2t − ∂2y)w =
−1√
y2 − t2

π/2∫

0

(∂yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
sin s ds

−
π/2∫

0

(∂2yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
(sin s)2 ds.

Преобразуем первое слагаемое в правой части

1√
y2 − t2

π/2∫

0

(∂yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

) d

ds
(cos s) ds

= − (∂yϕ)(x, 0)√
y2 − t2

−
π/2∫

0

(∂2yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
(cos s)2 ds.

Теперь используя второе равенство в (13), получаем

π(∂2t − ∂2y)w = −
π/2∫

0

(∂2yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
ds.

Прибавив к этому выражение

− π∆xw = −
π/2∫

0

(∆xϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)
ds,

с учетом первого равенства в (13) получаем (15). �

Из определения (14) следует, что w и ∂xw имеют непрерывные про-
должения на множество {y > |t|}. Это же верно для ∂yw и ∂tw, что
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можно вывести из формул для этих производных, приведенных в на-
чале доказательства леммы 2, и из второго условия в (13). Всюду далее
под w и ∂x,y,tw мы будем понимать непрерывные продолжения функ-
ции w и ее производных на множество {y > |t|}. На границе этого
множества выполнено

(∂yw ± ∂tw)
∣∣
t=±y

= 0. (16)

Лемма 3. Если функция ϕ является решением задачи Коши (5), (6),
то для функции w(x, y, t), определенной по формуле (14), выполнено

w, ∂x,yw → 0, h→ 0, при |x| > y > |t|; (17)

пределы достигаются равномерно на компактах, содержащихся в

{|x| > y > |t|}.

Доказательство. Для w и ∂xw утверждение (17) является следстви-
ем свойства (7) и формулы (14). Для оценки ∂yw заметим, что в силу
∂yϕ|y=0 = 0 выполнено

∣∣∣(∂yϕ)
(
x,

√
y2 − t2 · sin s

)∣∣∣ 6
√
y2 − t2 max

τ∈[0,
√

y2−t2]

|(∂2yϕ)(x, τ)|.

Требуемое утверждение теперь вытекает из (7) и из формулы для ∂yw,
приведенной в начале доказательства леммы 2. �

Отметим (хотя нам в дальнейшем это не понадобится), что в (17)

условие |x| > y > |t| можно заменить на более слабое:
√
x2 + t2 > y >

|t|. Отметим также, что для
√
x2 + t2 < y функция w, вообще говоря,

растет экспоненциально быстро при h→ 0.

§4. Определение решения u

В этом параграфе мы получим основной результат нашей работы –
соотношение, позволяющее определить u(x∗, y∗, t∗) по данным Коши
на множестве (3).
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Теорема 1. В условиях параграфа 1 для любого решения u ∈ C2(Ω×R)
волнового уравнения (1) справедливо равенство

u(x∗, y∗, t∗) =
1

2

∑

±

u (x∗, Y (x∗), T±(x
∗))

+ lim
h→0

∫

S

dσx,y

T+(x)∫

T−(x)

(u ∂νw
∗ − ∂νu · w∗) dt,

(18)

где w∗(x, y, t) = w(x−x∗, y−y∗, t−t∗), функция w определена в условии

леммы 3, dσ – элемент площади на ∂Ω.

Из замечания, сделанного в конце п. 3, следует, что в конусе K
функция w∗ может расти экспоненциально быстро при h → 0, а зна-
чит, подинтегральное выражение в правой части (18) быстро растет.
Отсюда следует, что предел интеграла, вообще говоря, не существу-
ет, если в формулу (18) подставить произвольные гладкие функции
вместо данных Коши u, ∂νu. Поэтому если данные Коши известны с
погрешностью, этот предел следует аппроксимировать значением ин-
теграла при некотором положительном h. Оптимальное значение h за-
висит от точности данных Коши. Это характерная особенность задач,
требующих регуляризации, таких как задача аналитического продол-
жения.

Доказательство теоремы 1. Пусть координаты выбраны так, что
(x∗, y∗, t∗) = (0, 0, 0). В этом случае T±(x) = ±Y (x). Наше условие
Y (x) > y∗, (x, y) ∈ S (см. п. 1) теперь принимает вид Y (x) > 0, (x, y) ∈
S. Сначала мы докажем (18) в предположении Y (x) > 0, x ∈ R

n−1.
После этого мы рассмотрим общий случай.

По условию роста на функцию Y (x) в (2) множество KΩ = K ∩
Ω компактно. Поэтому существует финитная C∞-гладкая функция
χ(x, y) в R

n, равная единице в некоторой окрестности множества KΩ.
Пусть R такое большое число, что проекция носителя suppχ на гипер-
плоскость (x1, . . . , xn−1) содержится в шаре {|x| < R}. Положим

V = {(x, y, t) | |x| < R, |t| < y < Y (x)} ⊂ Ω× R.

Множество V – ограниченная область с липшицевой границей в R
n+1.

В самом деле, диффеоморфизм

(x, y, t) 7→ (x, y/Y (x), t/Y (x))
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корректно определен в окрестности множества V , поскольку Y (x) от-
делено от нуля при ограниченных x. Остается заметить, что указан-
ный диффеоморфизм переводит V в прямое произведение {x | |x| <
R} × {(y, t) | |t| < y < 1} двух липшицевых областей.

Положим ũ = χu. Имеем

∫

V

[
w · (∂2t −∆)ũ − ũ · (∂2t −∆)w

]
dxdydt

=

∫

∂V

[(ũ ∂xw − w ∂xũ)νx + (ũ ∂yw − w ∂yũ)νy

+(−ũ ∂tw + w ∂tũ)νt] dγ. (19)

Здесь ν = (νx, νy, νt) – внешняя единичная нормаль к ∂V ,
νx = (νx1

, . . . , νxn−1
), dγ – элемент площади на границе ∂V . Для при-

менимости этой формулы достаточно, чтобы выполнялись следующие
условия: i) функции ũ и w являются C2-гладкими внутри V ; ii) инте-
грал в левой части абсолютно сходится; iii) функции ũ, w и их первые
производные имеют непрерывные продолжения с V на замыкание V –
в правой части берутся предельные значения производных на грани-
це. Условие (i), очевидно, выполняется. Условие (ii) вытекает из (15)
и того факта, что w ограничена в V , а ũ является C2-гладкой в V .
Последнее условие, очевидно, выполняется для ũ, а для w оно следует
из замечания, приведенного сразу после доказательства леммы 2.

Определим множество Γ как пересечение ∂V с ∂Ω × R, множества
Γ± – пересечение ∂V с гиперплоскостями {±t = y}. Для всех точек
(x, y, t) множества ∂V \ (Γ∪Γ+∪Γ−) выполнено |x| = R. Число R было
выбрано так, что в этих точках выполнено χ = 0, а значит, ũ = 0.
Поэтому интеграл в правой части (19) равен сумме соответствующих
интегралов по Γ, Γ+, Γ−. Интеграл по Γ+ равен

∫

Γ+

[(ũ ∂yw − w ∂yũ)νy + (−ũ ∂tw + w ∂tũ)νt] dγ

=
1√
2

∫

Γ+

[w (∂yũ+ ∂tũ)− ũ (∂yw + ∂tw)] dγ

(20)

(на Γ+ имеем νx = 0, νt = −νy = 1/
√
2). В силу (16) на Γ+ выполне-

но ∂yw + ∂tw = 0. Учитывая также, что w(x, y,±y) = ϕ(x, 0)/2 (это
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следует из (14)), полученный интеграл равен

1

2

∫

|x|<R

dxϕ(x, 0)

Y (x)∫

0

(∂yũ+ ∂tũ)(x, y, y) dy

=
1

2

∫

|x|<R

dxϕ(x, 0)

Y (x)∫

0

∂y(ũ(x, y, y)) dy

=
1

2

∫

|x|<R

ϕ(x, 0) [ũ(x, Y (x), Y (x)) − ũ(x, 0, 0)] dx.

Аналогично получаем, что интеграл (20) с заменой Γ+ на Γ− равен

1

2

∫

|x|<R

ϕ(x, 0) [ũ(x, Y (x),−Y (x)) − ũ(x, 0, 0)] dx.

Мы получаем, что интеграл в правой части (19) равен
∫

|x|<R

ϕ(x, 0)

[
1

2
ũ(x, Y (x), Y (x)) +

1

2
ũ(x, Y (x),

−Y (x)) − ũ(x, 0, 0)] dx+

∫

Γ

(ũ ∂νw − ∂ν ũ · w) dγ.
(21)

Теперь перейдем к пределу h→ 0 в равенстве (19). Предел левой части
равен нулю. В самом деле, второе слагаемое под интегралом равно
нулю в силу (15). Выражение (∂2t −∆)ũ может быть отлично от нуля
лишь при условии ∂x,yχ 6= 0. Однако множество таких точек (x, y)
отделено от KΩ согласно нашему выбору функции χ. Тогда в силу (17)
первое слагаемое под интегралом в левой части (19) стремится к нулю
при h→ 0.

Как было показано выше, правая часть (19) равна выражению (21).
Согласно первому равенству в (6), ϕ(x, 0) равно распределению Гаусса
в R

n−1, которое стремится к δ(x) при h → 0. Таким образом, первый
интеграл в (21) в пределе h→ 0 дает

1

2

∑

±

ũ(0, Y (0),±Y (0))− ũ(0, 0, 0) =
1

2

∑

±

u(0, Y (0),±Y (0))− u(0, 0, 0)
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(мы воспользовались тем, что χ|KΩ
= 1). Из определения гиперповерх-

ности Γ следует, что второй интеграл в (21) равен

∫

SR

dσx,y

Y (x)∫

−Y (x)

(ũ ∂νw − ∂ν ũ · w) dt,

где SR = {(x, y) | |x| < R, y = Y (x)} ⊂ ∂Ω. Таким образом, равен-
ство (19) в пределе h→ 0 дает

u(0, 0, 0) =
1

2

∑

±

u (0, Y (0),±Y (0))

+ lim
h→0

∫

SR

dσx,y

Y (x)∫

−Y (x)

(ũ ∂νw − ∂ν ũ · w) dt.

Однако, интеграл по SR можно заменить на интеграл по S. Это следу-
ет из того, что множество SR \S отделено от KΩ, и в силу (17) на этом
множестве подинтегральное выражение стремится к нулю при h → 0.
Аналогичным образом в полученном интеграле можно заменить ũ на
u, поскольку множество точек, в которых χ 6= 1, отделено от KΩ. Та-
ким образом, равенство (18) доказано в случае Y (x) > 0, x ∈ R

n−1.
Перейдем к общему случаю, когда функция Y (x) предполагается по-
ложительной только при (x, y) ∈ S.

Пусть X – проекция замыкания S на гиперплоскость (x1, . . . , xn−1).
Имеем Y (x) > 0 для x ∈ X , а значит, функция Y положительна
и в некоторой окрестности множества X . Поэтому существует C∞-

гладкая функция Ỹ в R
n−1, такая что Ỹ |X = Y |X , 0 < Ỹ (x) 6 C для

x ∈ R
n−1. Введем область

Ω̃ = {(x, y) | x ∈ R
n−1, −∞ < y < Ỹ (x)}.

Несмотря на то, что функция Ỹ всюду положительна, приведенное

выше доказательство соотношения (18) неприменимо к области Ω̃, по-

скольку решение u, вообще говоря, не определено всюду в Ω̃× R. Од-
нако, это препятствие может быть устранено подходящим выбором
функции χ, введенной в начале доказательства. Мы можем выбрать χ
таким образом, чтобы было выполнено χ = 1 в окрестности множества
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KΩ и χ(x, y) = 0 для x /∈ X , поскольку проекция множества KΩ на ги-
перплоскость (x1, . . . , xn−1) содержится во внутренностиX . Тогда про-

изведение ũ = χu корректно определено для x ∈ X , y < Ỹ (x) = Y (x),
t ∈ R, и может быть гладко продолжено нулем на оставшуюся часть

цилиндра Ω̃×R. После этого можно повторить приведенное выше до-
казательство соотношения (18). �

В доказательстве теоремы 1 не обязательно, чтобы решение u урав-
нения (1) было определено всюду в Ω×R. Предположим, что уравне-
ние (1) выполняется при t ∈ R, (x, y) ∈ Ω \ ω, где ω – относительно
замкнутое подмножество Ω. Тогда формула (18) верна, если конус K
отделен от ω (из чего также следует, что (x∗, y∗) ∈ Ω\ω), см. рис. 1. При
выводе этой формулы достаточно выбрать гладкую функцию χ так,
чтобы в окрестности множества ω было выполнено χ = 0. После этого
произведение χu можно продолжить нулем на ω ×R и рассматривать
его как функцию, определенную в Ω × R. Далее вывод формулы (18)
проводится без изменений.

Автор благодарен М. И. Белишеву и А. П. Киселеву за полезные
обсуждения.
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