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§1. Введение

• BC-метод (метод граничного управления) это подход к обратным
задачам, использующий их связи с теорией управления [1, 5]. Его “ло-
кальный” вариант, рассматриваемый в данной работе, ориентирован на
приложения в геофизике (сейсмике), где требуется восстановить зави-
сящие от глубины параметры среды по данным на дневной поверх-
ности. Волновой процесс инициируется источниками (управлениями),
расположенными на части границы зондируемой области; на этой же
части снимаются данные [1–4].

Численные алгоритмы, созданные на базе локального варианта, ус-
пешно протестированы в ряде экспериментов [1,6–10]. Их дальнейшая
разработка и возможное использование для работы с реальными дан-
ными – важная перспективная задача.

• Одна из главных проблем апробации алгоритмов состоит в подготов-
ке надежного теста. Подготовка состоит в решении соответствующей
прямой задачи и нахождении данных (здесь – оператора реакции),
которые затем используются алгоритмом для восстановления пара-
метров (скорости звука, плотности среды и др.). В работе предлагает-
ся простейший из возможных тестов, отвечающий постоянной скоро-
сти. При кажущейся тривиальности этот случай, тем не менее, вполне
содержателен: имеющийся опыт показывает, что алгоритм, успешно
восстанавливающий константы, хорошо справляется с восстановлени-
ем гладких переменных скоростей (по крайней мере вблизи границы).
Цель статьи – сделать численное тестирование доступным возможно
более широкому кругу пользователей BC-метода.
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• В первой части дается сжатое описание локального варианта BC-
метода. Оно следует работе [3], в которой теория подхода изложена
во всех подробностях. Особенность случая, рассматриваемого здесь
(и в [3]), состоит в использовании граничных управлений Неймана –
в отличие от упоминавшихся выше работ, в которых тестировались
алгоритмы для управлений Дирихле. Неймановские управления более
реалистичны в геофизических приложениях.

Во второй части описан тест, отвечающий постоянной скорости и
приводится подробная схема его использования. Программирование по
этой схеме не составит большого труда. Проблемой, как всегда в много-
мерных обратных задачах, будет регуляризация алгорит-
ма [6, 7, 9].

• Авторы признательны А. А. Тимонову за полезные обсуждения.

§2. Прямая задача

Постановка. В полуплоскости R
2
+ := {(x, y) ∈ R

2 | y > 0} ставится
начально-краевая задача

utt −∆u − 〈∇ ln ρ,∇u〉 = 0 в R
2
+ × (0, T ), (1)

u|t=0 = ut|t=0 = 0 в R
2
+, (2)

uy|y=0 = f при 0 6 t 6 T, (3)

где ∆u = uxx + uyy, 〈∇ ln ρ,∇u〉 = (ln ρ)xux + (ln ρ)yuy, ρ = ρ(x, y) –
гладкая положительная функция (приведенная скорость звука), f =
f(x, t) – граничное управление (Неймана), T > 0 – финальный мо-
мент времени,u = uf(x, y, t) – решение (волна). Приведем некоторые
известные свойства решений.

• Следствием стационарности системы (независимости коэффициен-
тов уравнения (1) от t) является инвариантность решений относитель-
но сдвигов по времени. Для его формулировки удобно принять согла-
шение, действующее всюду ниже.

Соглашение. Все зависящие от времени функции полагаются рав-

ными 0 при t < 0.
Если f есть управление, а

f ξ( · , t) := f( · , t− (T − ξ)), 0 6 t 6 T,
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– оно же, включенное с задержкой T − ξ (так что время действия
управления f ξ равно ξ), то

uf
ξ

( · , · , T ) = uf ( · , · , ξ) , 0 < ξ 6 T, (4)

т.е. задержка управления приводит к такой же задержке волны. Из
той же стационарности следуют равенства

uft( · , · , t)= uft ( · , · , t), uF ( · , · , t)=
t

∫

0

uf( · , · , s) ds, 0<ξ6T, (5)

где F ( · , t) :=
t
∫

0

f( · , s) ds.

• Решения гиперболического уравнения (1) подчиняются принципу ко-
нечности области влияния. Пусть σ = {(x, 0) |α 6 x 6 β} есть конеч-
ный сегмент оси x, Ωr[σ] := {p ∈ R

2
+ | dist (p, σ) < r} – его метриче-

ская окрестность радиуса r > 0 (dist – евклидово расстояние). Если
supp f ⊂ σ × [0, T ], т.е. управление сосредоточено на сегменте σ, то

suppuf ( · , · , t) ⊂ Ωt[σ], 0 < t 6 T (6)

т.е. соответствующая волна локализована в t-окрестности сегмента, с
которого действует управление. Соотношение (6) означает, что волны
распространяются в полуплоскости с единичной скоростью.

Динамическая система. Задаче (1)–(3) сопоставляются стандартные
атрибуты динамической системы: пространства и операторы. Упро-
щая обозначения, мы опускаем указание на сегмент σ, который пока
предполагается фиксированным.

• Внешнее пространство есть гильбертово пространство FT управ-
лений, действующих с σ, со скалярным произведением

(f, g)FT =

∫

σ×[0,T ]

f(x, t) g(x, t) ρ(x, 0) dx dt. (7)

В нем выделено семейство подпространств

F
T, ξ :=

{

f ξ | f ∈ F
T
}

, 0 < ξ 6 T,

образованных задержанными управлениями. Здесь T − ξ есть задерж-
ка, ξ – время действия; FT, T = FT .
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• Внутреннее пространство состояний (волн) есть пространство H T

со скалярным произведением

(v, w)H T =

∫

ΩT [σ]

v(x, y)w(x, y) ρ(x, y) dx dy. (8)

В силу (6) волны uf ( · , · , t) суть его элементы (функции переменных
x и y, зависящие от t как от параметра). В H T выделено семейство
подпространств

H
ξ :=

{

v ∈ H
T
∣

∣ supp v ⊂ Ωξ[σ]
}

, 0 < ξ 6 T,

которые содержат запаздывающие волны: в силу (4) и (6) выполнено

uf
ξ

( · , · , T ) = uf ( · , · , ξ) ∈ H ξ.

• Оператор управления WT : FT → H T ,

(WT f)(x, y) := uf (x, y, T ), (x, y) ∈ R
2
+ (9)

есть оператор, разрешающий задачу (1)–(3). Он непрерывен и инъек-
тивен при всех T > 0 [3].
• Оператор реакции RT : FT → FT ,

(RT f)(x, t) := uf (x, 0, t), x ∈ σ, 0 6 t 6 T (10)

описывает реакцию системы на воздействие, производимое управле-
нием. Он также непрерывен. Правая часть в этом определении имеет
смысл величины давления, наблюдаемого на границе полуплоскости.

Оператор CT : FT → FT ,

CT := (WT )∗WT (11)

называется связывающим. Для управлений f, g ∈ FT выполнено

(

uf ( · , · , T ), ug( · , · , T )
)

H T

(9)
= (WT f,WT g)H T = (CT f, g)FT , (12)

так что CT связывает метрики внешнего и внутреннего пространств.
По инъективности WT , оператор CT также инъективен: из CT f = 0
следует f = 0.

• Одним из центральных фактов BC-метода является простая и явная
связь между связывающим оператором и оператором реакции (см. [1–
3]). Для ее описания введем:
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операторы четного и нечетного продолжений ST : FT → F 2T ,

(ST±f)( · , t) :=

{

f( · , t), 0 6 t < T,

±f( · , 2T − t), T 6 t 6 2T ;

оператор интегрирования J2T : F 2T → F 2T ,

(J2T f)( · , t) :=
t

∫

0

f( · , s) ds , 0 6 t 6 2T ;

операторы выделения четной и нечетной частей P 2T
± : F 2T → F 2T ,

(P 2T
± f)( · , t) :=

1

2
[f( · , t)± f( · , 2T − t)] , 0 6 t 6 2T ;

оператор редукции N2T : F 2T → FT ,

(N2T f)( · , t) := f( · , t) , 0 6 t 6 T.

Отметим легко проверяемое соотношение (ST−)
∗ = 2N2TP 2T

− .

Пусть R2T : F2T → F2T есть оператор реакции системы (1)–(3) с
финальным моментом t = 2T , ∂t - производная по времени.

Лемма 1. Справедливы представления

CT =
1

2
(ST−)

∗J2TR2TST−, ∂tC
T =

1

2
(ST+)

∗R2TST−=N2TP 2T
+ R2TST−. (13)

Вывод представления для CT см. в [3]; второе представление легко
следует из первого. Первое представление влечет

(CT f)(x, t) = −1

2

2T−t
∫

t

uf−(x, 0, s) ds

(5)
=

1

2

[

uF−(x, 0, t)− uF−(x, 0, 2T − t)
]

, x ∈ σ, 0 6 t 6 T, (14)

где F−( · , t) :=
t
∫

0

f−( · , s) ds, 0 6 t 6 2T , и

(

uf ( · , · , T ), ug( · , · , T )
)

H T

(12)
= (CT f, g)FT

(13)
=

1

2
(R2TST−f, (J

2T )∗ST−g)F2T

(10)
=

1

2

∫

σ×[0,2T ]

uf−(x, 0, t)





2T
∫

t

g−(x, s) ds



 dx dt, (15)
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где f− := ST−f и g− := ST−g. Из второго следует

(∂tC
T f)(x, t) =

1

2

[

uf−(x, 0, t) + uf−(x, 0, 2T − t)
]

,

x ∈ σ, 0 6 t 6 T.
(16)

Волновой базис. • Напомним, что полнота системы элементов в гиль-
бертовом пространстве означает возможность аппроксимировать эле-
менты этого пространства линейными комбинациями элементов систе-
мы (сколь угодно точно по норме пространства). Если S – гильбертово
пространство, а φ1, φ2, . . . – полная линейно независимая система, то
для любого s ∈ S справедливо представление

s = lim
N→∞

N
∑

k=1

αNk φk , (17)

в котором коэффициенты находятся из системы Грама

N
∑

k=1

Gikα
N
k = βi ; Gik := (φi, φk)S , βi := (s, φi)S , i = 1, . . . , N .

Принципиальным для BC-метода оказывается свойство приближен-

ной локальной граничной управляемости динамической системы (1)–
(3): см. [1–9]. Приведем одну из эквивалентных формулировок.

Лемма 2. Пусть сегмент σ и момент T > 0 выбраны произвольно и

пусть f1, f2, . . . – полная линейно независимая система управлений в

пространстве FT . Тогда волны uf1( · , · , T ), uf2( · , · , T ), . . . образуют

полную линейно независимую систему в пространстве H T .

Таким образом, любую функцию, заданную в области ΩT [σ], за-
метенной волнами к финальному моменту, можно аппроксимировать
волнами, которые инициированы управлениями, действующими с σ.
Систему волн uf1( · , · , T ), uf2( · , · , T ), . . . мы называем волновым ба-

зисом пространства H T .

• Поскольку момент T > 0 в Лемме 2 произволен, по свойству (4)

заключаем: если f ξ1 , f
ξ
2 , . . . – полная линейно независимая система уп-

равлений в FT, ξ, то инициированные ими волны uf
ξ
1 ( · , · , T ),

uf
ξ
2 ( · , · , T ), . . . образуют волновой базис в подпространстве H ξ при

каждом 0 < ξ 6 T .
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Пусть h ∈ H T есть функция, заданная в области ΩT [σ],

hξ :=

{

h в Ωξ[σ],

0 в ΩT [σ] \ Ωξ[σ]

– ее срезка на подобласть Ωξ[σ], заметаемую волнами к моменту t = ξ.
Тогда для срезки имеем представление (17) в виде разложения по вол-
новому базису

hξ = lim
N→∞

N
∑

k=1

αNk u
ξ
k , (18)

в котором uξk := uf
ξ
k ( · , · , T ), а коэффициенты находятся из системы

Грама

N
∑

k=1

Gikα
N
k = βi ; Gik := (uξi , u

ξ
k)H T

(12)
= (CT f ξi , f

ξ
k )FT ,

βi := (h, uξi )H T , i = 1, . . . , N . (19)

Матричные элементы Gik, правые части βi и решения αNk , конечно,
зависят от ξ. Мы игнорируем эту зависимость в обозначениях, чтобы
не перегружать их.

• Если h = 1 в ΩT [σ], то правые части βi находятся явно:

βi =

∫

σ×[T−ξ,T ]

(T − t) f ξi (x, t) dx dt (20)

(вывод см. в [3]). В этом случае разложение (18) принимает вид

1ξ = lim
N→∞

N
∑

k=1

αNk u
ξ
k , (21)

где коэффициенты αNk определяются из системы (19) с матрицей

Gik
(15)
=

1

2

∫

σ×[0,2T ]

u{f
ξ
i }− (x, 0, t)





2T
∫

t

{f ξk}−(x, s) ds



 dx dt (22)

и правыми частями (20).
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§3. Обратная задача

Постановка. В области ΩT [σ], заполненной волнами к финальному
моменту t = T , выделена подобласть

BT [σ] := {(x, y) | x ∈ σ, 0 6 y < T } ,

которая покрывается лучами, исходящими из точек σ ортогонально
границе.

Обратная задача состоит в определении функции ρ в подобласти
BT [σ] по заданному оператору реакции R2T . Дополнительно считают-
ся известными значения ρ|σ.

Напомним, что задание оператора R2T равносильно следующему:
для любого управления f , действующего с σ при временах 0 6 t 6 2T ,
известны значения волны uf(x, 0, t) при всех x ∈ σ и 0 6 t 6 2T . Доба-
вим, что, за счет некоторого усложнения приводимой ниже процедуры
решения обратной задачи, по R2T можно определить и значения ρ|σ,
так что в принципе задавать их излишне.

Амплитудная формула. • Основным средством решения обратной за-
дачи BC-методом является амплитудная формула (АФ), которая вы-
водится средствами геометрической оптики [1–9]. Здесь мы используем
версию АФ из работы [3]:

√

ρ (x, ξ)

ρ(0, ξ)
=

{[

∂t lim
N→∞

N
∑

k=1

αNk

(

CT f ξk

)

]

(x, t)

}

∣

∣

∣

∣

t=T−ξ+0

t=T−ξ−0

, (23)

где ξ ∈ (0, T ) фиксировано, x пробегает сегмент σ, а f ξ1 , f
ξ
2 , . . . – пол-

ная система управлений в FT, ξ. Коэффициенты αNk определяются из
системы Грама (19)

N
∑

k=1

Gikα
N
k = βi (24)

с матрицей

Gik =
1

2

∫

σ×[0,2T ]

u{f
ξ
i }− (x, 0, t)





2T
∫

t

{f ξk}−(x, s) ds



 dx dt (25)
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(см. (22)) и правыми частями

βi =

∫

σ×[T−ξ,T ]

(T − t) f ξi (x, t) dx dt, (26)

(см. (20)).

Решение. Амплитудная формула позволяет определить скорость ρ в
подобласти BT [σ] с помощью следующей процедуры.

Шаг 1. Фиксируем ξ ∈ (0, T ).

Выберем полную линейно независимую систему управлений f ξ1 , f
ξ
2 , ...

в подпространстве FT, ξ. Располагая оператором реакции, найдем гра-

ничные значения отвечающих им волн u{f
ξ

k
}
− (x, 0, t) при всех x ∈ σ и

0 < t 6 2T . Определим функции

(CT f ξk )(x, t) = − 1

2

2T−t
∫

t

u{f
ξ
k
}
− (x, 0, s) ds

(14)
=

1

2

[

uF
ξ
k (x, 0, t)− uF

ξ
k (x, 0, 2T − t)

]

, x ∈ σ, 0 6 t 6 T , (27)

где F ξk (x, t) :=
t
∫

0

{f ξk}−(x, s) ds, 0 6 t 6 2T .

Шаг 2. Для каждого N = 1, 2, . . . составим систему Грама (24)–(26)
и найдем ее решения αNk , k = 1, . . . , N .

Шаг 3. Используя (27), определим функцию

Φ(x, t) :=

[

∂t lim
N→∞

N
∑

k=1

αNk (CT f ξk )

]

(x, t), x ∈ σ, 0 6 t 6 T, (28)

имеющую разрыв при t = T − ξ. По (23) найдем

ρ(x, ξ) = ρ(x, 0)

{

lim
δ→+0

[

Φ(x, t)

∣

∣

∣

∣

t=T−ξ+δ

t=T−ξ−δ

]}2

, x ∈ σ. (29)

Шаг 4. Выполняя Шаги 1-3 для различных ξ ∈ (0, T ), восстановим
ρ(x, ξ) при x ∈ σ, 0 < ξ < T , т.е. всюду в BT [σ].

Обратная задача решена.
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Комментарии. • При численной реализации процедуры 1-4 вместо
(28) и (29) используются приближения

Φ(x, t) ≈ 1

ε

{[

N
∑

k=1

αNk (CT f ξk )

]

(x, t+ε)−
[

N
∑

k=1

αNk (CT f ξk )

]

(x, t)

}

; (30)

ρ(x, ξ) ≈ ρ(x, 0) [Φ(x, T − ξ + δ)− Φ(x, T − ξ − δ)]2 (31)

с “большим” N и “малыми” ε, δ. К сожалению, какие-либо оценки ка-
чества этих приближений не известны.

• Формальная перестановка lim
N→∞

и ∂t в (28) приводит к представле-

нию

Φ(x, t) =

[

lim
N→∞

N
∑

k=1

αNk (∂tC
T f ξk)

]

(x, t)

(16)
= lim

N→∞

N
∑

k=1

αNk
2

[

u{f
ξ
k
}
− (x, 0, t) + u{f

ξ
k
}
− (x, 0, 2T − t)

]

.

Однако, оправдать ее удается лишь при весьма специальном выборе

управлений f ξk . Тем не менее, вместо (30) можно попытаться исполь-
зовать приближение

Φ(x, t) ≈
N
∑

k=1

αNk
2

[

u{f
ξ

k
}
− (x, 0, t) + u{f

ξ

k
}
− (x, 0, 2T − t)

]

, (32)

не содержащее параметра ε.

• При численной реализации значения функций, участвующих в про-
цедуре 1–4, вычисляются на конечных наборах x1, . . . , xL и ξ1, . . . , ξM .
Таким образом, в алгоритме задействованы “большие” параметры L,
M , N и “малые” ε, δ. Успешная работа алгоритма зависит от того, на-
сколько удачно согласованы эти параметры. Основных проблем две:

1) с ростом N ухудшается обусловленность матрицы Грама (25).
Ее наименьшее собственное значение быстро стремится к нулю, что
осложняет решение системы (24)–(26);

2) вычисление разрыва в (31) с использованием дискретной сетки
требует привлечения дополнительных регуляризационных процедур.
Надо, однако, иметь ввиду, что указанные осложнения типичны и
неизбежны при решении сильно некорректных задач. Многомерные
обратные задачи – в их числе.
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• Отметим, что успешные примеры реализации BC-алгоритмов отно-
сятся к задаче с управлением Дирихле: см. [6–9]. Можно ожидать, что
в задаче с управлением Неймана наличие производной ∂t в (28) при-
внесет дополнительные осложнения.

§4. Тест

Тестом мы называем задачу (1)–(3) с ρ = 1. Если не оговорено про-
тивное, речь идет именно об этом случае.

Прямая задача. Приведем решение прямой тестовой задачи. Пусть

E(x, y, t) =

{

1

2π
√
t2−x2−y2

, t >
√

x2 + y2,

0, t <
√

x2 + y2,

есть фундаментальное решение волнового уравнения utt−uxx−uyy = 0
в R

2 × R. Пусть uf – решение (1)–(3),

u+(x, y, t) :=

{

uf(x, y, t), y > 0,

uf(x,−y, t), y < 0

– его четное продолжение (по y). Для него имеем

u+tt − u+xx − u+yy = r в R
2 × R,

u+
∣

∣

t<0
= 0

с правой частью

r(x, y, t) = −2ufy(x, 0, t)δ(y)
(3)
= −2f(x, t)δ(y),

где δ( · ) – дельта-функция Дирака. Отсюда u+ = E∗h, что легко ведет
к представлению

uf(x, y, t) = u+(x, y, t)
∣

∣

y>0

=















0 , y > t,

− 1
π

t−y
∫

0

dτ
x+

√
(t−τ)2−y2
∫

x−
√

(t−τ)2−y2

f(ξ, τ) dξ√
(t−τ)2−(x−ξ)2−y2

, y < t.
(33)
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Основное решение. • Обозначим

χ(x) :=

{

0, x < 0,

1, x > 0;

пусть ψ = ψ(t) есть функция, локально суммируемая при t > 0. Рас-
смотрим задачу (1)–(3) с T = ∞ и управлением f = χ(x)ψ(t). Для
описания отвечающего ему решения uf в полуплоскости R

2
+ выделим

области (зоны)

Πt := {(x, y) | x > 0, 0 6 y 6 t}, Dt := {(x, y) | x2 + y2 6 t2}

и

It := R
2
+ \

[

Dt ∪ Πt
]

, II t := Πt \Dt, III t := Πt ∩Dt, IV t := Dt \Πt .

Из (33) легко следует:

uχψ(x, y, t)

=







































































0, (x, y) ∈ It,

−
t−y
∫

0

ψ(τ) dτ, (x, y) ∈ IIt,

− 1
π

t−
√
x2+y2
∫

0

ψ(τ)

(

arcsin x√
(t−τ)2−y2

+ π
2

)

dτ

−
t−y
∫

t−
√
x2+y2

ψ(τ) dτ, (x, y) ∈ IIIt,

− 1
π

t−
√
x2+y2
∫

0

ψ(τ)

(

arcsin x√
(t−τ)2−y2

+ π
2

)

dτ, (x, y) ∈ IV t.

(34)

• Пусть

θ(t) :=

{

0, t < 0,

1, t > 0.
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В частном случае, когда ψ = θ(t), интегралы в (34) выражаются через
элементарные функции. Определим

H(x, y, t) := − t

π
arcsin

x
√

t2 − y2
− x

π
ln

[

t
√

x2 + y2
+

√

t2

x2 + y2
− 1

]

+
y

π
arctan

tx

y
√

t2 − x2 − y2
.

Тогда

uχθ(x, y, t) =











0, (x, y) ∈ It,

−(t− y), (x, y) ∈ IIt,

H(x, y, t)− t
2 + y

2 (x, y) ∈ IIIt ∪ IV t = Dt.

(35)

Это решение мы называем основным и обозначаем

uχθ(x, y, t) =: U(x, y, t), x ∈ R, y > 0, t > 0;

по нему определяются все последующие элементы тестовой обратной
задачи. Нетрудно проверить, что U непрерывно по пространственным
переменным x, y при каждом t > 0.

• Реакция системы (1)–(3) на действие управления χθ есть

(R [χθ]) (x, t) = uχθ(x, 0, t) = U(x, 0, t), x ∈ R, t > 0 .

Для ее описания удобно использовать полярные координаты x=r cosφ,
t = r sinφ в плоскости {(x, t) |x ∈ R, t > 0}. Определим зоны

I :=

{

(r, φ)
∣

∣ r > 0,
3π

4
6 φ 6 π

}

, II :=
{

(r, φ)
∣

∣ r > 0, 0 6 φ 6
π

4

}

,

III :=
{

(r, φ)
∣

∣ r > 0,
π

4
6 φ 6

π

2

}

, IV :=

{

(r, φ)
∣

∣ r > 0,
π

2
6 φ 6

3π

4

}

и примем

G(x, t) := H(x, 0, t) := − t

π
arcsin

x

t
− x

π
ln

[

t

|x| +
√

t2

x2
− 1

]

.

Тогда из (35) получим

(R [χθ]) (x, t) =











0, (x, t) ∈ I,

−t, (x, t) ∈ II,

G(x, t) − t
2 , (x, t) ∈ III ∪ IV ,

x ∈ R, t > 0. (36)
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• В ходе подготовки теста весьма полезен промежуточный контроль
вычислений. Имеется ввиду возможность находить решения не толь-
ко из явных представлений (34)–(36), но и каким-либо альтернатив-
ным способом и, затем, сравнивать одни и те же решения, полученные
разными способами. Для определенности мы будем говорить о методе
сеток для решения задачи (1)–(3) и помечать сеточные решения знач-

ком .̃ На данном этапе следует сравнить U с Ũ и R[χθ] = U
∣

∣

y=0
с Ũ

∣

∣

y=0
,

вычисляя их значения в узлах общей сетки.

Источники. • Отметим, что при независящем от x управлении f =
θ(t) задача (1)–(3) имеет простое решение uθ(x, y, t) = −(t− y)θ(t− y).

Фиксируем a > 0. Управление

fa(x, t) := [χ(a− x) + χ(x+ a)− 1] θ(t) ,

действующее с конечного интервала [−a, a] оси x, мы называем ис-

точником конечной апертуры, а величину 2a – его апертурой. По
линейности соответствия “управление 7→ волна” имеем:

Ua(x, y, t) := ufa(x, y, t) = uχθ(a− x, y, t) + uχθ(x+ a, y, t)− uθ(x, y, t)

= U(a− x, y, t) + U(x+ a, y, t) + (t− y)θ(t− y),

x ∈ R, y > 0, t > 0.

Вместе с основным решением U , решение Ua выражается через эле-
ментарную функцию H : см. (35). При каждом t > 0 волна Ua( · , · , t)
локализована в области Ωt[σ], где σ = [−a, a] ⊂ Rx (см. (6)).

Реакция системы

(Rfa) (x, t) = Ua(x, 0, t) = U(a− x, 0, t) + U(x+ a, 0, t) + t

= (R[χθ]) (a− x, t) + (R [χθ]) (x+ a, t) + t, x ∈ R, t > 0

также выражается через элементарные функции: см. (36).

Для контроля вычислений можно сравнить Ua, Ua
∣

∣

y=0
с Ũa, Ũa

∣

∣

y=0
при различных x, y, t.

• Фиксируем δ > 0. Управление

f δa(x, t) := [χ(a− x) + χ(x+ a)− 1] [θ(t)− θ(t− 2δ)] ,

действующее с интервала [−a, a] в течение 0 6 t 6 2δ, мы называем им-

пульсным источником длительности 2δ. По линейности соответствия
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“управление 7→ волна” имеем:

U δa(x, y, t) := uf
δ
a (x, y, t) = Ua(x, y, t)− Ua(x, y, t− 2δ),

x ∈ R, y > 0, t > 0,

где Ua( · , · , t− 2δ) понимается в соответствии с Соглашением, приня-
тым в начале раздела 2. Это решение также выражается через элемен-
тарные функции. При каждом t > 0 волна U δa( · , · , t) локализована в
области Ωt[σ], но ее форма сложнее чем у Ua( · , · , t).

Реакция системы на импульсный источник есть
(

Rf δa
)

(x, t) = U δa(x, 0, t) = Ua(x, 0, t)− Ua(x, 0, t− 2δ)

= (Rfa) (x, t) − (Rfa) (x, t− 2δ), x ∈ R, t > 0,

также выражается через элементарные функции: см. (36).

Для контроля вычислений полезно сравнить U δa , U
δ
a

∣

∣

y=0
с Ũ δa , Ũ

δ
a

∣

∣

y=0
при различных x, y, t.

• Фиксируем a > 0 и δ > 0; пусть η > δ и ζ ∈ R. Об управлении

fζη(x, t) := f δa(x− ζ, t− η)

= [χ(ζ + a− x) + χ(x− ζ + a)− 1] [θ(t− η + δ)− θ(t− η − δ)]

будем говорить как об импульсном источнике с центром в (ζ, η). Ему
отвечают волна

Uζη(x, y, t) := ufζη(x, y, t) = U δa(x− ζ, y, t− η+ δ), x ∈ R, y > 0, t > 0,

и реакция

(Rfζη) (x, t) = Uζη(x, 0, t) = U δa(x− ζ, 0, t− η + δ), x ∈ R, t > 0 ,

выражающиеся через элементарные функции H и G соответственно.
При контроле Uζη, Uζη

∣

∣

y=0
сравниваются с Ũζη, Ũζη

∣

∣

y=0
при различ-

ных x, y, t.

Произведения волн. Приведем два способа нахождения скалярных
произведений волн, отвечающих импульсным источникам. Для про-
стоты рассматриваются источники одинаковой апертуры 2a и длитель-
ности 2δ с центрами (ζ, η) и (ζ′, η′) соответственно, причем δ 6 η, η′ 6
T − δ.

• Источник fζη действует с сегмента σζ := [ζ−a, ζ+a] и включается в
момент t = η−δ. В силу (6) инициированная им волна ufζη = Uζη в фи-
нальный момент t = T локализована в соответствующей окрестности
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сегмента:
suppufζη( · , · , T ) ⊂ ΩT−η+δ[σζ ].

Вполне аналогично для второго источника fζ′η′ имеем

suppufζ′η′ ( · , · , T ) ⊂ ΩT−η′+δ[σζ
′

].

Как следствие, согласно (8) получаем

(ufζη ( · , · , T ), ufζ′η′ ( · , · , T ))H T =

∫

Ωζηζ′η′

Uζη(x, y, T )Uζ′η′(x, y, T ) dx dy,

(37)

где Ωζηζ′η′ := ΩT−η+δ[σζ ]∩ΩT−η′+δ[σζ
′

]. Произведение UζηUζ′η′ под ин-
тегралом можно выразить через элементарные функции, но соответ-
ствующие выражения слишком громоздки. Кроме того, область Ωζηζ′η′

может иметь весьма сложную форму. В силу сказанного, представля-
ется целесообразным вычислять интеграл по значениям Uζη и Uζ′η′ на
сетке в R

2
+.

• Второй способ состоит в нахождении скалярного произведения по
данным обратной задачи, т.е. через реакцию: используется представ-
ление (15). Отметим, что при его выводе предполагалось, что управ-
ления f и g действуют с общего сегмента σ. Полагая

σ = [min{ζ, ζ′} − a,max{ζ, ζ′}+ a] ,

так что σζ , σζ
′ ⊂ σ, мы обеспечиваем это условие для импульсных

источников.
Нечетное продолжение f−

ζη := ST fζη импульсного источника имеет
вид

f−
ζη(x, t) = fζη(x, t)− fζη(x, t− 2(T − η)), 0 6 t 6 2T ,

откуда

uf
−

ζη(x, y, t) = Uζη(x, y, t)− Uζη(x, y, t− 2(T − η)), 0 6 t 6 2T,

и, соответственно,

uf
−

ζη (x, 0, t) =
(

R2T f−
ζη

)

(x, t) = Uζη(x, 0, t)− Uζη(x, 0, t− 2(T − η)) .

Внутренний интеграл в (15) в нашем случае имеет вид

2T
∫

t

f−
ζ′η′(x, s) ds = χσζ′ (x)λη

′

(t), x ∈ R, 0 6 t 6 2T , (38)
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где

χσζ′ (x) :=

{

1, x ∈ σζ
′

,

0, x /∈ σζ
′

есть характеристическая функция сегмента σζ
′

, а λη
′

– кусочно-линей-
ная функция вида

λη
′

(t) =































0, 0 6 t 6 η′ − δ,

−t+ η′ − δ, η′ − δ 6 t 6 η′ + δ,

−2δ, η′ + δ 6 t 6 2T − η′ − δ,

t− 2T + η′ − δ, 2T − η′ − δ 6 t 6 2T − η′ + δ,

0, 2T − η′ + δ 6 t 6 2T.

Подставляя (4) и (38) в (15), получаем

(ufζη ( · , · , T ), ufζ′η′ ( · , · , T ))H T

=
1

2

∫

σζ′×[0,2T ]

[Uζη(x, 0, t)− Uζη(x, 0, t− 2(T − η))] λη
′

(t) dx dt. (39)

Так как реакция на управления в обратной задаче предполагается из-
вестной, представление (39) можно использовать для ее решения. Оно
играет ключевую роль.

• При подготовке теста рекомендуется вычислить произведения волн
для различных значений параметров a, δ, η, ζ, η′, ζ′, обоими способами
– по (37) и по (39), и сравнить результаты.

Система Грама. • Численная реализация процедуры Шаг 1-Шаг 4
использует систему управлений, моделирующую полные системы уп-

равлений f ξk в подпространствах FT, ξ. В качестве таковых предлага-
ются импульсные источники конечной апертуры. Приведем их описа-
ние.

Сегмент σ = [α, β] длины L = β − α, на котором задаются данные
обратной задачи, разбивается на I равных частей

σi = [xi−1, xi] : x0 = α, xi = xi−1 +
L

I
, i = 1, . . . , I,

длины L
I

с центрами ζi = xi−1+
L
2I . В использовавшихся ранее обозна-

чениях имеем σi = σζi и a = L
2I .
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Временной интервал [0, T ] разбивается на J сегментов

[ξj , ξj−1] : ξ0 = T, ξj = ξj−1 −
T

J
, j = 1, . . . , J,

длины T
J

с центрами ηj = ξj−1− T
2J , что соответствует δ = T

2J . Отметим,
что сегменты и их центры пронумерованы от t = T к t = 0.

Полная система управлений во внешнем пространстве FT модели-
руется системой источников

fij(x, t) = [χ(x− xi−1)− χ(x− xi)] [θ(t− ξj)− θ(t− ξj−1)] ,

x ∈ σ, 0 6 t 6 T ; i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J, (40)

(в прежних обозначениях: fij = fζi,ηj ).

Полная система управлений в подпространствах FT, ξ, ξ = ξ1, . . . , ξJ
моделируется подсистемами

f
ξp
ij = fij , i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , p; p = 1, . . . , J,

системы (40).

• Обозначим Uij = Uζiηj . Матрицу Грама системы источников (40)
найдем согласно (39):

Gij kl := (ufij ( · , · , T ), ufkl( · , · , T ))H T

=
1

2

∫

σζk×[0,2T ]

[Uij(x, 0, t)− Uij(x, 0, t− 2(T − ηj))] λ
ηl(t) dx dt

=
1

2

xk
∫

xk−1

dx

2T
∫

0

[Uij(x, 0, t)− Uij(x, 0, t− 2(T − ηj))]λ
ηl(t) dt,

i, k = 1, . . . , I, j, l = 1, . . . , J.

Источникам в подпространствах FT, ξp отвечают усеченные матрицы

G
ξp
ij kl = Gij kl, p = 1, . . . , J ; i, k = 1, . . . , I, j, l = 1, . . . , p,

входящие в систему Грама (26). Правые части в (26) суть

β
ξp
ij =

∫

σζi×[T−ξp,T ]

(T − t) f
ξp
ij (x, t) dx dt =

xi
∫

xi−1

dx

ξj−1
∫

ξj

(T − t) dt

=
xi − xi−1

2

[

(T − ξj)
2 − (T − ξj−1)

2
]

=
LT 2

2IJ2
(2j − 1).
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• Далее, по процедуре Шаг 1–Шаг 4, для всех ξp (p = 1, . . . , J) со-
ставляются системы Грама

∑

k=1,...,I;
l=1,...,J

G
ξp
ij klα

ξp
kl = β

ξp
ij , i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , p, (41)

и находятся их решения α
ξp
kl , k = 1, . . . , I, l = 1, . . . , p. По ним, соглас-

но (32), определяются функции

Φξp(ζi, ηj) ≈
∑

k=1,...,I;
l=1,...,J

α
ξp
kl

2
[Ukl(ζi, 0, ηj) + Ukl(ζi, 0, 2T − ηj)] ,

i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J.

Наконец, используя амплитудную формулу (31), определяем искомую
функцию ρ на сетке (ζi, ξp) в области BT [σ]:

ρ(x, y)
∣

∣

x=ζi, y=ξp
≈ ρ(ζi, 0)

[

Φξp(ζi, ηp)− Φξp(ζi, ηp+1)
]2
,

i = 1, . . . , I, p = 1, . . . , J.

В нашем тесте ρ ≡ 1 и, в случае успешной работы алгоритма, равенство

1 ≈
[

Φξp(ζi, ηp)− Φξp(ζi, ηp+1)
]2
, i = 1, . . . , I, p = 1, . . . , J.

должно выполняться с приемлемой точностью.

• Отметим еще один способ контроля вычислений. После того, как

система (41) решена и постоянные α
ξp
kl найдены, можно проверить ра-

венство (21), которое в данном случае имеет вид

1ξp(x, y) ≈
∑

k=1,...,I;
l=1,...,J

α
ξp
kl Ukl(x, y, T ), (x, y) ∈ BT [σ],

и должно выполняться с удовлетворительной точностью.

• В алгоритме полезно предусмотреть возможность регулировать ам-
плитуду источников: использовать управления Afij вместо fij . Из фи-
зических соображений резонно использовать “короткие импульсы еди-
ничной мощности” f = IJ

LT
fij (J велико), создающие волны uf с рез-

ким передним фронтом. В этом случае можно ожидать, что ампли-
тудная формула, которая основана на геометрической оптике, будет
давать удовлетворительные приближения.
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• Несложные изменения позволят приготовить тест с ρ = 1, исполь-
зующий источники других профилей f = χψ: см. (34).
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A dynamical system

utt −∆u−∇ ln ρ · ∇u = 0 в R
2
+ × (0, T ),

u|t=0 = ut|t=0 = 0 в R
2
+,

uy|y=0 = f при 0 6 t 6 T,

is under consideration, where R
2
+ := {(x, y) ∈ R

2 | y > 0}; ρ = ρ(x, y) is a

smooth positive function; f = f(x, t) is a boundary control; u = uf(x, y, t)
is a solution. With the system one associates a response operator R : f 7→
uf |y=0. The inverse problem is to recover the function ρ via the response
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operator. The short presentation of the local version of the BC-method,
which recovers ρ via the data given on a part of the boundary, is provided.

If ρ is constant, the forward problem is solved in explicit form. In the
paper, the corresponding representations for the solutions and response
operator are derived. The way to use them for testing the BC-algorithm,
which solves the inverse problem, is outlined. The goal of the paper is to
extend the circle of the BC-method users, which are interested in numerical
realization of methods for solving inverse problems.
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