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§1. Введение

Для волнового уравнения с непостоянной скоростью корректна за-
дача Коши. Для соответствующего фундаментального решения из-
вестно разложение Адамара, представляющее собой асимптотику по
гладкости этой обобщенной функции. Формальное преобразование Фу-
рье по времени разложения Адамара приводит к асимптотическому
(большой параметр – частота) разложению задачи о точечном источ-
нике гармонических колебаний [1]. Для уравнений Максвелла в неод-
нородной среде такой подход к построению высокочастотного разло-
жения затруднителен: неясно как строить соответствующий аналог
разложения Адамара. (См. в этой связи статью [2], где авторы нахо-
дят высокочастотное разложение, работая непосредственно с системой
уравнений, описывающей высокочастотный источник электромагнит-
ных колебаний.)

В настоящей статье рассматриваются уравнения Максвелла для не-
однородной среды. Для точечного источника высокочастотных коле-
баний удается построить главный член адамарова разложения, что в
свою очередь приводит к формуле для источника колебаний, приме-
нимой как вблизи источника, так и при удалении от него.

§2. Точечный источник колебаний импульсного типа

Пусть распространение электромагнитных (э-м) волн в рассматри-
ваемой среде описывается классической системой уравнений Максвел-
ла. Если диэлектрическая проницаемость ε, или магнитная µ, или обе
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они постоянны, то, как известно, систему уравнений э-м поля можно
свести к одному векторному уравнению:

1

v2(x)

∂2w

∂t2
+∇×∇×w = f(x, t), x ∈ R

3 (2.1)

Здесь v(x) скорость распространения э-м колебаний рассматриваемой
среде, f(x, t) характеризует источники э-м волн.

Пусть ε = const > 0. Обратимся к классическим уравнениям Макс-
велла:

1

c

∂B

∂t
= −rotE, divB = 0, B = µH (2.2)

1

c

∂D

∂t
= rot H− 4π

c
j, div D = 4πρ, D = εE (2.3)

Здесь c = const – скорость света в пустоте.
Применим оператор ε

c
∂
∂t

к первому из уравнений (2.2) и, используя
вторую пару уравнений(2.3) и равенство B = µH, получим:

1

v2
∂2

∂t2
H+∇×∇×H =

1

v2
∂2

∂t2
H+ rotrotH = rot

4π

c
j,

v(x) =
c√
εµ
, x ∈ R

3 (2.4)

Мы пришли к уравнению вида (2.1). Случай µ = const тоже приво-
дит к уравнению вида (2.1).

Предположим, что источник колебаний действует лишь при t > 0,
т.е. j|t<0 = 0 и что ток j сосредоточен в точке x = x0. Пусть зависи-
мость тока от времени описывается множителем χ(t):

j = δ(x− x0)mχ(t), t > 0 (2.5)

Здесь m постоянный вектор. Для определенности положим m = ez,
где ez – орт оси z. Если v(x) = const > 0, то уравнение (2.4) – лишь
постоянным множителем в правой части равенства отличается от хо-
рошо известного уравнения для центра вращения в эластодинамике
(см. например [3]), причем 1

v2
играет роль плотности упругой среды,

H – роль вектора смещения, а модуль сдвига µ = 1. Предполагая,что
H|t<0 = 0, нетрудно найти (см. [3] гл. 3) выражение для H:

H = rot

(

ez
χ(t− r

v
)

cr

)

, r = |x− x0|. (2.6)
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Предположим, что χ(t) = δ(t) (δ – дельта функция, т.е. источник имеет
импульсный характер). В этом случае

H =
2

cv
rot

(

ezδ(t
2 − r2

v2
)

)

=
4

cv3
(ez × (x− x0)) δ

′(t2 − r2

v2
) (2.7)

(Косой крест × здесь знак векторного произведения). Вернемся к урав-
нению (2.1). Его мы будем рассматривать, полагая, (см. [3] (глава 3)

w|t<0 = 0, f |t<0 = 0, f = 4πrot(ezδ(x− x0)δ(t)). (2.8)

§3. Неоднородная среда

Пусть теперь волновой процесс описывается уравнением (2.1), где
v = v(x) > 0 – гладкая ∈ C∞ функция точки x ∈ R

3. Мы предположим
в соответствии с формулами (2.1)–(2.7), что решение задачи (2.1), (2.8)
описывается аналогом анзаца Адамара (см. [4]):

w =
∞
∑

j=0

ujψj(γ) (3.1)

Здесь uj гладкие вектор-функции точки x ∈ R
3, γ = t2 − τ2, τ –

эйконал:

τ = τ(x,x0) =

x
∫

x0

ds

v
, (3.2)

v(x) – гладкая ∈ C∞ положительная функция точки x ∈ R
3. Функции

ψj описывают сингулярности w. Пусть в соответствии с §2 ψj одно-
родные обобщенные функции степени j − 2, а именно:

ψ0(γ) = δ′(γ), ψ1(γ) = δ(γ), ..., ψp(γ) =
γ
p−2
+

(p− 1)!
, . . . (3.3)

Здесь p – целое > 2. При p > 2 γ
p−2
+ = γp−2, γ > 0 и γ

p−2
+ = 0, если

γ < 0. Очевидно
dψj(γ)
dγ

= ψj−1.

Подставим uj(x)ψj(γ) в равенство (2.1). При расчете мы восполь-
зуемся классическим тождеством

∇×∇× = rotrot = graddiv −∆.
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Мы получим:
(

1

v2
∂2

∂t2
+∇×∇×

)

(ujψj) =
1

v2
uj(2ψj−1 + 4γψj−2) + ψj∇×∇× uj

+∇τ2(∇τ2uj)ψj−1 + divuj(−∇τ2)ψj−1

+ ψj−1∇
(

(∇τ2)uj
)

+
4τ

v2
∂uj

∂τ
ψj−1 + ψj−1uj∆τ

2. (3.4)

§4. Рекуррентные формулы

Если (формально) подставить ряд (3.1) в уравнение (2.1), восполь-
зоваться формулами (3.4), а также легко проверяемым равенством

γψj(γ) = ψj+1(γ)(j − 1),

и приравнять нулю коэффициенты при ψ−2, ψ−1 и т.д., то мы получим:
1) коэффициент при ψ−2:

∇τ2(∇τ2u0) = 0. (4.1)

Равенство (4.1) означает,что вектор u0 ортогонален к экстремалям
функционала

∫

ds
v

, выходящим из точки x0. Это связано с попереч-
ным характером колебаний.

2) Приравняем нулю коэффициент при ψ−1. Принимая во внимание
соотношение (4.1), приходим к равенству:

u0

v2
(−10)+divu0(−∇τ2)+∇τ2(∇τ2u1)+∇(∇τ2u0)+

4τ

v2
∂u0

∂τ
+∆τ2u0 = 0.

(4.2)
3) Ортогональная к ∇τ2 компонента вектора, стоящего в левой ча-

сти равенства (4.2), должна равняться нулю:

u0

v2
(−10) + u0∆τ

2 +
4τ

v2

(

∂u0

∂τ

)

⊥

= 0, (4.3)

где
(

∂u0

∂τ

)

⊥
ортогональная к ∇τ2 компонента вектора ∂u0

∂τ
.

§5. Обыкновенные дифференциальные уравнения

вдоль лучей для компонент вектора u0

Введем в окрестности фиксированного луча систему координат с
ортами s,n, ν, где s – единичный касательный вектор, n вектор глав-
ной нормали, ν вектор бинормали. Векторное равенство (4.3) превра-
щается в систему обыкновенных дифференциальных уравнений для
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соответствующих компонент вектора u0. Наши построения во многом
аналогичны построениям обычного лучевого метода в теории попереч-
ных упругих волн, распространяющихся из точечного источника коле-
баний, а также, что естественно, построениям классического лучевого
метода в электродинамике.

Итак, пусть

u0 = u0nn+ u0νν (5.1)

Подставляя равенство (5.1) в (4.3) и, пользуясь классическими фор-
мулами Френе,

ds

ds
= Kn,

dn

ds
= −Ks− Tν,

dν

ds
= Tn (5.2)

(здесь s длина дуги луча, K его кривизна, T – кручение), получим:

4τ

v2

(

du0n

dτ
+ Tuνv

)

+
(−10)u0n

v2
+∆τ2u0n = 0 (5.3)

4τ

v2

(

du0ν

dτ
− Tu0nv

)

+
(−10)u0ν

v2
+∆τ2u0ν = 0 (5.4)

§6. Выражение для |u0|
Найдем сначала аналитическое выражение для |u0| =

√

u20n + u20ν .
Умножим уравнение (5.3) на u0n, уравнение (5.4) на u0ν и сложим по-
лученные выражения. В результате мы придем к уравнению для |u0|2:

2τ

v2
d

dτ
u2
0 + (∆τ2 − 10

v2
)u2

0 = 0. (6.1)

Последнее уравнение удается записать в дивергентной форме:

2τ

v2
d

dτ
u2
0 + (∆τ2 − 10

v2
)u2

0 ≡ 2τ5
∂

∂xi

(

τ−4|u0|2
∂τ

∂xi

)

= 0. (6.2)

Здесь i = 1, 2, 3. Введем классические лучевые координаты: луч,
выходящий из точки x0, будем характеризовать координатами η1, η2,

точки на луче – значением τ(x,x0) =
x
∫

x0

ds
v

.

Пусть v – вектор скорости: v = v2∇τ . Равенство (6.2) можно запи-
сать в виде:

∂

∂xi
(Avi) = 0, (6.3)
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где vi компоненты вектора скорости,

A =
u2
0

τ4v2
. (6.4)

Хорошо известно, что из (6.3) следует (см. например [3] формулы
(4.78), (4.81)), что на каждом луче постоянна функция

(

u2
0

τ4v2

)

vJ, (6.5)

где J – геометрическое расхождение:

J =

∣

∣

∣

∣

∂x

∂η1
× ∂x

∂η2

∣

∣

∣

∣

, (6.6)

откуда

|u0| =
√
vτ2√
J
ϕ(η1, η2). (6.7)

Функция ϕ(η1, η2) уравнением (6.3)–(6.4) или (что то же) (6.1) не опре-
деляется. Чтобы найти ϕ(η1, η2), надо задать в точке x0 источник ко-
лебаний.

§7. Закон Рытова

Если выполнено равенство (6.1), то закон (Рытова) по которому
меняется направление вектора u0 выводится достаточно стандартно –
см. например [3] раздел 4.4.

Компоненты вектора u0 на плоскости n, ν можно задать, положив
при должном θ

u0n = |u0| cos θ, u0ν = |u0| sin θ. (7.1)

Подставляя (7.1) в (5.4) и (5.5) и, пользуясь равенством (6.1), придем
к закону Рытова:

dθ

dτ
= Tv. (7.2)

§8. Нахождение в первом приближении продольной

компоненты вектора w

Вернемся к равенству (4.2). Мы приравнивали нулю ортогональ-
ную ∇τ компоненту вектора, стоящего в левой части равенства (4.2).
Теперь мы приравняем нулю его продольную составляющую, т.е. его
компоненту вдоль ∇τ . На этом пути мы сразу найдем продольную
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составляющую вектора u1. Этот результат определяет в первом при-
ближении продольную составляющую вектора w, так как продольная
составляющая вектора u0 равна нулю. Мы придем к равенству:

divu0(−∇τ2) + 4τ

v
(−Kτ∇τ) +∇τ2(∇τ2u1) = 0. (8.1)

Из (8.1) находится продольная, т.е. параллельная ∇τ , компонента u1τ

вектора u1.
Естественно предположить, что u1 несингулярно при x = x0, т.е. в

источнике колебаний. Для этого достаточно, чтобы при x = x0 равня-
лись нулю u0n и divu0, что мы и будем предполагать.

Построение дальнейших приближений сталкивается с существенны-
ми трудностями: для u2,u3 и т.д. получаются выражения, имеющие
сингулярности при x = x0. Эти трудности автор не смог преодолеть.

§9. Формулы для высокочастотных точечных

источников э-м колебаний

Предположим, что, как и в работе [1], формальное преобразова-
ние Фурье по t (−∞ < t,+∞) полученного выражения для w дает
искомую высокочастотную асимптотику э-м поля, создаваемого соот-
ветствующим точечным источником колебаний.

Мы имеем (формально) при w|t<0 = 0 , а при t > 0

w ≈ u0δ
′(t2 − τ2) + u1τ δ(t

2 − τ2). (9.1)

Преобразуем по Фурье это приближенное выражение для w. Инте-
гралы Фурье по t понимаются так, как это принято в теории обобщен-
ных функций. Мы получим при ω → +∞ следующую (эвристическую)
асимптотическую формулу:

v ∼ u0f− 3

2

(ω, τ) + u1τf− 1

2

(ω, τ), (9.2)

где, как и в работе [1],

fp(ω, τ) = i

√
π

2
eπpi

(

2τ

ω

)p

H(1)
p (ωτ). (9.3)

Здесь H
(1)
p (ωτ) – соответствующая функция Xанкеля.
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