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§1. Введение. Суперхарактеры унипотентных групп

Понятие теории суперхарактеров конечной группы было введено
П. Диаконисом и И. М. Айзексом в работе [1]. Априори каждая груп-
па допускает несколько теорий суперхарактеров. Одним из примеров
теории суперхарактеров является теория неприводимых характеров.
Поскольку для ряда групп (таких, как унитреугольная группа, си-
ловские подгруппы в ортогональной и симплектической группах, па-
раболические подгруппы и др.) классификация неприводимых харак-
теров (представлений) является чрезвычайно сложной, “дикой”, зада-
чей, представляется разумным заменить эту задачу задачей постро-
ения теории суперхарахарактеров, дающую наилучшее приближение
теории неприводимых характеров.

Дадим определение теории суперхарактеров, следуя работе [1].
Пусть G – конечная группа, 1 ∈ G – единичный элемент. Пусть Ch =
{χ1, . . . , χN} – система комплексных характеров (представлений) груп-
пы G.

Определение 1. Система характеров Ch задает теорию суперха-

рактеров на G, если существует разбиение группы G на систему

подмножеств K = {K1, . . . ,KN}, удовлетворяющее следующим усло-

виям:
S1) характеры из Ch попарно дизъюнктны (ортогональны);
S2) каждый характер χi постоянен на каждом подмножестве Kj ;
S3) {1} ∈ K.

Ключевые слова: теория суперхарактеров, подгруппа Силова, ортогональная
группа, симплектическая группа.
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При этом каждый характер из Ch называют суперхарактером,

а каждое подмножество из K – суперклассом. Заметим, что чис-

ло суперхарактеров равно числу суперклассов. Квадратная таблица

{χi(Kj)} называется таблицей суперхарактеров.

Для каждого суперхарактера χi рассмотрим его носитель Xi (под-
множество неприводимых компонент χi). Заметим, что условие S3) в
определении 1 может быть заменено следующим условием:

S3′) Система подмножеств X = {X1, . . . , XN} является разбиением
множества неприводимых характеров Irr(G); здесь каждый суперха-
рактер χi множителем отличается от характера σi =

∑
ψ∈Xi

ψ(1)ψ (см.

[1, 9, 10]).
Для унитреугольной группы UT(m,Fq) подходящая теория суперха-

рактеров была построена в серии работ К.Андре [2–4]. Эта теория была
обобщена на случай алгебра-групп в упомянутой работе П. Диакони-
са и И. М. Айзекса [1]. По определению алгебра-группа – это группа
вида G = 1+ J , где J – ассоциативная конечномерная нильпотентная
алгебра. Суперклассами в алгебра-группе G являются классы эквива-
лентности для отношения эквивалентности: g ∼ g′ для g = 1 + x и
g′ = 1 + x′, если существуют a, b ∈ G такие, что x′ = axb. Это от-
ношение естественно переносится на J∗: по определению λ ∼ λ′, если
существуют a, b ∈ G такие, что λ′ = aλb (здесь aλb(x) = λ(bxa)).

Зафиксируем нетривиальный характер t → εt аддитивной группы
поля Fq со значением в группе обратимых элементов поля C. Суперха-
рактерами алгебра-группы являются характеры χλ, индуцированные
характеры с линейных характеров

ξλ(1 + x) = ελ(x)

правых стабилизаторов линейных форм λ ∈ J∗. Множества характе-
ров {χλ} и классов {K(g)}, где λ и g пробегают множества предста-
вителей классов эквивалентности на J∗ и G соответственно, задают
теорию суперхарактеров на алгебра-группе G. Для суперхарактеров
χλ имеет место аналог формулы А. А. Кириллова (см. [1, 10]):

χλ(1 + x) =
|Gλ|

|GλG|

∑

µ∈GλG

εµ(x).
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Унипотентная группа, вообще говоря, не является алгебра-группой.
Поэтому к ней не применим указанный метод построения теории су-
перхарактеров. В настоящей работе предлагается новый подход, кото-
рый гипотетически подходит к широкому классу унипотентных групп.
Применение этого подхода для силовских подгрупп ортогональной и
симплектической групп позволяет построить теорию суперхарактеров
(см. теорему 19), которая немного лучше известной ранее теории, раз-
работанной в работах [5–8].

Изложим коротко основное содержание этого подхода. Пусть U –
унипотентная группа, которая является полупрямым произведением
U = U1U0 с нормальной подгруппой U1. Предположим, что U0 – алге-
бра-группа, то есть U0 = 1+u0, где u0 – ассоциативная нильпотентная
конечномерная алгебра. Алгебра Ли u группы U является суммой двух
подалгебр u = u0 ⊕ u1, где u0 – ассоциативная алгебра, а u1 = Lie(U1)
– идеал в u. Поскольку U0 – алгебра-группа, то для любого a ∈ U0 и
x0 ∈ u0 элементы ℓa(x0) = ax0 и ra(x0) = x0a также принадлежат u0.
Левое и правое действия U0 на u0 можно продолжить до действий на
u следующим образом

ℓa(x) = ℓa(x0) + Ada(x1),
ra(x) = ra(x0) + x1,

(1)

где a ∈ U0 и x = x0 + x1, x0 ∈ u0, x1 ∈ U1. Заметим, что левое и
правое действия подгруппы U0 коммутируют, и

ℓar
−1
a (x) = Ada(x), (2)

где Ada – присоединенный оператор для a ∈ U0.

Определение 2. Пусть x, x′ ∈ u. Элемент x эквивалентен x′, если

x′ получается из x по цепочке преобразований следующих видов

1) x→ ℓa(x), где a ∈ U0;
2) x→ Adu(x), где u ∈ U .

В силу (2) можно в 1) заменить ℓa на ra.

Зафиксируем Ad-инвариантное биективное отображение f : U → u,
f(1) = 0. В качестве f можно взять логарифм ln (что потребует серьез-
ных ограничений на характеристику поля; см. ниже определение 12
для силовских подгрупп в ортогональной и симплектической группах).
Введем отношение эквивалентности на U следующим образом.

Определение 3. Два элемента u1 и u2 группы U эквивалентны, если

элементы f(u1) и f(u2) из u эквивалентны в смысле определения 2.
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Рассмотрим классы эквивалентности {K(u)}; гипотетически они яв-
ляются суперклассами для некоторой теории суперхарактеров.

Определим левое и правое действия U0 в сопряженном пространстве
u∗ по формулам

ℓ∗aλ(x) = λ(ra(x)),

r∗aλ(x) = λ(ℓa(x)).

Отношения эквивалентности в u∗ определяются аналогично определе-
нию 2 для u.

Определение 4. Пусть λ, λ′ ∈ u∗. Элемент λ эквивалентен λ′, если

λ′ получается из λ по цепочке преобразований следующих видов

1) λ→ ℓ∗a(λ), где a ∈ U0;
2) λ→ Ad∗

u(λ), где u ∈ U .

Как и выше ℓ∗a(r
∗
a)

−1λ = Ad∗aλ; в определении можно ℓ∗a заменить
на r∗a. Обозначим через O(λ) класс эквивалентности λ ∈ u∗. В этой
работе получена классификация классов эквивалентности в u, U и u∗

для силовских подгрупп в ортогональной и симплектической группах
(см. теоремы 10, 11, 13).

Гипотеза 5. Существует система характеров конечной унипотентной
группы U вида

χλ(u) = c(λ)
∑

µ∈O(λ)

εµ(f(u)), где c(λ) ∈ C, c(λ) 6= 0, (3)

такая, что вместе с разбиением группы U на классы {K(u)}, где λ и u
пробегают множества представителей классов эквивалентности в u∗ и
U соответственно, задают теорию суперхарактеров группы U .

Замечание 6 (см. [8]). Заметим, что формула (3) задает систему ор-
тогональных функций на U (поскольку характеры {ελ(x)} абелевой
группы u попарно ортогональны). Легко видеть, что функции (3) по-
стоянны на классах K(u). Из f(1) = 0 вытекает, что K(1) = 1. Таким
образом функции (3) всегда удовлетворяют условиям S1, S2, S3. Глав-
ный вопрос состоит в существовании констант c(λ) таких, что формула
(3) задает характер некоторого представления группы U .
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§2. Суперклассы ортогональной и симплектической

групп

Унитреугольная группа G = UT(m,Fq) состоит из верхнетреуголь-
ных матриц m-го порядка с единицами по диагонали и элементами
из конечного поля Fq. Предположим, что характеристика поля p > 2.
Алгебра Ли унитреугольной группы g = ut(m,Fq) состоит из верхне-
треугольных матриц с нулями на диагонали.

Рассмотрим матрицы

In =




0 . . . 1
... . .

. ...
1 . . . 0


 и J2n =

(
0 In

−In 0

)
.

Пусть m – размерность стандартного представления для алгебр Ли
типов Bn, Cn и Dn. То есть m = 2n + 1 для Bn и m = 2n для Cn и
Dn. На алгебре матриц Mat(m,Fq) определен инволютивный антиав-
томорфизм X → X†, где X† = ImX

tIm для Bn и Dn, и X† = J2nX
tJ2n

для Cn.
Стандартная силовская подгруппа U в ортогональной или симплек-

тической группе состоит из g ∈ G, удовлетворяющих условию g† = g−1.
Соответственно, ее алгебра Ли u = {x ∈ g : x† = −x}.

Для матрицы X обозначим транспонированную относительно по-
бочной диагонали матрицу через Xτ . Алгебра Ли u для Cn и Dn со-
стоит из матриц вида

u =

{(
X0 X1

0 −Xτ
0

)}
, (4)

где X0 ∈ ut(n,Fq), Xτ
1 = X1 для Cn и Xτ

1 = −X1 для Dn. Алгебра Ли
u является суммой двух подалгебр u = u0 + u1, где

u0 =

{(
X0 0
0 −Xτ

0

)}
, u1 =

{(
0 X1

0 0

)}
.

Подалгебра u1 является идеалом в u, а u0 изоморфна ut(n,Fq) и, сле-
довательно, имеет естественную структуру ассоциативной алгебры.

Группа U является полупрямым произведением U = U1U0, где

U1 =

{(
E B
0 E

)}
и U0 =

{(
A 0
0 (Aτ )−1

)}
, (5)
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Bτ = B для Cn и Bτ = −B для Dn, и A ∈ UT(n,Fq). Подгруппа U0

изоморфна UT(n,Fq) и имеет структуру алгебра-группы.
В случае Bn алгебра Ли u состоит из матриц








X0 X1 X2

0 0 −Xτ
1

0 0 −Xτ
0





 (6)

гдеX0 ∈ ut(n,Fq), X1 – столбец n×1, X2 – матрица n×n иXτ
2 = −X2.

Как и выше, алгебра Ли u является суммой двух подалгебр u = u0+u1,
где

u0 =








X0 0 0
0 0 0
0 0 −Xτ

0





 , u1 =








0 X1 X2

0 0 −Xτ
1

0 0 0





 .

Подалгебра u1 является идеалом в u, а u0 изоморфна ut(n,Fq) и, сле-
довательно, имеет естественную структуру ассоциативной алгебры.

Группа U разлагается в полупрямое произведение U = U1U0, где

U1 =







E v − 1

2vv
τ +B

0 1 −vτ

0 0 E





 и U0 =







A 0 0
0 1 0
0 0 (Aτ )−1





 , (7)

Bτ = −B и v – n-столбец. Подгруппа U0 изоморфна UT(n,Fq) и имеет
структуру алгебра-группы.

Определим левое и правое действия подгруппы U0 на u, следуя фор-
муле (1). Для Cn и Dn, a = diag(A, (Aτ )−1) и x ∈ u имеем

ℓa(x) = ℓa(x0) + Ada(x1) =

(
AX0 AX1A

τ

0 −Xτ
0A

τ

)
.

ra(x) = ra(x0) + x1 =

(
X0A X1

0 −AτXτ
0

)
.

Заметим, что

ℓa(x) =

(
A 0
0 E

)(
X0 X1

0 −Xτ
0

)(
E 0
0 Aτ

)
= a1xa

†
1, где a1 = diag(A,E);

ra(x)=

(
E 0
0 Aτ

)(
X0 X1

0 −Xτ
0

)(
A 0
0 E

)
=a2xa

†
2, где a2 = diag(E,Aτ ).
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Для Bn, a = diag(A, 1, (Aτ )−1), и x ∈ u имеем

ℓa(x) = ℓa(x0) + Ada(x1) =



AX0 AX1 AX2A

τ

0 0 −Xτ
1A

τ

0 0 −Xτ
0A

τ


 ,

ra(x) = ra(x) = ra(x0) + x1 =



X0A X1 X2

0 0 −Xτ
1

0 0 −AτXτ
0


 .

Заметим, что

ℓa(x) =



A 0 0
0 1 0
0 0 E






X0 X1 X2

0 0 −Xτ
1

0 0 −Xτ
0






E 0 0
0 1 0
0 0 Aτ


 = a1xa

†
1,

где a1 = diag(A, 1, E);

ra(x) =



E 0 0
0 1 0
0 0 Aτ






X0 X1 X2

0 0 −Xτ
1

0 0 −Xτ
0






A 0 0
0 1 0
0 0 E


 = a2xa

†
2,

где a2 = diag(E, 1, Aτ ).
Обозначим через G◦ подгруппу в G = UT(n,Fq), порожденную под-

группой U и матрицами diag(A1, A2) в случае Cn иDn (соответственно,
diag(A1, 1, A2) в случае Bn).

Замечание. Элементы x, x′ ∈ u эквивалентны тогда и только тогда,
когда существует g ∈ G◦ такой, что x′ = gxg†.

В упомянутых работах [5–8] рассматривается немного более грубое
отношение эквивалентности: x ∼ x′, если существует g ∈ G такой, что
x′ = gxg†.

Обозначим через H◦ подгруппу в G = UT(n,Fq), порожденную под-
группой U1 и матрицами diag(A1, E) в случае Cn иDn (соответственно,
diag(A1, 1, E) в случае Bn).

Дадим описание подгрупп G◦ и H◦.

Предложение 7. 1) В случае Bn

G◦ =







A0 A1 A2

0 A3 A4

0 0 A5





 и H◦ =







A0 A1 A2

0 A3 A′
4

0 0 E





 , (8)

где A0, A5 ∈ UT(n−1,Fq), A1, A2, A4 произвольные матрицы размеров

(n− 1)× 3, (n− 1)× (n− 1), 3× (n− 1) соответственно, A′
4 – произ-

вольная 3× n матрица с нулевой последней строкой, E – единичная
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n× n-матрица, A3 – 3× 3 матрица вида


1 c − 1

2c
2

0 1 −c
0 0 1


 , c ∈ Fq. (9)

2) В случае Cn подгруппа G◦ совпадает с G и H◦ =

{(
A0 A1

0 E

)}
.

3) В случае Dn

G◦ =

{(
A0 A1

0 A2

)}
и H◦ =

{(
A0 A1

0 E

)}
, (10)

где A0, A2 ∈ UT(n,Fq) и A1 – произвольная n× n-матрица вида




∗ ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...
c ∗ · · · ∗
0 −c · · · ∗


 , c ∈ Fq. (11)

Доказательство. Проведем доказательство для подгруппы H◦ (для
G◦ аналогично).

Случай Cn. Подгруппа H◦ порождается матрицами вида(
A 0
0 E

)
, где A ∈ UT(n,Fq), и

(
E B
0 E

)
, где Bτ = B. Тогда матрица

(
A 0
0 E

)(
E B
0 E

)(
A−1 0
0 E

)
=

(
E AB
0 E

)

также принадлежит H◦. Легко показать, что линейное подпростран-
ство натянутое на матрицы вида AB, где A ∈ UT(n,Fq) и Bτ = B,
совпадает с Mat(n,Fq). Что доказывает утверждение 2).

Случай Dn. Рассматривается аналогично. Легко показать, что ли-
нейное подпространство, натянутое на матрицы вида AB, где A ∈
UT(n,Fq) и Bτ = −B, совпадает с подпространством матриц вида (11).
Что доказывает утверждение 3).

Случай Bn. Для любых двух n-столбцов v1 и v2 рассмотрим мат-
рицу

M(v1, v2) =



E v1 − 1

2v1v
τ
2

0 1 −vτ2
0 0 E


 . (12)
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Группа H◦ порождается матрицами diag(A, 1, E), где A ∈ UT(n,Fq),
матрицами M(v, v), где v – n-столбец, и

F (B) =



1 0 B
0 1 0
0 0 1


 ,

где Bτ = −B. Аналогично случаюDn показывается, что матрицы вида
F (B), где B – матрица (11), принадлежат H◦.

Из равенства


A 0 0
0 1 0
0 0 E


 ·M(v, v) ·



A−1 0 0
0 1 0
0 0 E


 =M(Av, v)

заключаем, что подгруппа H◦ содержит все матрицы вида M(v1, v2)
для любых столбцов

v1 =



β1
...
βn


 , v2 =



β′
1
...
β′
n


 таких, что βn = β′

n 6= 0.

Для любых n-столбцов v1, v2, d1, d2 имеет место равенство

M(v1, v2)M(d1, d2) =M(v1 + d1, v2 + d2)F (B0), (13)

где B0 = 1
2 (−v1d

τ
2 + d1v

τ
2 ).

Из равенства (13) вытекает, что H◦ содержит все матрицы вида
F (B), где B = (bij) – произвольная n× n-матрица с bn1 = 0. Наконец,
используя (13), можно показать, чтоH◦ содержит содержит все матри-
цы вида M(v1, v2), где βn = β′

n. Отсюда вытекает утверждение 1). �

Дадим описание классов эквивалентности в u и u∗ (см. определе-
ния 2 и 4). Упорядочим множество целых чисел отрезка [−n, n] следу-
ющим образом

1 ≺ . . . ≺ n ≺ 0 ≺ −n ≺ . . . ≺ −1.

Обозначим через ∆+ множество, состоящее из следующих пар целых
чисел из [−n, n]:
для Bn

∆+ = {(i, j) : 1 6 i 6 n, i ≺ j ≺ −i},

для Cn
∆+ = {(i, j) : 1 6 i 6 n, i ≺ j 4 −i, j 6= 0},
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для Dn

∆+ = {(i, j) : 1 6 i 6 n, i ≺ j ≺ −i, j 6= 0}.

Элементы множества ∆+ будем называть положительными корнями,
а ∆+ – множеством положительных корней.

Для любого корня α= (i, j)∈∆+ будем называть i номером стро-

ки (обозначение i = row(α)) и j номером столбца (обозначение j =
col(α)).

Определение 8. Подмножество D ⊂ ∆+ будем называть базисным,

если выполнены следующие условия:

1) в каждой строке и каждом столбце есть не более одного корня

из D.

2) Если корень (i,−j), где i, j > 0, принадлежит D, то в j-ой стро-

ке нет корней из D.

Другое название – подмножество типа расстановки ладей.

Определение 9. Подмножество D ⊂ ∆+ будем называть квазиба-

зисным, если выполнены следующие условия:

1) в каждом столбце есть не более одного корня из D;

2) в каждой строке есть не более одного корня из D, за исключе-

нием случая Bn, Dn и пар корней вида (i, n) и (i,−n).
3) Если корень (i,−j), где i, j > 0, принадлежит D, то в j-ой стро-

ке нет корней из D.

Всякое базисное подмножество является квазибазисным. В случае
Cn определения базисного и квазибазисного подмножеств совпадают.
Для любого положительного корня α = (i, j) обозначим α′ = (−j,−i)
(согласно определению, α′ не является положительным корнем). Для
любой матрицы x = (xα) ∈ u элементы xα и xα′ отличаются знаком
xα = ǫ(α)xα′ .

Алгебра Ли g имеет стандартный базис {Eij : 1 6 i < j 6 m}. Ал-
гебра Ли u также имеет стандартный базис {Eα = Eα + ǫ(α)Eα′}. По
паре (D, φ), где D – квазибазисное подмножество в ∆+ и φ – отобра-
жение D → F∗

q , построим элемент

xD,φ =
∑

α∈D

φ(α)Eα.

Теорема 10. 1) Любой элемент x ∈ u эквивалентен некоторому эле-

менту xD,φ. 2) Пара (D, φ) определяется по x однозначно.



172 А. Н. ПАНОВ

Доказательство. 1) Создавая последовательно преобразованиями
вида x→ gxg†, g ∈ G◦, нули в матрице x, можно привести ее к виду
xD,φ.

2) Покажем, что (D, φ) однозначно определяется по x. Пусть эле-
менты xD,φ и xD′,φ′ эквивалентны.

Каждому положительному корню (i, j) сопоставим подматрицу
Matij(x) матрицы x с системой строк и столбцов {k : i 4 k 4 j}.
Легко видеть, что если x ∼ x′, то подматрицы Matij(x) и Matij(x

′)
имеют одинаковые ранги.

Предположим, что D и D′ – базисные подмножества. Из совпадения
рангов вытекает, что D = D′. Каждому корню α = (i, j) ∈ D сопоста-
вим подмножество Dα ⊂ D, состоящее из (k,m) ∈ D, где k < i и m 4 j.
Для α ∈ D рассмотрим минор Mα матрицы x с системой строк row(Dα)
и столбцов col(Dα). Нетрудно видеть, что из эквивалентности xD,φ и
xD,φ′ вытекает, то Mα(xD,φ) =Mα(xD,φ′). Отсюда φ = φ′.

Предположим, что квазибазисное подмножество D не является ба-
зисным. В этом случае u типа Bn или Dn, и D содержит пару корней
β1 = (i, n) и β2 = (i,−n). Для случая Dn рассуждения аналогичны
случаю базисного подмножества.

Рассмотрим случай Bn. Из совпадения рангов подматриц вида
Matij вытекает, что D \ {β2} = D′ \ {β2}. Если корень α ∈ D \ {β2}, то
рассмотрим подсистему корней Dα ∈ D, состоящую из (k,m) ∈ D\{β2},
где k < i и m 4 j. По подмножеству Dα определим, как и выше, ми-
нор Mα. Из Mα(xD,φ) = Mα(xD,φ′) вытекает φ(α) = φ′(α) для любого
α ∈ D \ {β2}.

Осталось показать, что β2 ∈ D′ и φ(β2) = φ′(β2). Сопоставим корню

β1 систему корней D̃β1
, которая совпадает с Dβ1

, если не существует

корня (k, 0), i < k 6 n, в D; если такой корень существует, то D̃β1
=

Dβ1
∪ (k, 0). Как и выше строится минор M̃β1

.

Корню β0 = (i, 0) сопоставим подсистему D̃β0
, которая совпадает с

(Dβ1
\ {β1}) ∪ {β0},

если не существует корня (k, 0), i < k 6 n, в D; если такой корень

существует, то D̃β0
= Dβ1

∪{(k,−n)}. Как и выше строится минор M̃β0
.

Положим D̃β2
= Dβ2

\ {β1} и рассмотрим соответствующий ми-

нор M̃β2
. Можно показать, что многочлен

I = M̃β1
M̃β2

+
1

2
M̃2
β0
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постоянен на классе эквивалентности элемента x = xD,φ. Так как x ∼

x′, где x′ = xD′,φ′ , то I(x) = I(x′). Заметим, что M̃β0
(x) = M̃β0

(x′) = 0,

и M̃β1
(x) = M̃β1

(x′) 6= 0. Поэтому M̃β2
(x) = M̃β2

(x′) 6= 0.
Отсюда β2 ∈ D′ и значения φ и φ′ на корне β2 совпадают. �

Сопряженное пространство g∗ имеет двойственный базис {E∗
ij : 1 6

i < j 6 m}. Сопряженное пространство u∗ имеет базис {E∗
α+ ǫ(α)E

∗
α′}.

Паре (D, φ) сопоставим элемент

λD,φ =
∑

α∈D

φ(α) (E∗
α + ǫ(α)E∗

α′ ) .

Теорема 11. 1) Любой элемент λ ∈ u эквивалентен некоторому эле-

менту λD,φ.
2) Пара (D, φ) определяется по λ однозначно.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 10. �

Перейдем к отношению эквивалентности на группе U . В качестве
отображения f из определения 3 будем рассматривать отображение
Спрингера.

Определение 12. Отображение f : G → g называют отображени-

ем Спрингера, если f биекция и удовлетворяет условиям:
1) f(U) = u,

2) существуют a2, a3, . . . из поля Fq такие, что f(1 + x) = x +
a2x

2 + a3x
3 + . . . для любого x ∈ g.

Примерами отображения Спрингера являются:

1) логарифмическое отображение ln(1+x) =
∞∑
i=1

(−1)i+1 xi

i
(при стро-

гих ограничениях на характеристику поля);
2) отображение Кэли f(1 + x) = 2x

x+2 (для charFq 6= 2).

Обозначим uD,φ = f−1(xD,φ). Из теоремы 10 вытекает классифика-
ция классов эквивалентности на U .

Теорема 13. 1) Любой элемент u ∈ U эквивалентен некоторому

элементу uD,φ.
2) Пара (D, φ) определяется по u однозначно.
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§3. Суперхарактеры ортогональной и

симплектической групп

В случае Cn и Dn группа G◦ является алгебра-группой и построение
теории суперхарактеров для группы U не отличается от подхода в
статье [8].

В случае Bn группа G◦ не является алгебра-группой. Рассмотрим
подгруппу S, состоящую из матриц diag(E,M,E), где M – матрица
вида (9). Группа G◦ является полупрямым произведением G◦ = SG⋄,
где G⋄ – подгруппа в G◦, состоящая из матриц вида (8) с A3 = E.
Подгруппа G⋄ является алгебра-группой G⋄ = 1+ g⋄, где g⋄ – алгебра
Ли группы G⋄.

Группа U также является полупрямым произведением U = SU⋄,
где U⋄ = U ∩G⋄. Алгебра Ли u разлагается в прямую сумму u = s⊕u⋄,
где s – одномерная подалгебра Ли, натянутая на вектор En,0.

Положим H⋄ = G⋄∩H◦. Подгруппа H⋄ является алгебра-группой и
H◦ = SH⋄. Легко видеть, что в каждом из случаев Bn, Cn, Dn имеет
место G◦ = UH⋄ (см. [8, лемма 6.6]).

Для любой линейной формы η ∈ (g⋄)∗ рассмотрим следующие ассо-
циативные подалгебры в g⋄:

1) r⋄η = {x ∈ g⋄ : η(xy) = 0 для любого y ∈ h⋄};

2) ℓ⋄η = {x ∈ g⋄ : η(y†x) = 0 для любого y ∈ h⋄};
3) g⋄η = r⋄η ∩ ℓ

⋄
η.

Так как (r⋄η)† = ℓ⋄η, то (g⋄η)
† = g⋄η. Подгруппа G◦ содержит алгебра-

подгруппы R⋄
η = 1 + r⋄η, L⋄

η = 1 + ℓ⋄η и G⋄
η = 1 + g⋄η.

Лемма 14 ( [8, лемма 6.3]). η(xy) = 0 для любых x, y ∈ g⋄η.

Доказательство. Представим x в виде x = x′ + x′′, где x′ij = 0 для

1 4 j 4 0, и x′′ij = 0 для 0 ≺ j 4 −1. Представим y в виде y = y′+y′′, где

y′ij = 0 для 0 ≺ i 4 −1, и y′′ij = 0 для 1 4 i 4 0. Тогда x′ ∈ (h⋄)†, y′ ∈ h⋄,
x′y′ = 0, x′′y′′ = 0. Из xy = x′y + xy′ вытекает, что η(xy) = 0. �

Пусть λ ∈ (u⋄)∗ и η ∈ g⋄ такие, что η† = −η и ограничение η на u⋄

совпадает с λ. Определим

u⋄λ = u ∩ g⋄η и U⋄
λ = U ∩G⋄

η.

Для x ∈ u⋄ имеем

η(y†x) = −η†(y†x) = −η((y†x)†) = −η(x†y) = η(xy). (14)
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Откуда вытекает, что u ∩ r⋄η = u ∩ ℓ⋄η = u⋄λ.
Из леммы 14 вытекает, что ограничение λ на алгебру Ли u⋄λ является

ее характером со значением в поле Fq.
Пусть π⋄ – естественная проекция (u⋄)∗ → (u⋄λ)

∗. Следующее утвер-
ждение вытекает из работы [8]. Для удобства читателя мы приведем
его с полным доказательством.

Лемма 15. Для любого λ ∈ (u⋄)∗ слой (π⋄)−1π⋄(λ) равен H⋄ � λ.

Доказательство. Пункт 1. Пусть η ∈ (g⋄)∗ и P – естественная проек-
ция (g⋄)∗ → (r⋄η)

∗. Покажем, что P−1P (η) = H⋄η (здесь hη(x) = η(xh)

– левое действие h ∈ H⋄ на η). Действительно, P−1P (η) = η + (r⋄η)
⊥.

Из определения r⋄η вытекает, что

r⋄η = {x ∈ g⋄ : yη(x) = 0 для всех y ∈ h⋄} = (h⋄η)⊥.

Отсюда (r⋄η)
⊥ = h⋄η и P−1P (η) = η + h⋄η = (1 + h⋄)η = H⋄η.

Пункт 2. Пусть Π – естественная проекция (g⋄)∗ → (u⋄)∗. Пусть
η† = −η и λ = Π(η). Покажем, что Π(H⋄η) = H⋄ � λ.

Действительно, для h = 1 + y ∈ H⋄ и x ∈ u⋄ получаем h � λ(x) =
(hλh†)(x) = λ(h†xh) = λ((1+y)†x(1+y)) = λ(x)+λ(y†x+xy)+λ(y†xy).

Заметим, что y†xy = 0 для любых x ∈ g и y ∈ h⋄. Применяя ра-
венство (14), получаем h � λ(x) = η(x) + 2η(xy) = (1 + 2y)η(x). Отсюда
H⋄ � λ = Π(H⋄η), что доказывает утверждение пункта 2.
Пункт 3. Так как u⋄λ = u⋄ ∩ r⋄λ, то

(π⋄)−1π⋄(λ) = Π(P−1P (η)) = Π(H⋄η) = H⋄ � λ. �

Пусть λ = λD,φ и η = ηD,φ – элемент (g)∗ такой, что Π(η) = λ и η† = −η.

Лемма 16. Пусть λ и η как и выше определены по D, φ. Тогда sg⋄λ ⊂
g⋄λ и g⋄λs ⊂ g⋄λ.

Доказательство. Пусть η ∈ (g⋄)∗ и Π(η) = λ. Для любого α = (i, j) ∈
∆+, где 1 6 i < n и i ≺ j, определим подалгебру r⋄α, состоящую из
матриц x ∈ g⋄, удовлетворяющих условиям:

1) если 1 6 j < n, то xik = 0 для всех i < k < j;
2) если j ∈ {n, 0,−n}, то xik = 0 для всех i < k < n;
3) если −n < j 6 −1, то xik = 0 для всех i ≺ k ≺ −n и x−j,k = 0 для

всех −j ≺ k ≺ −n.
Легко видеть, что подалгебра r⋄α инвариантна относительно левого

и правого умножения на s. Подалгебра r⋄η совпадает с пересечением
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подалгебр r⋄α по всем α ∈ D. Тогда подалгебра r⋄η также инвариантна
относительно левого и правого умножения на s. �

Определим подалгебру uλ в каждом из перечисленных случаев от-
дельно.

1) D не имеет корней вида (i, 0) и (i, n). В этом случае положим
gλ = s ⊕ g⋄λ и Gλ = SG⋄

λ. Обозначим uλ = gλ ∩ u = s ⊕ u⋄λ. Положим
Uλ = Gλ ∩ U = SU⋄

λ .
2) D содержит (i, 0) или (i, n). В этом случае положим gλ = g⋄λ,

uλ = u⋄λ и Gλ = U⋄
λ .

Ассоциативная подалгебра h⋄ является идеалом в ассоциативной ал-
гебре g. Поэтому hλ = gλ + h⋄ – ассоциативная подалгебра в g. Тогда
подгруппа Hλ = GλH = 1 + hλ является алгебра-подгруппой в G.

Пусть π – естественная проекция u∗ → u∗λ.

Лемма 17. 1) Для любого λ = λD,φ слой π−1π(λ) совпадает с Hλ � λ.
2) Формула

ξλ(u) = ελ(f(u)) (15)

задает характер подгруппы Uλ.

Доказательство. Пункт 1. D не имеет корней вида (i, 0) и (i, n). То-
гда η(sx) = η(xs) = 0 для любого x ∈ g. Из леммы 14 вытекает, что
ξλ(g) = ελ(f(g)) – характер подгруппы Gλ; что доказывает утвержде-
ние 2).

Прямыми вычислениями показывается, что hηh†(x) = η(x) для лю-
бого x ∈ uλ и h ∈ Hλ. Из леммы 15 вытекает утверждение 1).

Пункт 2. D содержит один из корней вида (i, 0) или (i, n). Обозна-
чим этот корень из D через γ. Если γ = (i, 0), то положим z = E−n,−i;
если γ = (i,−n), то положим z = E0,−i. В каждом из случаев z ∈ gλ ⊂
hλ и η(En0z) = ±φ(γ) 6= 0. Элемент ht = 1 + tz содержится в Hλ для

любого t ∈ Fq. Непосредственно показывается, что htηh
†
t(x) = η(x) для

любого x ∈ u⋄ и htηh
†
t (En0) = η(En0) ± 2φ(γ). Поэтому Π−1Π(η) содер-

жится в Hλ �λ. Из леммы 15 вытекает утверждение 1). Утверждение 2)
вытекает из леммы 14. �

По линейной форме λ = λD,φ определим линейный характер под-
группы Uλ по формуле

ξλ(u) = ελ(f(u)).
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Рассмотрим индуцированный характер

χλ = Ind(ξλ, Uλ, U).

Теорема 18. Если λ = λD,φ, то

χλ(u) =
|Hλ � λ|

|G◦ � λ|

∑

µ∈G◦
�λ

εµ(f(u)).

Доказательство. Пусть ξ̇λ функция на группе U , равная ξλ на Uλ и
нулю вне Uλ. По определению

χλ(u) =
1

|Uλ|

∑

v∈U

ξ̇λ(vuv
−1).

Применяя лемму 17, для любого x ∈ u получаем

∑

µ∈π−1π(λ)

εµ(x) = ελ(x) ·
∑

ν∈u
⊥
λ

εν(x) =

{
|U|
|Uλ|

· ελ(x), если x ∈ uλ;

0, если x /∈ uλ.

Отсюда

ξ̇λ(u) =
|Uλ|

|U |

∑

µ∈π−1π(λ)

εµ(f(u)) =
|Uλ|

|U |

∑

µ∈Hλ�λ

εµ(f(u)).

Тогда

χλ(u)=
1

|U |
·

∑

µ∈Hλ�λ, v∈U

εµ(vf(u)v
−1)=

|Hλ � λ|

|U | · |Hλ|

∑

h∈Hλ, v∈U

εh�λ(vf(u)v
−1)

=
|Hλ � λ|

|U | · |Hλ|

∑

h∈Hλ, v∈U

ελ(hvf(u)v
†h†).

Так как G◦ = UHλ, то

χλ(u) =
|Hλ � λ| · |U ∩Hλ|

|U | · |Hλ|

∑

g∈G◦

ελ(gf(u)g
†) =

|Hλ � λ|

|G◦|

∑

g∈G◦

ελ(gf(u)g
†)

=
|Hλ � λ|

|G◦ � λ|

∑

µ∈G◦
�λ

εµ(f(u)). �
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Теорема 19. Пусть U – силовская подгруппа ортогональной или

симплектической группы. Система характеров χλ, и разбиение груп-

пы U на классы {K(u)}, где λ и u пробегают множества представи-

телей классов эквивалентности λD,φ ∈ u∗ и uD,φ ∈ U , задают тео-

рию суперхарактеров группы U .

Доказательство. Доказательство вытекает из замечания 6, теорем
13 и 18. �

Список литературы

1. P. Diaconis, I. M. Isaacs, Supercharacters and superclasses for algebra groups.—
Trans. Amer. Math. Soc. 360 (2008), 2359–2392.
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