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§1. Введение

В 2015 году в письме к автору проф. Рао из Тата института фун-
даментальных исследований, Индия, поставил вопрос о построении
трансфера K1 Sp(R[X ]) → K1 Sp(R[X2]) и вычислении композиции
естественного гомоморфизма K1 Sp(R[X2]) → K1 Sp(R[X ]), индуци-
рованного вложением R[X2] → R[X ], и трансфера с предположени-
ем, что оно совпадает с отображением умножения на 2. В [1] автором
для любого унитарного кольца (R, λ,Λ) и любого натурального n был
построен трансфер (in)∗ : K1U

λ(R[X ],Λ[X ]) → K1U
λ(R[Xn],Λ[Xn]),

где in обозначает каноническое вложение R[Xn] → R[X ] и вычисле-
на композиция (in)∗ ◦ (in)

∗, где (in)
∗ обозначает естественный гомо-

морфизм K1U
λ(R[Xn],Λ[Xn]) → K1U

λ(R[X ],Λ[X ]), индуцированный
вложением in. Из полученной формулы следовало, что композиция
(i2)∗ ◦ (i2)

∗ : K1 Sp(R[X2]) → K1 Sp(R[X2]) совпадает с гиперболиче-
ским гомоморфизмом H. Таким образом, естественно встает задача
нахождения соотношений в группе K1U

λ(R,Λ) между классами про-
извольной унитарной матрицы α и гиперболической матрицы H(α).

Целью данной работы является введение и изучение унитарных сим-
волов и их применение к разложению гиперболической унитарной мат-
рицы H(α), где α – унитарная матрица. В теореме, основном резуль-
тате статьи, доказывается, что, по модулю элементарных унитарных
матриц, гиперболическая матрица H(α) раскладывается в произведе-
ние двух унитарных матриц: матрицы α и матрицы, отличающейся от
α только знаками в блоках по побочной диагонали. В частности, если
характеристика унитарного кольца R равна 2, то [H(α)] = [α2] = 2[α]
в (абелевой) группе K1U

λ(R,Λ) и, значит, гиперболический гомомор-
физм H : K1U

λ(R,Λ) → K1U
λ(R,Λ) совпадает с отображением умно-

жения на 2. Основным вспомогательным результатом работы является

Ключевые слова: гиперболические унитарные матрицы, унитарное кольцо, уни-
тарная группа, унитарный K1-функтор, унитарные символы, эрмитовы матрицы.
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предложение 4, в котором устанавливается связь между различными
унитарными символами.

§2. Λ-эрмитовы и Λ-унитарные матрицы

В работе мы придерживаемся стандартных определений и обозна-
чений унитарной K-теории. Приведем ряд определений и результатов
из [2], используемых в данной работе.

Пусть (R, λ,Λ) – унитарное кольцо, где R – ассоциативное кольцо
с 1, в котором заданы инволюция x → x̄; симметрия: λ – центральный
элемент кольца R, удовлетворяющий условию λ · λ̄ = 1; система пара-
метров: Λ – аддитивная подгруппа R такая, что Λmin = {x − λx̄, x ∈
R} 6 Λ 6 Λmax = {x ∈ R : x = −λx̄}, причем x̄Λx ⊆ Λ для любого
x ∈ R. Если положить Λ = {x̄, x ∈ Λ}, то получаем еще одно унитар-
ное кольцо (R, λ̄,Λ). Продолжим инволюцию на кольцо матриц Mr(R),
положив (aij)

∗ = (aji).

Определение. Матрица a = (aij)(∈ Mr(R)) называется Λ-эрмито-
вой, если a = −λa∗ и все диагональные элементы матрицы a содер-
жатся в Λ.

Приведем два свойства Λ-эрмитовых матриц, которые мы будем
использовать в дальнейшем, первое из которых – очевидно, а второе
доказано, например, в примере 2 в [3].

1. Матрица a(∈ Mr(R)) является Λ-эрмитовой тогда и только
тогда, когда a∗ является Λ-эрмитовой матрицей.

2. Если b(∈ Mr(R)) является Λ-эрмитовой матрицей, то матрица
a∗ba – Λ-эрмитова для любой a(∈ Mr(R)).

В работе мы будем использовать блочную форму записи матриц.

Более точно, запись α =

(

a b
c d

)

∈ M2r(R) означает, что a, b, c, d ∈

Mr(R). Для натурального r положим Iλr =

(

0 er
λer 0

)

, где er обозна-

чает единичную матрицу порядка r.

Приведем ряд хорошо известных эквивалентных определений Λ-
унитарной матрицы (см., например, [2]).

Предложение 1. Матрица α =

(

a b
c d

)

∈ M2r(R) называется Λ-

унитарной, если выполняется одно из следующих эквивалентных ус-
ловий:
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1) α∗Iλr α = Iλr и диагональные элементы матриц a∗c, b∗d содер-
жатся в Λ;

2) ad∗ + λbc∗ = er и матрицы ab∗, cd∗ Λ-эрмитовы;
3) a∗d+ λc∗b = er и матрицы a∗c, b∗d Λ-эрмитовы.
Отметим, что из эквивалентности условий 2) и 3) следует, что

α ∈ Uλ
2r(R,Λ) тогда и только тогда, когда α∗ ∈ Uλ

2r(R,Λ).
Множество Uλ

2r(R,Λ) всех Λ-унитарных матриц порядка 2r об-
разует группу, которая называется (гиперболической) Λ-унитарной
группой. Определим гиперболический гомоморфизм H : GLr(R) →
Uλ
2r(R,Λ) : α → diag(α, (α∗)−1).

Переход к Λ-унитарным группам над унитарными кольцами унифи-
цирует изучение классических групп над кольцами. Например, если R
– коммутативное кольцо с тривиальной инволюцией, то симплектиче-
ская группа Sp2r(R) есть группа U−1

2r (R,Λmax = R), а ортогональная
группа O2r(R) есть группа U1

2r(R,Λmin = 0).
Подгруппа Uλ

2r(R,Λ), порожденная матрицами вида

H(a) = diag(a, (a∗)−1), T12(b) =

(

er b
0 er

)

, T21(c) =

(

er 0
c er

)

,

где a ∈ Er(R), b – Λ-эрмитова, c – Λ-эрмитова, обозначаетсяEUλ
2r(R,Λ)

и называется элементарной (гиперболической) Λ-унитарной группой.

Пусть α =

(

a1 b1
c1 d1

)

∈ M2r(R), β =

(

a2 b2
c2 d2

)

∈ M2s(R). Положим

α⊥β =









a1 0 b1 0
0 a2 0 b2
c1 0 d1 0
0 c2 0 d2









∈ M2(r+s)(R).

Определим вложение Uλ
2r(R,Λ) → Uλ

2r+2(R,Λ) : α → α⊥e2 и положим

Uλ(R,Λ) = ∪Uλ
2r(R,Λ), EUλ(R,Λ) = ∪EUλ

2r(R,Λ).
Имеет место следующий унитарный аналог леммы Уайтхеда [2].

Предложение 2. Пусть α, β ∈ Uλ
2r(R,Λ). Тогда матрицы α⊥α−1 и

[α, β]⊥e2r содержатся в EUλ
4r(R,Λ), где [α, β] = α−1β−1αβ – комму-

татор.
В силу предложения группа EUλ(R,Λ) совпадает с коммутантом

группы Uλ(R,Λ), и в частности, корректно определена (абелева) груп-
па K1U

λ(R,Λ) = Uλ(R,Λ)/EUλ(R,Λ). Класс матрицы α(∈ Uλ(R,Λ))
в группе K1U

λ(R,Λ) будем обозначать [α].
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Приведем ряд следствий из предложения, необходимые нам в даль-
нейшем.

Следствие 1. Для любой матрицы α ∈ Uλ
2r(R,Λ) справедливо равен-

ство [α⊥e2r] = [e2r⊥α] в группе K1U
λ(R,Λ).

Для доказательства следствия достаточно отметить, что

(α⊥e2r)(e2r⊥α)−1 = α⊥α−1 ∈ EUλ
4r(R,Λ)

в силу предложения.
Следующее утверждение содержится в следствии 2 предложения 2

в [1].

Следствие 2. Для любой матрицы α ∈ Uλ(R,Λ) имеем
αα∗ ∈ EUλ(R,Λ), и, в частности, [α] = [(α∗)−1] в группе K1U

λ(R,Λ).

§3. Унитарные символы

Введем унитарный символ, который, как показывают приводимые
ниже свойства, является (некоммутативным, матричным) обобщением
классического симплектического символа Басса–Милнора–Серра [4].
Для его определения нам необходимо следующее вспомогательное ут-
верждение.

Предложение 3. Если α1=

(

a b
c1 d1

)

, α2=

(

a b
c2 d2

)

∈ Uλ
2r(R,Λ), то

[α1] = [α2] в группе K1U
λ(R,Λ).

Для доказательства предложения, достаточно отметить, что

α1α
−1
2 = T21(c1d

∗

2 + λd1c
∗

2) ∈ EUλ
2r(R,Λ).

Следствие. Произвольный элемент группы K1U
λ(R,Λ) однозначно

определяется верхней половиной Λ-унитарной матрицы, представ-
ляющей данный элемент.

Замечание 1. В действительности, произвольный элемент группы
K1U

λ(R,Λ) однозначно определяется любой из половинок (верхней,
нижней, правой или левой) Λ-унитарной матрицы, представляющей
заданный элемент.

Таким образом, если положить TPλ
r (R,Λ) =

{

(a, b), a, b ∈ Mr(R) :

∃c, d ∈ Mr(R) такие, что

(

a b
c d

)

∈ Uλ
2r(R,Λ)

}

, то получаем корректно
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определенный унитарный символ

[ , ] : TPλ
r (R,Λ) → K1U

λ(R,Λ) : (a, b) → [a, b] =
[

(

a b
c d

)

]

,

удовлетворяющий следующим свойствам:
1) [a+bt, b]=[a, b] для произвольной Λ-унитарной матрицы t∈Mr(R);
1)′ [a, b+ as] = [a, b] для произвольной Λ-унитарной матрицы s ∈

Mr(R);
2) если a ∈ GLr(R), то [a, b] = [a, 0] = [H(a)];

3) если α =

(

a b
c d

)

∈ Uλ
2r(R,Λ), то [a, b] = [a∗, c∗]−1.

Свойство 3) справедливо в силу следствия 2 из предложения 2,
остальные свойства обосновываются простой проверкой.

Положим

LPλ
r (R,Λ) =

{

(c, d), c, d ∈ Mr(R) : ∃a, b ∈ Mr(R)

такие, что

(

a b
c d

)

∈ Uλ
2r(R,Λ)

}

.

В результате получаем корректно определенный унитарный символ

[ , ]′ : LPλ
r (R,Λ) → K1U

λ(R,Λ) : (c, d) → [c, d]′ =

[(

a b
c d

)]

, связан-

ный с предыдущим символом следующим равенством (свойство сим-
метрии):

4) [a, b] = [λb, a]′ для произвольной (a, b) ∈ TPλ
r (R,Λ).

Так как в обозначениях и условиях предложения 3, H(α1)H(α−1
2 ) =

H(α1α
−1
2 ) = H(T21(c1d

∗

2 + λd1c
∗

2)) ∈ EUλ
4r(R,Λ), то для произвольной

α =

(

a b
c d

)

∈ Uλ
2r(R,Λ) класс гиперболической матрицы H(α) в груп-

пе K1U
λ(R,Λ) совпадает с классом H([a, b]). В результате получаем

еще один корректно определенный унитарный символ
{ , } : TPλ

r (R,Λ) → K1U
λ(R,Λ) : (a, b) → {a, b} = H([a, b]).

Получим следующее вспомогательное утверждение, связывающее
различные унитарные символы.

Предложение 4. Для произвольной пары

α1 =

(

a b1
c1 d1

)

, α2 =

(

a b2
c2 d2

)

∈ Uλ
2r(R,Λ)
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справедливо следующее равенство:

{a, b1}[a
∗, c∗2] = [a,−λb1c

∗

2b1]

в группе K1U
λ(R,Λ).

Доказательство предложения будем проводить по схеме, аналогич-
ной доказательству в [4, лемма 13.3]. Положим β1 = H((α∗

1)
−1) (то-

гда β1 ≡ H(α1) mod EUλ(R,Λ) в силу следствия 2 предложения 2),
а также β2 = α∗

2⊥e2r. Тогда произведение {a, b1}[a
∗, c∗2] есть образ по

модулю EUλ(R,Λ) матрицы

β1β2 =









d1a
∗ λ̄c1 d1c

∗

2 0
λb1a

∗ a λb1c
∗

2 0
ab∗2 0 ad∗2 b1
c1b

∗

2 0 c1d
∗

2 d1









.

Положим γ1 = H
(

(

e 0
b∗1 e

)

)

∈ EUλ
2r(R,Λ). По условию, α2 ∈ Uλ

2r(R,Λ),

и значит, матрица ab∗2 является Λ-эрмитовой в силу предложения 1.

Следовательно, γ2 = T21

(

(

−ab∗2 λb2c
∗

1

−c1b
∗

2 0

)

)

∈ EUλ
2r(R,Λ). Нетрудно

проверить, используя условия из предложения 1, что произведение
γ2β1β2γ1 есть матрица









e λ̄c1 d1c
∗

2 −d1c
∗

2b1
0 a λb1c

∗

2 −λb1c
∗

2b1
0 0 e 0
0 −λ̄c1b

∗

2c1 v1 v2









,

где v1 = c1d
∗

2 − c1b
∗

2d1c
∗

2, v2 = d1 − c1d
∗

2b1 + c1b
∗

2d1c
∗

2b1.

Положим γ3 = H
(

(

e −λ̄c1
0 e

)

)

∈ EUλ
2r(R,Λ). По условию, α2 ∈

Uλ
2r(R,Λ), и значит, матрица c∗2a является Λ-эрмитовой в силу предло-

жения 1. Следовательно, матрица d1c
∗

2ad
∗

1 также являетсяΛ-эрмитовой
в силу свойства 2 эрмитовых матриц, и, значит,

γ4 = T12

(

(

−d1c
∗

2ad
∗

1 d1c
∗

2b1
−λ̄b∗1c2d

∗

1 0

)

)

∈ EUλ
2r(R,Λ).
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Нетрудно проверить, используя условия из предложения 1, что произ-
ведение γ4γ2β1β2γ1γ3 есть матрица









e 0 0 0
0 a 0 −λb1c

∗

2b1
0 0 e 0
0 −λ̄c1b

∗

2c1 0 v2









.

В силу следствия 1 из предложения 2, полученная матрица сравни-

ма по модулю EUλ(R,Λ) с матрицей

(

a −λb1c
∗

2b1
−λ̄c1b

∗

2c1 v2

)

⊥e2r, и

значит, {a, b1}[a
∗, c∗2] = [a,−λb1c

∗

2b1], что и завершает доказательство
предложения 4.

Следствие 1. Пусть α =

(

a b
c d

)

∈ Uλ
2r(R,Λ). Тогда, если a – Λ-

эрмитова матрица, то {a, b} = [a,− λb2][Iλr ]
−1 = [− λb2, λ̄a].

Для доказательства следствия, достаточно взять α1 = α, α2 =
(

a λ̄e
e 0

)

=T12(a)(I
λ
r )

−1 и отметить, что α∗

2 ≡ Iλr mod EUλ
2r(R,Λ).

Следствие 2. Если a – Λ-эрмитова матрица, то равенство из пред-
ложения 4 принимает вид: [a,− λb21][a

∗, c∗2] = [a,−λb1c
∗

2b1][I
λ
r ].

Замечание 2. Классический симплектический символ Меннике [4]
есть частный случай введенного символа [ , ], получаемый при r = 1.
Напомним, что в симплектическом случае R – коммутативное кольцо с

тривиальной инволюцией, λ = −1, Λ = R, а I−1
1 =

(

0 1
−1 0

)

∈ Ep2(R).

Тогда, если положить b1 = b, c2 = c, то равенство из следствия 2 при-
нимает вид: [a, b2][a, c] = [a, b2c] для произвольной пары (a, b), (a, c)
унимодулярных строк (мультипликативность симплектического сим-
вола).

§4. Разложение гиперболической унитарной матрицы

Сформулируем основной результат работы.

Теорема. Для произвольной матрицы α =

(

a b
c d

)

∈ Uλ
2r(R,Λ) спра-

ведливо следующее сравнение:
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H(α) ≡

(

a b
c d

)(

a −b
−c d

)

mod EUλ(R,Λ).

Доказательство. Возьмем в предложении 4 α1 = α2 = α. Тогда из
доказательства предложения 4 следует справедливость следующего

сравнения: H(α)α∗ ≡ β mod EUλ(R,Λ), где β =

(

a −λbc∗b
−λ̄cb∗c v

)

и v = d − cd∗b + cb∗dc∗b. Умножая данное сравнение справа на α
и используя предложение 2 и его следствие 1, получаем сравнение
H(α) ≡ βα ≡ αβ mod EUλ(R,Λ).

Преобразуем матрицу β, используя соотношения из предложения
1. Имеем: −λbc∗b = −λλ̄(e− ad∗)b = −b+ ad∗b. Аналогично получаем:
−λ̄cb∗c = (−e+da∗)c = −c+da∗c = −c−λdc∗a = −c+cd∗a. Таким обра-

зом, β =

(

a −b+ ad∗b
−c+ cd∗a v

)

. В силу предложения 1, матрица b∗d

Λ-эрмитова, и значит, матрица d∗b, Λ−эрмитова в силу свойства 1 эр-
митовых матриц. Следовательно, δ1 = T12(−d∗b) ∈ EUλ

2r(R,Λ), причем

βδ1 =

(

a −b
−c+ cd∗a d− cd∗b

)

. Аналогично, так как силу предложения

1, матрица cd∗ Λ-эрмитова, то δ2 = T21(−cd∗) ∈ EUλ
2r(R,Λ), причем

δ2βδ1 =

(

a −b
−c d

)

. Следовательно, H(α) ≡ αβ ≡ α

(

a −b
−c d

)

mod

EUλ(R,Λ), что и завершает доказательство теоремы. �

С использованием унитарного символа теорема может быть сфор-
мулирована в следующей эквивалентной форме.

Следствие 1. В условиях теоремы класс гиперболической матри-
цы H(α) совпадает в группе K1U

λ(R,Λ) с произведением символов
[a, b][a,−b].

Следствие 2. Если характеристика унитарного кольца R равна 2,
то H([α]) = 2[α] в (абелевой) группе K1U

λ(R,Λ). В частности, гипер-
болический гомоморфизм H : K1U

λ(R,Λ) → K1U
λ(R,Λ) совпадает с

отображением умножения на 2.

Действительно, в силу следствия 1 имеем: H([α]) = [α2] = 2[α].

Следствие 3. Если α ∈ Uλ
2r(R,Λ), то H(α) ≡ α2 mod E(R).
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Доказательство. Пусть α =

(

a b
c d

)

∈ Uλ
2r(R,Λ). Тогда, как доказа-

но выше, H(α) ≡ αβ mod EUλ(R,Λ), где β =

(

a −b
−c d

)

, и, в частно-

сти, H(α) ≡ αβ mod E(R). Положим γ = diag(−er, er). Тогда имеем:
β = γαγ ≡ α[α, γ] ≡ α mod E(R), так как [α, γ] ∈ E(R) в силу леммы
Уайтхеда [5] и, следовательно, H(α) ≡ α2 mod E(R). �
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