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Введение ко второй части

Данная статья продолжает работу [8] и является второй частью в
серии из трёх. Во всех частях нумерация теорем (соответственно лемм,
разделов и т.д.) единая. Она продолжается из [8] и далее из настоящей
статьи в третьей части, которая будет подготовлена к печати. Напри-
мер, в этой статье ссылка на лемму 6 означает ссылку на лемму 6 ра-
боты [8]. Аналогично раздел 3 означает здесь раздел 3 из работы [8].
Список литературы в данной статье совпадает (за исключением ссыл-
ки на первую часть [8], которая здесь добавлена) со списком литера-
туры из [8]. В данной статье мы доказываем теорему 1. В последней
третьей части статьи мы докажем теорему 2.

В настоящей второй части мы используем конструкцию для реше-
ния систем полиномиальных уравнений с конечным числом решений
в проективном пространстве, описанную в разделе 3. Для того что-
бы получить алгоритм в общем случае, нам фактически потребуется
только часть этой конструкции до замечания 6 (в частности, мы не
будем использовать дерево T0, введённое в разделе 3). Конечно, для
доказательства теоремы 1 в полной общности нужны также и многие
другие идеи.

Для того чтобы доказать утверждение (d) теоремы 1, нам необхо-
димо будет использовать оценки на длины записи коэффициентов аб-
солютно неприводимых множителей параметрических многочленов с
целыми коэффициентами. К сожалению, мы забыли дать такие оценки
в формулировке теоремы 1 работы [6]. Однако они получаются непо-
средственно. Именно, в условиях теоремы 1 работы [6] справедливо
следующее утверждение.

Ключевые слова: параметрические коэффициенты, стратификации, абсолютно
неприводимые компоненты, решение систем полиномиальных уравнений.
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(c) Предположим, что k = Q,

f ∈ Z[a1, . . . , aν , X1, . . . , Xn]

и l(f) 6 M для некоторого действительного числа M > 0. То-

гда все полиномы ψ
(β)
α,1, . . . , ψ

(β)
α,mα,β , λα,0, λα,1, Hj , Fj , fj имеют

целые коэффициенты с длинами записи (M + n+ ν log d′)dO(1)

с абсолютной константой в O(1).

Доказательство этого утверждения немедленно следует из конструк-
ции, описанной в [6] (мы оставляем подробности читателю; возможно,
в [6] требуются незначительные модификации, чтобы получить утвер-
ждение (c)).

Для лучшего понимания отметим здесь, что во многих случаях, что-
бы доказать верхнюю оценку на длины записи целых коэффициентов
l(Ψ) некоторого многочлена Ψ, мы оцениваем логарифм суммы аб-
солютных величин коэффициентов этого многочлена Ψ. Это даёт a
fortiori требуемую верхнюю оценку на l(Ψ).

Например, пусть мы имеем квадратную матрицу (ψi,j)6i,j6N раз-
мера N ×N , где ψi,j ∈ Z[a1, . . . , aν , X1, . . . , Xn], l(ψi,j) < M и

dega1,...,an ψi,j < d′, degX1,...,Xn
ψi,j < d для всех i, j,

и хотим оценить длины записи целых коэффициентов определителя
det((ψi,j)6i,j6N ). Тогда мы поступаем следующим образом. Сумма аб-
солютных величин целых коэффициентов каждого многочлена ψi,j
ограничена сверху числом 2Mdn(d′)ν . Поэтому сумма абсолютных ве-
личин целых коэффициентов определителя ограничена сверху числом
N !2MNdnN (d′)νN . Его логарифм ограничен сверху величиной

(M + n log d+ ν log d′)NO(1).

Следовательно, та же самая оценка справедлива для длин записи це-
лых коэффициентов этого определителя.

Для того чтобы доказать утверждение (d) теоремы 1, нам потребу-
ется также замечание о лемме 2 из раздела 1. Именно,

(†) В условиях леммы 2 предположим, что char(k) = 0. Тогда мож-
но выбрать матрицы Bi ∈Mr,n(Z) и Cj ∈Mm,r(Z) так, что все
коэффициенты bi,α,β матриц Bi имеют длины записи, ограни-

ченные сверху величиной nO(1), и все коэффициенты cj,α,β мат-
риц Cj имеют длины записи, ограниченные сверху величиной

mO(1), с абсолютной константой в O(1).
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Это немедленно следует из доказательства указанной леммы и рабо-
ты [9]. Более точно, конструкция из [9] является явной. Согласно [9],
матрицы Dj из доказательства леммы 2 могут быть выбраны с целы-
ми коэффициентами с длинами записи, ограниченными сверху вели-
чиной mO(1) с абсолютной константой в O(1). Поэтому все коэффици-
енты cj,α,β матриц Cj имеют длины записи, ограниченные сверху ве-

личиной mO(1). Аналогично все коэффициенты bi,α,β матриц Bi имеют

длины записи, ограниченные сверху величиной nO(1).
Заметим, что мы уже неявно использовали эти утверждения (c) и (†)

в [8], чтобы доказать утверждение (d) для ослабленной (и ослаблен-
ной модифицированной) теоремы 1 с c = 0. Мы хотели бы снова под-
черкнуть, что в данной второй части статьи нам не потребуются эти
результаты для частного случая c = 0. В [8] мы доказали их толь-
ко для того, чтобы продемонстрировать силу и возможности развитой
техники.

В заключение этого короткого введения мы хотели бы исправить
опечатки, замеченные в [8]:

1) в формулировке условия (x) из введения необходимо везде заме-
нить max на maxi;

2) в разделе 4 в формулировке свойства (αn−c) необходимо заменить
dw − di−1 на di−1 − dw.

3) в разделе 4 в формуле (27) необходимо заменить

h̃a∗,j =
∑

j6w6m−1

qj,wfa∗,w

на

h̃a∗,j = fa∗,j−1 +
∑

j6w6m−1

qj,wfa∗,w.

Эти опечатки легко могут быть исправлены, исходя из контекста.
Теперь мы готовы перейти к следующему разделу статьи.

§5. Несколько лемм

В этом разделе c – целое число, −1 6 c 6 n−1. Пусть q – целое число,
0 6 q 6 c. Рассмотрим многочлены ha∗,1, . . . , ha∗,n−q ∈ ka∗ [X0, . . . , Xn],
удовлетворяющие условию (αn−q), см. раздел 4, и следующему свой-
ству:
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(γ′n−q) Z(ha∗,1, . . . , ha∗,n−q) = V ′′′
a∗,q∪

⋃
q6s6c

Va∗,s, где многообразия Va∗,s

определены во введении и V ′′′
a∗,q – проективное алгебраическое

многообразие, такое, что dimV ′′′
a∗,q = q или V ′′′

a∗,q = ∅.

Таким образом, каждая неприводимая компонента алгебраического
многообразия V ′′′

a∗,q имеет размерность q.

Пусть ε – новая переменная. Пусть A1(k) имеет координатную функ-

цию ε и прямое произведение Pn(k) × A1(k) имеет координаты
((X0 : . . . : Xn), ε). Мы отождествляем Pn(k) с подмногообразием Z(ε)
в Pn(k)× A1(k). Рассмотрим алгебраическое многообразие

Z
(
ha∗,1 − εXd0

0 , . . . , ha∗,n−q − εX
dn−q−1

n−q−1

)
. (28)

Оно является замкнутым подмногообразием в Pn(k)× A1(k). Обозна-

чим через V a∗,q объединение всех неприводимых над k компонент E
алгебраического многообразия (28), таких, что E не содержится ни в

какой гиперплоскости Z(ε− c), c ∈ k. Положим V ′′
a∗,q = V a∗,q ∩Z(ε) ⊂

Pn(k). Легко доказать (ср. [2]), что каждая неприводимая компонен-
та многообразия V ′′

a∗,q имеет размерность n− q и V ′′
a∗,q ⊃ Va∗,q ∪ V

′′′
a∗,q.

Обозначим через V ′
a∗,q объединение всех неприводимых над k компо-

нент E многообразия V ′′
a∗ , таких, что E ⊂ Z(fa∗,0, . . . , fa∗,m−1). Та-

ким образом, V ′′
a∗,q ⊃ V ′

a∗,q ⊃ Va∗,q. Более того, очевидно, замыкание

множества V ′
a∗,q \

(
⋃

q+16s6c

V ′
a∗,s

)
относительно топологии Зарисско-

го в Pn(k) совпадает с Va∗,q. Обозначим через V ′′′′
a∗,q объединение всех

неприводимых над k компонент E алгебраического многообразия V ′
a∗,q,

таких, что E 6⊂ Va∗,q. Таким образом, мы имеем V ′
a∗,q = Va∗,q ∪ V

′′′′
a∗,q и

V ′′
a∗,q = Va∗,q ∪V

′′′
a∗,q ∪ V

′′′′
a∗,q, и каждая неприводимая компонента алгеб-

раического многообразия V ′′
a∗,q является неприводимой компонентой

только одного из многообразий Va∗,q, V
′′′
a∗,q, V

′′′′
a∗,q.

В дальнейшем s=q. В этом разделе Y0, . . . , Yn∈k[X0, . . . , Xn] – про-
извольные линейно независимые над k линейные формы от X0, . . . , Xn

(мы сейчас не предполагаем, что (Y0, . . . , Ys+1) ∈ Ls+1
s × L′

s).

Расширим основное поле k до k(ε). Обозначим через Ṽa∗,s алгеб-
раическое многообразие (28), рассматриваемое как подмногообразие

в Pn(k(ε)).
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Пусть t1, . . . , ts – алгебраически независимые над k элементы. Пусть

k◦ = k(t1, . . . , ts), k
◦
a∗ = ka∗(t1, . . . , ts) и k

◦
= k(t1, . . . , ts) – чисто

трансцендентные расширения полей k, ka∗ и k соответственно.
Пусть Yi =

∑
06j6n

yi,jXj , 0 6 i 6 n, где yi,j ∈ k. Положим

δ(0) = det((yi,j)06i,j6n)). (29)

Тогда δ(0) 6= 0. Для произвольного многочлена g ∈ k(ε)[X0, . . . , Xn] мы
определяем многочлены

g(0) ∈ k(ε)[Y0, . . . , Yn] и g◦ ∈ k(ε)[Y0, Ys+1, . . . , Yn].

Именно,

g(0)(Y0, . . . , Yn) = (δ(0))degX0,...,Xn
gg

и

g◦ = g(0)(Y0, t1Y0, . . . , tsY0, Ys+1, . . . , Yn).

Следовательно, если многочлен g однороден относительно X0, . . . , Xn,
то g◦ является однородным многочленом относительно Y0, Ys+1, . . . , Yn
с коэффициентами из k(ε)(t1, . . . , ts). Если g ∈ k[ε,X0, . . . , Xn], то, оче-

видно, g◦ ∈ k
◦
[ε,X0, . . . , Xn].

Пусть проективное алгебраическое многообразие Pn−s(k◦(ε)) (а так-
же Pn−s(k◦)) имеет однородные координатные функции

Y0, Ys+1, . . . , Yn.

Пусть ϕ1, . . . , ϕm1 ∈ ka∗ [ε,X0, . . . , Xn] – однородные многочлены от-
носительно X0, . . . , Xn, такие, что V a∗,s = Z(ϕ1, . . . , ϕm1). Положим

con(V a∗,s) = Z(ϕ1, . . . , ϕm1) ⊂ An+1(k) × A1(k), где An+1(k) имеет ко-

ординатные функции X0, . . . , Xn и A1(k) имеет координатную функ-
цию ε. Очевидно, неприводимые компоненты многообразий Va∗,s и
con(Va∗,s) находятся во взаимно однозначном соответствии.

Положим ϕi = ϕi(0, X0, . . . , Xn), 1 6 i 6 m1. Тогда, очевидно,
V ′′
a∗,s = Z(ϕ1, . . . , ϕm1

). Положим

Ca∗,s = Z(ϕ◦
1, . . . , ϕ

◦
m1

) ⊂ Pn−s(k◦)× A1(k◦),

C̃a∗,s = Z(ϕ◦
1, . . . , ϕ

◦
m1

) ⊂ Pn−s(k◦(ε)),

C′′
a∗,s = Ca∗,s ∩ Z(ε) = Z(ϕ◦

1, . . . , ϕ
◦
m1

) ⊂ Pn−s(k◦).
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Аналогично многообразию con(V a∗,s) мы определяем многообразия

con(Ca∗,s) = Z(ϕ◦
1, . . . , ϕ

◦
m1

) ⊂ An−s+1(k◦)× A1(k◦),

con(C̃a∗,s) = Z(ϕ◦
1, . . . , ϕ

◦
m1

) ⊂ An−s+1(k◦(ε)),

con(C′′
a∗,s) = Z(ϕ◦

1, . . . , ϕ
◦
m1

) ⊂ An−s+1(k◦).

Здесь везде аффинное пространство An−s+1 имеет координатные фун-
кции Y0, Ys+1, . . . , Yn.

Заметим, что

Ṽa∗,s = Z(ϕ1, . . . , ϕm1) ⊂ Pn(k(ε))

и
C̃a∗,s = Z(h◦a∗,1, . . . , h

◦
a∗,n−s) ⊂ Pn−s(k◦(ε)).

Лемма 9. Справедливы следующие утверждения.

(a) Пересечение Ṽa∗,s ∩ Z(Y0, Y1, . . . , Ys) пусто в Pn(k(ε)).

(b) C̃a∗,s является конечным подмножеством в Pn−s(k◦(ε)), и

C̃a∗,s ∩ Z(Y0) = ∅.

(c) Пересечение V ′′
a∗,s ∩ Z(Y0, Y1, . . . , Ys) пусто в Pn(k) в том и

только в том случае, если C′′
a∗,s является конечным подмно-

жеством в Pn−s(k◦) и C′′
a∗,s ∩ Z(Y0) = ∅.

Доказательство. Искомые утверждения получаются непосредствен-
но. Например, фактически утверждение (a) следует из того, что

Z(X0, X1, . . . , Xn−s−1, Y0, . . . , Ys) = ∅

в Pn(k). Утверждение (b) эквивалентно утверждению (a), а значит,
также истинно. �

Обозначим через E1 множество всех неприводимых над k компонент
алгебраического многообразия V a∗,s.

Обозначим через E5 множество всех неприводимых над k компонент
алгебраического многообразия V ′′

a∗,s.
Для всякого аффинного алгебраического многообразия W , опре-

делённого над полем K, обозначим через K[W ] кольцо регулярных
функций многообразия W , определённых над K, и через K(W ) пол-
ное кольцо частных кольца K[W ].

Следующие утверждения (I)–(IV) получаются непосредственно. Их
подробные доказательства мы оставляем читателю.
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(I) Обозначим через E2 множество всех определённых и неприво-

димых над k(ε) компонент алгебраического многообразия Ṽa∗,s. Поло-

жим S2 равным мультипликативно замкнутому множеству k[ε] \ {0}.
Тогда по определению алгебраического многообразия V a∗,s алгебра-

ическое многообразие con(Ṽa∗,s) определено над полем k(ε), и можно

отождествить кольцо регулярных функций k(ε)[con(Ṽa∗,s)] с кольцом

S−1
2 k[con(V a∗,s)] (это локализация кольца k[con(V a∗,s)] относительно

мультипликативно замкнутого множества S2). Следовательно, полное

кольцо частных k(ε)(con(Ṽa∗,s)) совпадает с k(con(V a∗,s)). Поэтому су-

ществует естественная биекция ι1,2 : E1 → E2, и Ṽa∗,s =
⋃

W∈E2

W .

(II) Обозначим через E3 множество всех определённых и неприводи-

мых над k
◦

компонент алгебраического многообразия Ca∗,s. По лем-
ме 9(a) можно провести отождествление

ti = Yi/Y0 ∈ k(con(V a∗,s)), 1 6 i 6 s, (30)

т.е. функции Yi/Y0, 1 6 i 6 s, из кольца k(con(V a∗,s)) алгебраически

независимы над k. Положим S3 равным мультипликативно замкну-
тому множеству k[t1, . . . , ts] \ {0}. Тогда многообразие Ca∗,s опреде-

лено над полем k
◦
, и можно отождествить кольцо регулярных функ-

ций k
◦
[con(Ca∗,s)] с S−1

3 k[con(V a∗,s)][t1, . . . , ts]. Следовательно, полное

кольцо частных k
◦
(con(Ca∗,s)) совпадает с k(con(V a∗,s)). Поэтому су-

ществует естественная биекция ι1,3 : E1 → E3, и

Ca∗,s =
⋃

W∈E3

W.

(III) Обозначим через E4 множество всех определённых и непри-

водимых над k
◦
(ε) компонент алгебраического многообразия C̃a∗,s.

Положим S4 равным мультипликативно замкнутому множеству

k[ε, t1, . . . , ts] \ {0}. Тогда C̃a∗,s определено над полем k
◦
(ε), и, прини-

мая во внимание (30), можно отождествить кольцо регулярных функ-

ций k
◦
(ε)[con(C̃a∗,s)] с S−1

4 k[con(V a∗,s)][t1, . . . , ts]. Следовательно, пол-

ное кольцо частных k
◦
(ε)(con(C̃a∗,s)) совпадает с k(con(V a∗,s)). Поэто-

му существует естественная биекция ι1,4 : E1 → E4, и C̃a∗,s =
⋃

W∈E4

W .
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(IV) Обозначим через E6 множество всех определённых и неприво-

димых над k
◦

компонент алгебраического многообразия C′′
a∗,s. Пред-

положим, что V ′′
a∗,s ∩ Z(Y0, . . . , Ys) = ∅ в Pn(k)×A1(k). По лемме 9(c)

можно провести отождествление

ti = Yi/Y0 ∈ k(con(V ′′
a∗,s)), 1 6 i 6 s. (31)

Положим S6 равным мультипликативно замкнутому множеству

k[t1, . . . , ts] \ {0}. Тогда многообразие C′′
a∗,s определено над полем k

◦
,

и можно отождествить кольцо регулярных функций k
◦
[con(C′′

a∗,s)] с

S−1
6 k[con(V ′′

a∗,s)][t1, . . . , ts]. Следовательно, полное кольцо частных

k
◦
(con(C′′

a∗,s)) совпадает с k(con(V a∗,s)). Поэтому существует естест-
венная биекция ι5,6 : E5 → E6, и C′′

a∗,s =
⋃

W∈E6

W .

Пусть K ⊃ k – расширение основного поля, линейно раздельное
с k(ε) над k. Положим K◦ = K(t1, . . . , ts). Пусть L ∈ K[X0, . . . , Xn]
– линейные формы с коэффициентами из поля K. Следовательно,
L◦ ∈ K◦[Y0, Ys+1, . . . , Yn].

Пусть W ∈ E4. Тогда компонента W определена и неприводима над
полем K◦(ε) согласно (III). Поэтому для всякой компоненты W ∈ E4
существует неприводимый надK многочлен ΦW ∈ K[ε, t1, . . . , ts, Y0, Z],
такой, что ΦW (ε, t1, . . . , ts, Y0, L

◦) обращается в нуль тождественно
на W . Многочлен ΦW однозначно определён с точностью до ненуле-
вого множителя из K. Он однороден относительно Y0, Z, и по лем-
ме 9(b) имеем lcZΦW ∈ K[t1, . . . , ts, ε] и degZ ΦW > 1. Пусть η ∈ W .
Тогда, очевидно, ΦW (ε, t1, . . . , ts, 1, Z) является минимальным много-
членом элемента (L◦/Y0)(η) над полем K◦(ε). Обратно, если ΨW ∈
K[ε, t1, . . . , ts, Z] – минимальный многочлен элемента (L◦/Y0)(η) над

полемK◦(ε), то его гомогенизация Y
degZ ΨW

0 ΨW (ε, t1, . . . , ts, Z/Y0) сов-
падает с ΦW с точностью до ненулевого множителя изK◦(ε). Положим
Φ∨
W = ΦW (ε, Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Y0, Z). Мы будем писать ΦW = ΦW,L,

Φ∨
W = Φ∨

W,L, ΨW = ΨW,L, когда важна зависимость от L.

Предположим, что V ′′
a∗,s ∩ Z(Y0, . . . , Ys) = ∅ в Pn(k). Пусть W ∈ E6.

Тогда компонента W определена и неприводима над полем K◦ соглас-
но (IV). Поэтому для всякой компоненты W ∈ E6 существует непри-
водимый над K многочлен ΦW ∈ K[t1, . . . , ts, Y0, Z], такой, что мно-
гочлен ΦW (t1, . . . , ts, Y0, L

◦) обращается в нуль тождественно на W .
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Многочлен ΦW однозначно определён с точностью до ненулевого мно-
жителя из K. Он однороден относительно Y0, Z, и по лемме 9(c) имеем
lcZΦW ∈ K[t1, . . . , ts] и degZ ΦW > 1. Пусть η ∈ W . Тогда, очевид-
но, ΦW (t1, . . . , ts, 1, Z) является минимальным многочленом элемента
(L◦/Y0)(η) над полем K◦. Обратно, если ΨW ∈ K[t1, . . . , ts, Z] – мини-
мальный многочлен элемента (L◦/Y0)(η) над полем K◦, то его гомоге-

низация Y
degZ ΨW

0 ΨW (t1, . . . , ts, Z/Y0) совпадает с ΦW с точностью до
ненулевого множителя из K◦. Положим

Φ∨
W = ΦW (Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Y0, Z).

Мы будем писать ΦW = ΦW,L, Φ∨
W = Φ∨

W,L, ΨW = ΨW,L, когда важна
зависимость от L.

Лемма 10. (a) Пусть W ∈ E4, η ∈W и ι1,4(W
′) =W , см. (III). То-

гда в предыдущих обозначениях lcZΦW ∈ K[ε]. Следовательно, эле-
мент (L/Y0)(η) цел над кольцом K(ε)[t1, . . . , ts]. Далее, мы имеем
Φ∨
W ∈ K[ε, Y0, . . . , Ys, Z]. Многочлен Φ∨

W неприводим в кольце
K[ε, Y0, . . . , Ys, Z], и Φ∨

W (ε, Y0, . . . , Ys, L) обращается в нуль тожде-
ственно на многообразии W ′. Кроме того, lcZΦ

∨
W ∈ K[ε].

(b) Предположим, что V ′′
a∗,s ∩ Z(Y0, . . . , Ys) = ∅ в Pn(k). Пусть

W ∈ E6, η ∈ W и ι5,6(W
′) =W , см. (IV). Тогда в предыдущих обозна-

чениях lcZΦW ∈ K. Следовательно, элемент (L/Y0)(η) цел над коль-
цом K[t1, . . . , ts]. Далее, многочлен Φ∨

W ∈ K[Y0, . . . , Ys, Z] неприводим
(в этом кольце), Φ∨

W (Y0, . . . , Ys, L) обращается в нуль тождественно
на многообразии W ′, и lcZΦ

∨
W ∈ K.

Доказательство. (a) Действительно, можно представить Φ∨
W в ви-

де Φ∨
W = Q/Y e0 , где многочлен Q ∈ K[ε, Y0, . . . , Ys, Z] неприводим,

Q 6= λY0 для λ ∈ K и e – неотрицательное целое число. Многочлен
Q(ε, Y0, . . . , Ys, L) обращается в нуль тождественно наW ′ согласно (III).
Если e > 1 или lcZΦW 6∈ K[ε], то lcZQ 6∈ K[ε]. Это противоречит лем-
ме 9(a) и доказывает утверждение (a).

Доказательство утверждения (b) аналогично, и мы оставляем его
читателю. �

Следствие 1. Предположим, что K = k(t), где t – трансцендент-

ный элемент над полем k
◦
(ε). Предположим, что L = L1 + tL2, где

L1, L2 ∈ k[X0, . . . , Xn] – линейные формы.
(a) В условиях леммы 10(a) можно выбрать многочлен

ΦW,L ∈ k[t, ε, t1, . . . , ts, Y0, Z]
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так, что ΦW,L неприводим в последнем кольце и lcZΦW,L ∈ k[ε]. Для

такого выбора мы имеем ΦW,L|t=0 = λΦeW,L1
, где 0 6= λ ∈ k[ε] и e =

eW,L1,L2 > 1. Поэтому

ΦW,L|t=0/lcZ(ΦW,L) = (ΦW,L1/lcZ(ΦW,L1))
e.

(b) Далее, в условиях леммы 10(b) можно выбрать многочлен

ΦW,L ∈ k[t, t1, . . . , ts, Y0, Z]

так, что ΦW,L неприводим в последнем кольце и lcZΦW,L ∈ k. Для

такого выбора мы имеем ΦW,L|t=0 = λΦeW,L1
, где 0 6= λ ∈ k и e =

eW,L1,L2 > 1. Поэтому

ΦW,L|t=0/lcZ(ΦW,L) = (ΦW,L1/lcZ(ΦW,L1))
e.

Доказательство. (a) По лемме 10(a) элементы (Li/Y0)(η), i = 1, 2,

являются целыми над кольцом k(ε)[t1, . . . , ts]. Следовательно, элемент
((L1 + tL2)/Y0)(η) цел над кольцом k(ε)[t, t1, . . . , ts]. Поэтому можно
выбрать многочлен ΨW,L ∈ k[ε, t, t1, . . . , ts, Z] так, что lcZΨW,L ∈ k[ε].
Мы выбираем ΦW,L равным гомогенизации многочлена ΨW,L, см. вы-

ше. Тогда, очевидно, lcZΦW,L ∈ k[ε] и ΦW,L неприводим в кольце

k[ε, t, t1, . . . , ts, Y0, Z].

Каждый корень многочлена ΨW,L имеет вид Z=((L1+tL2)/Y0)(η
(1)),

где η(1) ∈ W . Следовательно, каждый корень многочлена ΨW,L|t=0

имеет вид Z = (L1/Y0)(η
(1)), где η1 ∈W . Многочлен ΨW,L1 неприводим

в кольце k[ε, t1, . . . , ts, Z]. Поэтому ΨW,L|t=0 = λΨeW,L1
, где 0 6= λ ∈ k[ε]

и e > 1. Остаётся взять гомогенизацию последнего равенства. Утвер-
ждение (a) доказано.

Доказательство утверждения (b) аналогично, и мы оставляем его
читателю. �

Замечание 9. В дальнейшем для W ∈ E4 и L = L(1) + tL(2) (для
произвольных линейных форм L(1), L(2) ∈ k[X0, . . . , Xn]), используя
обозначение ΦW,L, мы будем всегда предполагать, что многочлен

ΦW,L ∈ k[ε, t, t1, . . . , ts, Y0, Z]

неприводим в этом кольце.
Предположим, что V ′′

a∗,s ∩ Z(Y0, . . . , Ys) = ∅ в Pn(k). Тогда анало-

гично для W ∈ E6 и L = L(1) + tL(2), используя обозначение ΦW,L, мы
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будем всегда предполагать, что многочлен ΦW,L ∈ k[t, t1, . . . , ts, Y0, Z]
неприводим в этом кольце.

Пусть L1 ∈ k[X0, . . . , Xn] – линейная форма. Пусть W ∈ E4 и
ι1,4(W

′) = W , ι1,3(W
′) = W ′′. Пусть ψ1, . . . , ψm2 ∈ k[ε,X0, . . . , Xn] –

многочлены, такие, что W ′ = Z(ψ1, . . . , ψm2). Положим

ψi = ψi(0, X0, . . . , Xn), 1 6 i 6 m2.

Тогда W = Z(ψ◦
1 , . . . , ψ

◦
m2

) и W ′′ ∩ Z(ε) = Z(ψ
◦

1, . . . , ψ
◦

m2
). Положим

∆1 = ∆k◦
a∗ (ε);Y0,Ys+1,...,Yn;ψ◦

1 ,...,ψ
◦

m2
;Y0,L◦

1
∈ k◦a∗(ε)[U0, U1],

∆2 = ∆k◦
a∗ ;Y0,Ys+1,...,Yn;ψ

◦

1,...,ψ
◦

m2
;Y0,L◦

1
∈ k◦a∗ [U0, U1],

∆3 = ∆k◦
a∗ (ε);Y0,Ys+1,...,Yn;h◦

a∗,1
,...,h◦

a∗,s
;Y0,L◦

1
∈ k◦a∗(ε)[U0, U1],

см. обозначение в замечании 6 из раздела 3.

Лемма 11. (a)

∆3(Z,−Y0) =
∏

W∈E4

(ΦW,L1/lcZ(ΦW,L1))
e′W,L1

для некоторых целых чисел e′W,L1
> 1.

(b) Предположим, что V ′′
a∗,s∩Z(Y0, . . . , Ys) = ∅ в Pn(k) (см. также

лемму 9(c)). Тогда

∆2(Z,−Y0) =
∏

W1∈E6,W1⊂W ′′

(ΦW1,L1/lcZ(ΦW1,L1))
eW,W1,L1

для некоторых целых чисел eW,W1,L1 > 1.

(c) ∆1(Z,−Y0) = (ΦW,L1/lcZ(ΦW,L1))
e′′W,L1 для некоторых целых чи-

сел e′′W,L1
> 1.

Доказательство. (a) Пусть L2 ∈ k[X0, . . . , Xn] – линейная форма,
такая, что (L2/Y0)(η1) 6= (L2/Y0)(η2) для всех попарно различных

η1, η2 ∈ C̃a∗,s. Положим L = L1 + tL2 и

∆4 = ∆k◦
a∗ (ε,t);Y0,Ys+1,...,Yn;h◦

a∗,1
,...,h◦

a∗,s
;Y0,L◦ ∈ k◦a∗(ε, t)[U0, U1].

Тогда согласно лемме 4 и замечанию 6 мы имеем ∆4 ∈ k◦a∗(ε)[t, U0, U1]
и ∆4|t=0 = ∆3. По лемме 4 и поскольку полиномы ΦW,L, W ∈ E4,

попарно различны и неприводимы в кольце k
◦
(ε)[t, Y0, Z], мы имеем

∆4(Z,−Y0) =
∏

W∈E4

(ΦW,L/lcZ(ΦW,L))
e′W,L
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для некоторых целых чисел e′W,L > 1. Теперь, применяя следствие 1(a),

мы устанавливаем утверждение (a).
Доказательства утверждений (b) и (c) аналогичны, и мы оставляем

их читателю. �

Лемма 10. Предположим, что V ′′
a∗,s ∩ Z(Y0, . . . , Ys) = ∅ в Pn(k).

Пусть W ∈ E4 и ι1,4(W
′) = W , ι1,3(W

′) = W ′′, и пусть L1, ∆1,
∆2 – такие же, как выше. Тогда lcZ(ΦW,L1)|ε=0 6= 0 (напомним, что

lcZ(ΦW,L1) ∈ k[ε]), ∆1|ε=0 = ∆2 и

(ΦW,L1/(lcZ(ΦW,L1)))|ε=0 =
∏

W1∈E6,
W1⊂W

′′

(ΦW1,L1/(lcZ(ΦW1,L1))
e′W,W1,L1 (32)

для некоторых целых чисел e′W,W1,L1
> 1.

Доказательство. В разделе 3 определена матрица A = (A′,A′′). Рас-
смотрим случай ν = 0. В определении матрицы A с ν = 0 заменим n, k,

(X0, . . . , Xn), (f0, . . . , fm−1), (Y0, . . . ,Yn) на n−s, k
◦
(ε), (Y0, Ys+1, . . . ,Yn),

(ψ◦
1 , . . . , ψ

◦
m2

), (Y0, L
◦
1, 0, . . . , 0) соответственно. Мы будем обозначать

полученную матрицу снова через A = (A′,A′′). Теперь коэффициен-
ты матрицы A′ принадлежат кольцу ka∗ [ε, t1, . . . , ts, Y0, Ys+1, . . . , Yn], а
коэффициенты матрицы A′′ являются линейными формами от U0, U1

с коэффициентами из последнего кольца. Пусть γ – число строк мат-
рицы A.

Пусть rank(A′|ε=0) = γ′. Тогда по лемме 4(b) мы имеем

rank(A|ε=0) = γ,

а по лемме 4(c) число корней в Pn−s(k◦) системы

ψ
◦

1 = . . . = ψ
◦

m2
= 0 (33)

с учетом кратности равно γ− γ′. Пусть A′
1 – подматрица в A′ размера

γ × γ′, такая, что rank(A′
1|ε=0) = γ′. Пусть A′′

1 – подматрица в A′′

размера γ× (γ−γ′), такая, что (γ×γ)–матрица (A′
1|ε=0,A

′′
1 |ε=0) имеет

ранг γ. Положим A1 = (A′
1,A

′′
1 ). Положим

∆W = det(A1) ∈ ka∗ [ε, t1, . . . , ts, U0, U1].

Это однородный многочлен относительно U0, U1.
Тогда по лемме 4(c) многочлен ∆W |ε=0 совпадает с ∆2 с точностью

до ненулевого множителя из k◦a∗ . Следовательно, ∆W 6= 0, и ∆1 де-
лит ∆W .
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Заметим, что lcU0(∆W ) ∈ k[ε, t1, . . . , ts]. Мы имеем Y0(η) 6= 0 для
всякой точки η ∈ W (соответственно η ∈ W ′′ ∩ Z(ε)). Следовательно,
по лемме 4(c) имеем degU0

∆W = degU0,U1
∆W = degU0,U1

∆W |ε=0 =
degU0,U1

∆2 = degU0
∆2 = degU0

∆W |ε = 0. Поэтому (lcU0∆W )|ε=0 6= 0,
многочлен (∆W /((lcU0∆W )))|ε=0 определён, и

(∆W /((lcU0∆W )))|ε=0 = ∆2.

Покажем, что degU0,U1
∆W = degU0,U1

∆1. По лемме 4(c) достаточ-

но доказать, что число δ корней (в Pn−s(k◦(ε)), с учетом кратности)
системы

ψ◦
1 = . . . = ψ◦

m2
= 0 (34)

равно числу корней δ (в Pn−s(k◦), с учетом кратности) системы (33).
Действительно, δ = degU0,U1

∆1, и δ = degU0,U1
∆2 = degU0,U1

∆W .

Отметим, что мы доказали, что δ 6 δ. Остаётся доказать, что δ > δ.

Напомним, что ψ◦
i ∈ k

◦
[ε, Y0, Ys+1, . . . , Yn]. Положим

ψ′
i = ψ◦

i (ε, 1, Ys+1, . . . , Yn), 1 6 i 6 m2.

Мы отождествляем кольцо регулярных функций k
◦
[W \ Z(Y0)] с

k
◦
(ε)[Ys+1, . . . , Yn]/(ψ

′
1, . . . , ψ

′
m2

). Теперь, согласно хорошо известному
определению кратностей,

δ = dimk
◦

(ε) k
◦
[W \ Z(Y0)] = dimk

◦

(ε) k
◦
(ε)[Ys+1, . . . , Yn]/(ψ

′
1, . . . , ψ

′
m2

).

Мы отождествляем кольцо регулярных функций k
◦
[W ′′ \ Z(Y0)] с

k
◦
[ε, Ys+1, . . . , Yn]/(ψ

′
1, . . . , ψ

′
m2

). Элемент ε не является делителем нуля

в кольце k
◦
[W ′′\Z(Y0)] по определению многообразия V ′′

a∗,s. Мы имеем

δ = dimk
◦ k

◦
[W ′′\Z(Y0)]/(ε) = dimk◦ k

◦
[ε, Ys+1, . . . , Yn]/(ψ

′
1, . . . , ψ

′
m2
, ε).

Пусть функции z1, . . . , zδ ∈ k
◦
[W ′′ \ Z(Y0)] таковы, что их вычеты

zi mod (ε) ∈ k
◦
[W ′′ \Z(Y0)]/(ε) линейно независимы над k

◦
. Мы утвер-

ждаем, что элементы z1, . . . , zδ линейно независимы над k
◦
(ε) в кольце

k
◦
(ε)[Ys+1, . . . , Yn]/(ψ

′
1, . . . , ψ

′
m2

). Предположим противное. Тогда су-

ществует такое соотношение c1z1+ . . .+ cδzδ = 0, что ci ∈ k
◦
[ε] и не все

из коэффициентов равны нулю. Поскольку ε не является делителем

нуля в k
◦
[W ′′ \ Z(Y0)], мы можем предполагать, не умаляя общности,

что ε не делит по крайней мере один из коэффициентов ci. Теперь,
беря вычеты mod(ε), мы получаем, что элементы zi mod (ε) линейно

независимы над k
◦
. Это противоречие. Таким образом, δ > δ.
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Следовательно, δ = δ, и ∆W /lcU0(∆W ) = ∆1. Поэтому многочлен
∆1|ε=0 определён и ∆1|ε=0 = ∆2.

Положим ∆W (Z,−Y0) = ∆W |U0=Z, U1=−Y0 , т.е. в этом обозначении

мы рассматриваем ∆W как элемент кольца k
◦
(ε)[U0, U1]. Очевидно,

lcZ(∆W (Z,−Y0)) = lcU0∆W ∈ k[ε, t1, . . . , ts].

По лемме 11(c) мы имеем

∆W (Z,−Y0)/lcZ(∆W (Z,−Y0)) = (ΦW,L1/lcZ(ΦW,L1))
e′′W,L1 .

Напомним, что многочлен ΦW,L1 неприводим. Поэтому

∆W (Z,−Y0) = λW,L1Φ
e′′W,L1

W,L1
,

где λW,L1 ∈ k[ε, t1, . . . , ts]. Отсюда следует, что

0 6= lcZ(∆W (Z,−Y0))|ε=0 = (λW,L1 |ε=0) · (lcZ(ΦW,L1)|ε=0)
e′′W,L1 .

Поэтому lcZ(ΦW,L1)|ε=0 6= 0, многочлен (ΦW,L1/lcZ(ΦW,L1))|ε=0 опре-
делён и

∆2(Z,−Y0) = (∆W /lcZ(∆W ))|ε=0 = ((ΦW,L1/lcZ(ΦW,L1))|ε=0)
e′′W,L1 .

Следовательно, по лемме 11(b)

((ΦW,L1/lcZ(ΦW,L1))|ε=0)
e′′W,L1 =

∏

W1∈E6,
W1⊂W

′′

(ΦW1,L1/(lcZ(ΦW1,L1))
eW,W1,L1 .

(35)
Заменим основное поле k на k(t), где t – трансцендентный элемент
над k, и выберем линейную форму L2 ∈ k[X0, . . . , Xn] так, что

(L2/Y0)(η1) 6= (L2/Y0)(η2)

для всех попарно различных η1, η2 ∈ W ′′ ∩Z(ε), ср. с доказательством
леммы 11. Положим L = L1 + tL2. Тогда выполняется равенство (35)
с L вместо L1. Все многочлены ΦW1,L, где W1 ∈ E6, W1 ⊂ W ′′, по-

парно различны и неприводимы в кольце k[t, ε, t1, . . . , ts, Y0, Z], см.
замечание после доказательства следствия 1. Мы уже видели, что
lcZ(ΦW,L) ∈ k[ε] и lcZ(ΦW1,L) ∈ k. Поэтому 1 6 e′′W,L/eW,W1,L ∈ Z и

справедливо равенство (32) (см. формулировку леммы 12) для L вме-
сто L1. Теперь, применяя следствие 1, мы получаем (32) также для L1.
Лемма доказана. �
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Следствие 2. Степень проективного алгебраического многообразия
V ′′
a∗,s удовлетворяет неравенству

degV ′′
a∗,s 6 d0 · . . . · dn−s−1 = D′

n−s.

Доказательство. Применим лемму 7 к алгебраическому многообра-
зию V ′′

a∗,s (вместо V ) с D = degV ′′
a∗,s и получим линейные формы

Y0, . . . , Ys+1 и многочлен Φs. Существуют линейные формы

Ys+2, . . . , Yn ∈ k[X0, . . . , Xn],

такие, что Y0, . . . , Yn линейно независимы над k. Положим L1 = Ys+1.
Многочлены Φ◦

s и
∏

W∈E5

Φ∨
ι5,6(W ),L1

совпадают с точностью до ненуле-

вого множителя из k, см. (IV). Теперь, согласно лемме 7(b), мы имеем

deg V ′′
a∗,s = degZ Φ◦

s =
∑

W∈E5

degZ Φ∨
ι5,6(W ),L1

=
∑

W1∈E6

degZ ΦW1,L1 .

По лемме 12 и определению алгебраического многообразия V ′′
a∗,s для

всякой компоненты W1 ∈ E6 существует компонента W ∈ E4, такая,
что W1 ⊂W ′′ в обозначениях леммы 12 и справедливо равенство (32).
Поэтому мы имеем

∑

W1∈E6

degZ ΦW1,L1 6
∑

W∈E4

degZ ΦW,L1 6
∑

W∈E4

degW = deg C̃a∗,s.

Но C̃a∗,s = Z(h◦a∗,1, . . . , h
◦
a∗,n−s). Следовательно, по теореме Безу

deg C̃a∗,s 6 d0 · . . . · dn−s−1 = D′
n−s.

Следствие доказано. �

Пусть поле K ⊃ k – такое же, как выше, и L ∈ K[X0, . . . , Xn] –
произвольная линейная форма. Напомним, что K◦ = K(t1, . . . , ts). По-
ложим

∆L=∆K◦(ε);Y0,Ys+1,...,Yn;h◦

a∗,1
,...,h◦

a∗,s
;Y0,L◦∈K(ε)[t1, . . . , ts, U0, U1], (36)

см. обозначения в замечании 6. Таким образом, если

L = L1 ∈ k[X0, . . . , Xn],

то ∆L = ∆3, см. выше. Положим ∆
(3)
L = ∆L(Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Z,−Y0).

Пусть K[ε](ε) – локальное кольцо простого идеала (ε) ⊂ K[ε], то
есть z ∈ K[ε](ε) в том и только в том случае, если z ∈ K(ε) и можно



СИСТЕМЫ С ПАРАМЕТРАМИ 153

представить этот элемент в виде z = z1/z2, где z1, z2 ∈ K[ε] и ε не
делит z2.

Лемма 13. Пусть Ls+1, . . . , Ln ∈ K[X0, . . . , Xn] – линейные формы,
такие, что Y0, . . . , Ys, Ls+1, . . . , Ln линейно независимы над K. Тогда
следующие утверждения эквивалентны:

(a) V ′′
a∗,s ∩ Z(Y0, . . . , Ys) = ∅ в Pn(k);

(b) при s + 1 6 i 6 n мы имеем ∆
(3)
Li

∈ K[ε](ε)[Y0, . . . , Ys, Z] и

(lcZ∆
(3)
Li

)|ε=0 6= 0.

Предположим, что выполнено утверждение (b). Тогда, очевидно,

lcZ∆
(3)
Li

= lcU0∆Li
при s + 1 6 i 6 n. Предположим дополнительно,

что K = k(t) (см. выше) и Li ∈ k[t][X0, . . . , Xn] для всех i. Тогда

∆Li
∈ K[ε](ε)[t, t1, . . . , ts, U0, U1],

∆
(3)
Li

∈ K[ε](ε)[t, Y0, . . . , Ys, Z]

и

lcZ∆
(3)
Li

= lcU0∆L ∈ K[ε](ε) \ εK[ε](ε)

для всех i.

Доказательство. Из утверждения (a) следует (b) по лемме 11(a) и
лемме 12 (с основным полем K вместо k и Li вместо L1).

Обратно, при выполнении условия (b) многочлен ∆
(3)
Li

(Y1, . . . , Ys, Li)
обращается в нуль тождественно на Va∗,s для всякого i. Положим

ψ =
∏

s+16i6n

lcZ∆
(3)
Li

∈ K[ε].

Тогда ψ(0) 6= 0, и морфизм

V ′′
a∗,s(K)× (A1(K) \ Z(ψ)) → Ps(K)× (A1(K) \ Z(ψ)),

((X0 : . . . : Xn), ε) 7→ ((Y0 : . . . : Ys), ε),

является конечным доминантным. Поэтому ограничение этого мор-
физма V ′′

a∗,s(K)× {0} → Ps(K)× {0} также является конечным доми-
нантным. Отсюда следует утверждение (a).

Докажем последнее утверждение леммы. Для всякого η ∈ C̃a∗,s эле-
менты (Xi/Y0)(η), 0 6 i 6 n, являются целыми над кольцом

k(ε)[t1, . . . , ts].
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Поэтому элементы (Li/Y0)(η), s+ 1 6 i 6 n, являются целыми над

k(ε)[t, t1, . . . , ts],

ср. с доказательством следствия 1. Следовательно, lcZ(ΦW,Li
) ∈ k(ε)

при s + 1 6 i 6 n и W ∈ E4. Теперь требуемое утверждение вытекает
из утверждения (b) и леммы 11(a) (с основным полем K вместо k и Li
вместо L1). Лемма доказана. �

Замечание 10. Другое, независимое доказательство леммы 13 мо-
жет быть получено из леммы 3.9 работы [7]. В [7] доказательство по-
следней леммы в некотором смысле более прямое. Оно не использует
результата, аналогичного лемме 12.

§6. Основная рекурсия

Лемма 14. Достаточно доказать теорему 1 в случае c 6 n− 1.

Доказательство. Действительно, пусть c, c′ – целые числа из фор-
мулировки теоремы 1 и c = n. Положим c1 = n− 1, c′1 = min{c′, n− 1}.
Предположим, что теорема 1 доказана для (c1, c

′
1, A1) вместо (c, c′, A).

Пусть α(n) 6∈ A1. Пусть fi,i0,...,in , где 0 6 i 6 m − 1, i1, . . . , in > 0,
i0 + . . . + in = di, – семейство всех коэффициентов из k[a1, . . . , aν ]
многочленов f0, . . . , fm−1. Положим Wα(n) = Z(fi,i0,...,in , ∀ i, i0, . . . , in).

Положим A = A1 ∪ {α(n)}. Тогда (4) – стратификация множества Un.
Поскольку теорема 1 доказана для (c1, c

′
1), теперь для стратифика-

ции (4) также получены все объекты из пп. (iv)–(xiii) с первоначаль-
ными (c, c′), и теорема 1 с (c, c′) доказана (фактически если c′ = n и
α ∈ A1, то построено даже больше объектов, соответствующих индек-
су α). Лемма доказана. �

В дальнейшем мы будем предполагать, что −1 6 c 6 n − 1. Пусть
a∗ ∈ Uc. Пусть s – целое число, 0 6 s 6 c. Многообразие Va∗,s опре-
делено во введении. Мы будем использовать также обозначения V ′′

a∗,s,
V ′
a∗,s, V

′′′
a∗,s, V

′′′′
a∗,s и т.д., введённые в разделе 5.

Пусть Wa∗,s = Va∗,s или Wa∗,s = V ′
a∗,s. Положим Wα0 = {a∗}. Пусть

(Y0, . . . , Ys+1) ∈ Ls+1
s ×L′

s, см. введение. Заменим в условиях (iv)–(xii)
из введения поле k на ka∗ , индекс α на α0, многообразия Va∗,s, Va∗,s,r на
Wa∗,s, Wa∗,s,r. Обозначим через (iv)′–(xii)′ полученные новые условия.

Рассмотрим также следующее условие.
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(xiv)′ Степени относительно a1, . . . , aν всех многочленов Φα0,s,r, Hj ,
∆j , Φj , λα0,s,r,0, λα0,s,r,1, Gα0,s,r, Gα0,s,r,i, Gj , Gj,i, Ψα0,s,r,i1,i2 ,
Ψj,i1,i2 , j ∈ Jα0,s,r, равны 0 (т.е. эти элементы не зависят от
a1, . . . , aν).

Для того чтобы избежать путаницы, нам нужны новые обозначения
для объектов, введённых в пп. (iv)

′
–(xii)

′
.

Если Wa∗,s = Va∗,s, то

Φα0,s,r, ∆α0,s,r, λα0,s,r,0, λα0,s,r,1, Gα0,s,r, Gα0,s,r,i, Jα0,s,r

будут обозначаться через

Φa∗,s,r, ∆a∗,s,r, λa∗,s,r,0, λa∗,s,r,1, Ga∗,s,r, Ga∗,s,r,i, Ja∗,s,r (37)

соответственно.
Если Wa∗,s = V ′

a∗,s, то

Φα0,s,r, ∆α0,s,r, λα0,s,r,0, λα0,s,r,1, Gα0,s,r, Gα0,s,r,i, Jα0,s,r

будут обозначаться через

Φ
(1)
a∗,s,r, ∆

(1)
a∗,s,r, λ

(1)
a∗,s,r,0, λ

(1)
a∗,s,r,1, G

(1)
a∗,s,r, G

(1)
a∗,s,r,i, J

(1)
a∗,s,r (38)

соответственно.
Мы будем предполагать без ограничения общности, что все мно-

жества индексов Ja∗,s,r, J
(1)
a∗,s,r является попарно непересекающимися,

т.е. ∑

s,r

(
#Ja∗,s,r +#J

(1)
a∗,s,r

)
= #

(⋃

s,r

(
Ja∗,s,r ∪ J

(1)
a∗,s,r

))
.

Для произвольного многообразия Wa∗,s другие объекты, введённые
в пп. (iv)′–(xii)′, а именно

Hj , ∆j , Φj ,Ξj,a∗ , Wj,a∗,ξ, Gj , Gj,i, Ψα0,s,r,i1,i2 , Ψj,i1,i2 ,

будут обозначаться через

Ha∗,j, ∆a∗,j , Φa∗,j ,Ξa∗,j , Wa∗,j,ξ, Ga∗,j , Ga∗,j,i, Ψa∗,s,r,i1,i2 , Ψa∗,j,i1,i2
(39)

соответственно.
Применяя конструкцию раздела 4, мы получаем многочлены

ha∗,1, . . . , ha∗,n−c,

удовлетворяющие условиям (αn−c) и (βn−c), см. раздел 4.
В дальнейшем мы будем предполагать, что 0 6 c 6 n − 1. Мы

используем убывающую рекурсию по q, где 0 6 q 6 c. База рекурсии
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– случай q = c. Последний шаг этой рекурсии – случай q = c′a∗ 6 c,
где dimV ′′′

a∗,q 6 c′ − 1. Поэтому если V ′′′
a∗,q 6= ∅, то q = c′a∗ = c′ − 1 > 0.

Положим ca∗ = dimVa∗ . Тогда, очевидно, c′ − 1 6 c′a∗ 6 ca∗ 6 c.
Предположим, что на предыдущих шагах с номерами c, . . . , q + 1

этой рекурсии мы построили многочлены

ha∗,1, . . . , ha∗,n−q ∈ ka∗ [X0, . . . , Xn]

и qa∗,j,w для 1 6 j 6 n− q, j 6 w 6 m− 1, удовлетворяющие условиям
(αn−q), см. раздел 4, и (γ′n−q), см. раздел 5.

Для базы рекурсии q = c многочлены ha∗,1, . . . , ha∗,n−c уже постро-
ены, см. выше.

Пусть 0 6 q 6 c − 1. Тогда мы предполагаем дополнительно, что
на предыдущем шаге q + 1 получены следующие объекты. Положим
s = q+1. Построен элемент (Y0, . . . , Ys+1) ∈ Ls+1

s ×L′
s. Мы будем писать

(Y0, . . . , Ys+1) = (Ys,0, . . . , Ys,s+1), если важна зависимость этих линей-
ных форм от s. Линейные формы Y0, . . . , Ys+1 обладают следующими
свойствами.

Для случая Wa∗,s = Va∗,s справедливы условия (iv)′–(xii)′ и получе-
ны все объекты (37), (39).

Для случая Wa∗,s = V ′
a∗,s справедливы условия (iv)′, (v)′, (xi)′ и

получены многочлены Φ
(1)
a∗,s,r, Ψ

(1)
a∗,s,r,i1,i2

(фактически можно удовле-

творить всем условиям (iv)′–(xii)′ и получить все объекты (38), (39)
также и в этом случае, но для многообразия V ′

a∗,s достаточно иметь

только все многочлены Φ
(1)
a∗,s,r, Ψ

(1)
a∗,s,r,i1,i2

, чтобы осуществить рекур-

сивный шаг).

Предположим, что 0 6 q < c, но dimV ′′′
a∗,q+1 > c′ − 1, или q = c.

Теперь мы собираемся описать q-й рекурсивный шаг нашей конструк-
ции.

В дальнейшем мы предполагаем, что до конца раздела s = q. Снача-
ла мы найдём многообразие V ′′

a∗,s и некоторые объекты, относящиеся к
этому многообразию. Мы будем перебирать элементы (Y0, . . . , Ys+1) ∈
Ls+1
s × L′

s. Напомним, что линейные формы Y0, . . . , Yn линейно неза-
висимы над k, см. раздел 4. Положим Ls+1 = Ys+1, Li = Ys+1+ tYi при
s+ 2 6 i 6 n и

∆̃a∗,Li
= ∆̃k◦

a∗ (t,ε);Y0,Ys+1,...,Yn;h◦

a∗,1
,...,h◦

a∗,s
;Y0,Li

∈ k◦a∗(t, ε)[U0, U1]

при s+1 6 i 6 n, см. замечание 6 в разделе 3. Заметим, что фактически

∆̃a∗,Li
∈ ka∗ [ε, t, t1, . . . , ts, U0, U1]. Мы находим все многочлены ∆̃a∗,Li

,
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применяя конструкцию из раздела 3. По лемме 9 мы имеем ∆̃a∗,Li
6= 0

при s+ 1 6 i 6 n. Далее, по лемме 2

degU0,U1
∆̃a∗,Li

= degU0,U1
∆̃a∗,Ls+1, s+ 2 6 i 6 n. (40)

Вычислим, используя [6], многочлены

δa∗,Li
= G C D ε,t,t1,...,ts,U0,U1(lcU0∆̃a∗,Li

, ∆̃a∗,Li
) ∈ ka∗ [ε, t, t1, . . . , ts]

для всех i в интервале s + 1 6 i 6 n. После этого, применяя лем-
му 2 работы [6] и нётерову нормализацию (см. подробности в [6]),

мы вычисляем многочлен ∆
(4)
a∗,Li

∈ ka∗ [ε, t, t1, . . . , ts, U0, U1], совпада-

ющий с многочленом ∆̃a∗,Li
/δa∗,Li

с точностью до ненулевого множи-

теля из ka∗ , при s + 1 6 i 6 n. Заметим, что ∆
(4)
a∗,Li

/lcU0∆
(4)
a∗,Li

= ∆Li

в обозначениях из раздела 5, см. (36). Мы применяем лемму 11(a) с

(k(t), ka∗(t), Li, ∆̃a∗,Li
) вместо (k, ka∗ , L1,∆3). Тогда, согласно утвер-

ждению (a) этой модифицированной леммы и замечанию 9,

lcU0∆
(4)
a∗,Li

∈ ka∗ [ε].

Теперь по лемме 2 имеем ∆
(4)
a∗,Li

|t=0 = λi∆
(4)
a∗,Ls+1

, где λi ∈ ka∗ [ε] при
s+ 2 6 i 6 n.

Положим

∆
(3)
a∗,Li

= ∆
(4)
a∗,Li

(ε, t, Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Z,−Y0), s+ 1 6 i 6 n.

Если по крайней мере для одного i из интервала s + 1 6 i 6 n мы

имеем ∆
(3)
a∗,Li

6∈ ka∗ [ε, t, Y0, . . . , Ys, Z] или ∆
(3)
a∗,Li

∈ ka∗ [ε, t, Y0, . . . , Ys, Z],

но lcZ∆
(3)
a∗,Li

6∈ ka∗ [ε] \ (ε), то мы переходим к следующему элементу

(Y0, . . . , Ys+1) ∈ Ls+1
s ×L′

s. Согласно следствию 2, лемме 7, применённой
к многообразию V ′′

a∗,s, и лемме 13, существует элемент (Y0, . . . , Ys+1) ∈

Ls+1
s × L′

s, такой, что выполняется условие (41), см. ниже.
В дальнейшем мы будем предполагать, что

∆
(3)
a∗,Li

∈ ka∗ [ε, t, Y0, . . . , Ys, Z] & lcZ∆
(3)
a∗,Li

∈ ka∗ [ε] \ (ε), s+ 1 6 i 6 n.

(41)
Тогда по лемме 13 мы имеем V ′′

a∗,s ∩ Z(Y0, . . . , Ys) = ∅, и определены

многочлены ∆
(4)
a∗,Li

|ε=0 ∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, U0, U1]. В этом случае поло-

жим ∆
(5)
a∗,Li

= ∆
(4)
a∗,Li

|{ε=0, U0=Z,U1=−Y0} = ∆(4)(0, t, t1, . . . , ts, Z,−Y0) ∈

ka∗ [t, t1, . . . , ts, Y0, Z]. Заметим, что из условия lcZ∆
(3)
a∗,Li

∈ ka∗ [ε] \ (ε)
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следует, что lcZ∆
(3)
a∗,Li

= lcU0∆
(4)
a∗,Li

и degZ ∆
(3)
a∗,Li

= degU0,U1
∆

(4)
a∗,Li

.

Поэтому lcZ∆
(5)
a∗,Li

∈ ka∗ и degZ ∆
(5)
a∗,Li

= degU0,U1
∆

(4)
a∗,Li

.

Лемма 15. Предположим, что выполняется условие (41). Тогда су-
ществует семейство целых чисел eη > 1, η ∈ C′′

a∗,s, такое, что при
s+ 2 6 i 6 n

∆
(5)
a∗,Li

= lcZ(∆
(5)
a∗,Li

) ·
∏

η∈C′′

a∗,s

(
Z − ((Ys+1 + tYi)/Y0)(η)Y0

)eη
(42)

и

∆
(5)
a∗,Ls+1

= lcZ(∆
(5)
a∗,Ls+1

) ·
∏

η∈C′′

a∗,s

(
Z − (Ys+1/Y0)(η)Y0

)eη
.

Следовательно, при s + 2 6 i 6 n многочлен ∆
(5)
a∗,Li

|t=0 совпадает с

∆
(5)
a∗,Ls+1

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ .

Доказательство. Пусть us+2, . . . , un – алгебраически независимые
элементы над полем k. Пусть

K = k(us+2, . . . , un) и L = Ys+1 +
∑

s+26i6n

uiYi,

∆̃a∗ = ∆̃K◦(ε);Y0,Ys+1,...,Yn;h◦

a∗,1
,...,h◦

a∗,s
;Y0,L ∈ K◦

a∗(t, ε)[U0, U1].

Фактически ∆̃a∗ ∈ ka∗ [ε, t, us+2, . . . , un, t1, . . . , ts, U0, U1]. По лемме 9(b)

и лемме 4 (с C̃a∗,s вместо Va∗) мы имеем

lcU0∆̃a∗ ∈ ka∗ [ε, t, us+2, . . . , un, t1, . . . , ts]

и degU0
∆̃a∗ = degU0,U1

∆̃a∗ . Для всякого многообразия W ∈ E4 мы вы-

бираем ΦW,L ∈ k[ε, t, us+2, . . . , un, t1, . . . , ts, Y0, Z] неприводимым мно-
гочленом в этом кольце, см. раздел 5. Для всякого W ∈ E4 мы име-
ем lcZΦW,L ∈ k[ε], ср. с доказательством следствия 1(a) (здесь мы
оставляем подробности читателю; фактически требуемое утверждение
немедленно следует из леммы 9(b)).

Пусть

δa∗ = G C D ε,t,us+2,...,un,t1,...,ts,U0,U1(lcU0∆̃a∗ , ∆̃a∗).

Тогда δa∗ ∈ ka∗ [ε, t, us+2, . . . , un, t1, . . . , ts]. Здесь можно рассматривать

∆̃a∗ как полином от U0, U1 с коэффициентами из последнего кольца,
и тогда δa∗ является наибольшим общим делителем всех этих коэф-

фициентов. Положим ∆
(4)
a∗ = ∆̃a∗/δa∗ . Мы применяем лемму 11(a) с
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(K,K,L, ∆̃a∗) вместо (k, ka∗ , L1,∆3). Тогда из утверждения (a) этой
модифицированной леммы вытекает, что

(∆
(4)
a∗ /lcU0∆

(4)
a∗ )|{U0=Z, U1=−Y0} =

∏

W∈E4

(ΦW,L/lcZΦW,L)
e′W,L (43)

для некоторых целых чисел e′W,L > 1. Следовательно, по лемме Гаус-

са lcU0∆
(4)
a∗ совпадает с

∏
W∈E4

(lcZΦW,L)
e′W,L с точностью до ненулевого

множителя из k. Таким образом, lcU0∆
(4)
a∗,L ∈ ka∗ [ε]. Напомним, что

выполнено условие (41). Теперь по лемме 13(a) и лемме 9(b) имеем

lcZΦW,L ∈ k[ε] \ (ε). Поэтому lcU0∆
(4)
a∗ ∈ ka∗ [ε] \ (ε).

По лемме 4(b) с C̃a∗,s вместо Va∗ мы имеем

∆
(4)
a∗ = lcU0(∆

(4)
a∗ ) ·

∏

η∈C̃a∗,s

(U0 + (L/Y0)(η)U1)
eη (44)

и

∆
(4)
a∗,Li

= lcU0(∆
(4)
a∗,Li

) ·
∏

η∈C̃a∗,s

(U0 + (Li/Y0)(η)U1)
eη , s+ 1 6 i 6 n,

(45)

где eη – кратность корня η ∈ C̃a∗,s системы h◦a∗,1 = . . . = h◦a∗,s = 0.
Положим vs+1,j = 0 для s+2 6 j 6 n. При s+2 6 i 6 n, s+2 6 j 6 n

положим vi,j = 0, если i 6= j, и vi,j = t, если i = j.
Пусть i – целое число, s+ 1 6 i 6 n. Обозначим

∆
(4)

a∗,Li
= ∆

(4)
a∗ |{uj=vi,j ∀j},

т.е. мы подставляем uj = vi,j для всех j = s + 2, . . . , n в многочлен

∆
(4)
a∗ и обозначаем через ∆

(4)

a∗,Li
полученный многочлен. Эта подстанов-

ка преобразует линейную форму L в Li. Следовательно, в силу (44)

и (45) многочлены ∆
(4)

a∗,Li
и ∆

(4)
a∗,Li

совпадают с точностью до нену-

левого множителя из локального кольца ka∗ [ε](ε) при s + 1 6 i 6 n.

Поэтому ∆
(4)

a∗,Li
|{ε=0, U0=Z, U1=−Y0} совпадает с ∆

(5)
a∗,Li

с точностью до
ненулевого множителя из ka∗ .

Далее, положим ∆
(5)
a∗ = ∆

(4)
a∗ |{ε=0, U0=Z, U1=−Y0}. Следовательно,

lcZ∆
(5)
a∗ = lcU0∆

(4)
a∗ |{ε=0} ∈ ka∗ . Для всякого W ∈ E6 мы выбираем

ΦW,L ∈ k[t, us+2, . . . , un, t1, . . . , ts, Y0, Z]. Для всякого W ∈ E6 мы имеем

lcZΦW,L ∈ k, ср. с доказательством следствия 1(b) (здесь мы оставляем
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подробности читателю; фактически требуемое утверждение немедлен-
но следует из леммы 9(c)). Согласно (43) и лемме 12 (с основным полем
K вместо k), см. (32), мы имеем

∆
(5)
a∗ /(lcU0∆

(5)
a∗ ) =

∏

W∈E6

(ΦW,L/(lcU0ΦW,L))
eW,L

для некоторых целых чисел eW,L > 1.
Но, очевидно, ΦW,L/(lcU0ΦW,L) =

∏
η∈W

(Z − (L/Y0)(η)) для всякого

W ∈ E6. Поэтому

∆
(5)
a∗ = lcZ(∆

(5)
a∗ ) ·

∏

η∈C′′

a∗,s

(Z − (L/Y0)(η)Y0)
eη (46)

для некоторых целых чисел eη > 1.

Положим ∆
(5)

a∗,Li
= ∆

(5)
a∗ |{uj=vi,j ∀j} для s + 1 6 i 6 n. Тогда из (46)

следует, что

∆
(5)

a∗,Li
= lcZ(∆

(5)
a∗ ) ·

∏

η∈C′′

a∗,s

(Z − (Li/Y0)(η)Y0)
eη (47)

для s+ 1 6 i 6 n. С другой стороны, очевидно,

∆
(5)

a∗,Li
= ∆

(4)
a∗ |{uj=vi,j ∀j; ε=0, U0=Z, U1=−Y0} = ∆

(4)

a∗,Li
|{ε=0, U0=Z, U1=−Y0},

и, как мы видели, последний многочлен совпадает с ∆
(5)
a∗,Li

с точностью
до ненулевого множителя из ka∗ для s+1 6 i 6 n. Лемма доказана. �

Положим ∆
(6)
a∗,Li

= ∆
(5)
a∗,Li

|Y0=1 при s+1 6 i 6 n. Теперь при помощи

конструкции из [6, раздел 2] вычислим многочлены

∆a∗,Li,j = SQFj,t,t1,...,ts,Z(∆
(6)
a∗,Li

) ∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z],

1 6 j 6 degZ ∆
(6)
a∗,Li

,

задающие разложение на бесквадратные множители многочлена

∆
(6)
a∗,Li

в смысле (48), см. ниже. Фактически

∆a∗,Li,j ∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z].

Многочлены ∆a∗,Li,j являются сепарабельными (т.е. не имеют крат-

ных множителей в k[t, t1, . . . , ts, Z]).
Напомним, что целое число ρ = ρs определено во введении, см.

п. (iv), в котором s = q. Если характеристическая экспонента p равна 1,
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то B0,i = {1, . . . , degZ ∆
(6)
a∗,Li

}, B1,i = ∅. Если p > 1, то имеем Br,i =

{jpr : 1 6 j 6 (degZ ∆
(6)
a∗,Li

)/pr} для всякого r > 0, см. [6, раздел 2].

По определению положим r(j) = r в том и только в том случае, если
j ∈ Br \Br+1.

В этих обозначениях
∏

06r6ρ

∏

j∈Br,i\Br+1,i

∆
j/pr

a∗,Li,j
(tp

r

, tp
r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr) = λ′a∗,i∆

(6)
a∗,Li

, (48)

где 0 6= λ′a∗,i ∈ ka∗ , и многочлены ∆a∗,Li,j(t
pr(j) , tp

r(j)

1 , . . . , tp
r(j)

s , Zp
r(j)

),

1 6 j 6 degU0
∆

(6)
a∗,Li

, попарно различны в ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z], см. [6, раз-

дел 2]. Поэтому для всякого j имеем 06degZ ∆a∗,Li,j6(degZ ∆
(6)
a∗,Li

)/j.

Обозначим через ResZ(∆a∗,Li,j , ∂∆a∗,Li,j/∂Z) дискриминант отно-
сительно Z многочлена ∆a∗,Li,j. Если по крайней мере для одной па-

ры (i, j), где s + 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 degZ ∆
(5)
a∗,Li

, многочлен ∆a∗,Li,j

не сепарабелен относительно Z (т.е. ResZ(∆a∗,Li,j , ∂∆a∗,Li,j/∂Z) = 0),
то мы переходим к следующему элементу (Y0, . . . , Ys+1) ∈ Ls+1

s × L′
s.

Согласно следствию 2 и лемме 7, применённой к многообразию V ′′
a∗,s,

существует элемент (Y0, . . . , Ys+1) ∈ Ls+1
s ×L′

s, такой, что выполняется
условие (49), см. ниже.

В дальнейшем мы будем предполагать, что

ResZ(∆a∗,Li,j, ∂∆a∗,Li,j/∂Z) 6= 0, s+ 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 degZ ∆
(6)
a∗,Li

.

(49)
Положим

ga∗,Li,r =
∏

j∈Br,i\Br+1,i

∆a∗,Li,j ∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z], 0 6 r 6 ρ.

Тогда каждый многочлен ga∗,Li,r является сепарабельным относитель-
но Z. Снова согласно (48) имеем

degZ ga∗,Li,r 6 degZ(∆
(6)
a∗,Li

)/pr.

Заметим, что
∑

06r6ρ

degZ ga∗,Li,r = #{(Ys+1/Y0 + tYi/Y0)(η) : η ∈ C′′
a∗,s} (50)

(здесь мы оставляем подробности читателю). Так что если i = s + 1,
то “+tYi/Y0” в (50) можно опустить.

Следующая лемма аналогична лемме 6.
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Лемма 16. Пусть выполняются условия (41) и (49). В обозначени-
ях (42) пусть eη = prηe′η, где 0 6 rη 6 ρ, e′η > 1, G C D (e′η, p) = 1, для
всякого η ∈ C′′

a∗,s. Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) #{(Ys+1/Y0)(η) : η ∈ C′′
a∗,s} = #C′′

a∗,s,
(b)

∑
06r6ρ

degZ ga∗,Li,r =
∑

06r6ρ

degZ ga∗,Ls+1,r для всех i,

(c) degZ ga∗,Li,r = degZ ga∗,Ls+1,r для всех i, r,

(d) для всякого r, 0 6 r 6 ρ, многочлен ga∗,Ls+1,r(t
pr

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr )

совпадает с
∏

η∈C′′

a∗,s
, rη=r

(Z − (Ys+1/Y0)(η))
pr

с точностью до ненулевого множителя из k, и для всех i, r,

где s+26 i6n, 06r6ρ, многочлен ga∗,Li,r(t
pr , tp

r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr)

совпадает с
∏

η∈C′′

a∗,s
, rη=r

(Z − (Ys+1/Y0)(η)− t(Yi/Y0)(η))
pr

с точностью до ненулевого множителя из k.

Доказательство аналогично доказательству леммы 6, и мы оставля-
ем его читателю. �

Если утверждение (c) леммы 16 не выполняется, то мы переходим
к следующему элементу (Y0, . . . , Ys+1) ∈ Ls+1

s × L′
s. Согласно след-

ствию 2, лемме 7, применённой к многообразию V ′′
a∗,s, и лемме 13, су-

ществует элемент (Y0, . . . , Ys+1) ∈ Ls+1
s × L′

s, такой, что справедливо
утверждение (c) леммы 16.

§7. Завершение описания основной рекурсии

В дальнейшем мы будем предполагать, что справедливо утвержде-
ние (c) леммы 16. Теперь по лемме 16(d) для всех i, r, где s+1 6 i 6 n,
0 6 r 6 ρ, мы имеем (в обозначениях, введённых в разделе 5)

ga∗,Li,r(t
pr , tp

r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr)/lcZ(ga∗,Li,r) =

∏

W∈E6,r

Ψp
r

W,Li
,

где E6,r ⊂ E6. Подмножество E6,r не зависит от Li. Оно зависит только
от r. Мы имеем W ∈ E6,r в том и только в том случае, если rη = r для
всякого η ∈ W .
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Далее,
⋃

06r6ρ

E6,r = E6 и E6,r1 ∩ E6,r2 = ∅ при 0 6 r1 6= r2 6 ρ. Пусть

ι5,6(E5,r) = E6,r, см. раздел 5. Положим

V ′′
a∗,s,r =

⋃

W∈E5,r

W, C′′
a∗,s,r =

⋃

W∈E6,r

W, 0 6 r 6 ρ.

Обозначим через V ′
a∗,s,r (соответственно Va∗,s,r, V

′′′
a∗,s,r, V

′′′′
a∗,s,r) объеди-

нение всех неприводимых компонент W ∈ E5,r, таких, что W ⊂ V ′
a∗,s

(соответственно W ⊂ Va∗,s, W ⊂ V ′′′
a∗,s, W ⊂ V ′′′′

a∗,s).
Обозначим через C′

a∗,s (соответственно Ca∗,s, C
′′′
a∗,s, C

′′′′
a∗,s) объеди-

нение всех неприводимых компонент ι5,6(W ), где W ∈ E5 и W ⊂ V ′
a∗,s

(соответственно W ⊂ V ′
a∗,s, W ⊂ V ′′′

a∗,s, W ⊂ V ′′′′
a∗,s).

Обозначим через C′
a∗,s,r (соответственно Ca∗,s,r,C

′′′
a∗,s,r,C

′′′′
a∗,s,r) объеди-

нение всех неприводимых компонент ι5,6(W ), где W ∈E5,r и W ⊂V ′
a∗,s

(соответственно W ⊂ Va∗,s, W ⊂ V ′′′
a∗,s, W ⊂ V ′′′′

a∗,s).
Таким образом, C′′

a∗,s,r(соответственно C′
a∗,s,r, Ca∗,s,r, C

′′′
a∗,s,r, C

′′′′
a∗,s,r)

является подмножеством всех η из C′′
a∗,s (соответственно C′

a∗,s, Ca∗,s,
C′′′
a∗,s, C

′′′′
a∗,s), таких, что rη = r.

Заметим, что если n− s > m, то по свойству (αn−s), см. раздел 5 и
раздел 4, имеем V ′′′

a∗,s = ∅ и, следовательно, V ′′′
a∗,s,r = ∅ при 0 6 r 6 ρ.

Положим ga∗,r = ga∗,Ls+1,r ∈ ka∗ [t1, . . . , ts, Z]. Теперь по лемме 16(d)
для всякого r и для всякого i многочлен

ga∗,Li,r|t=0 = ga∗,Li,r(0, t1, . . . , ts, Z)

совпадает с ga∗,r с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . Пусть
µa∗,r = lcZga∗,r (соответственно µa∗,Li,r = lcZga∗,Li,r, 0 6 i 6 n). Заме-
няя ga∗,r на

ga∗,r
∏

s+26j6n

µa∗,Lj,r

и каждый многочлен ga∗,Li,r на

ga∗,Li,rµa∗,r
∏

s+26j 6=i6n

µa∗,Lj,r,

мы будем предполагать без ограничения общности, что ga∗,Li,r(0, Z) =
ga∗,r при s+ 2 6 i 6 n.

Если degZ ga∗,r = 0, то положим Φa∗,s,r = 1, λa∗,s,r,0 = λa∗,s,r,1 = 1,

Ja∗,s,r = ∅, Φ
(1)
a∗,s,r = 1 и Ψa∗,s,r,i1,i2 = 1, Ψ

(1)
a∗,s,r,i1,i2

= 1 для всех i1, i2,
см. начало раздела.
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В дальнейшем мы предполагаем, что degZ ga∗,r > 0. Рассмотрим

сепарабельную k-алгебру

Λr = k[t1, . . . , ts, Z]/(g
1/pr

a∗,r (t
pr

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr)).

Положим θa∗,r = Z mod g
1/pr

a∗,r (t
pr

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr) ∈ Λr и

θ′a∗,r,i = −

(
∂ga∗,Li,r

∂t

)/(∂ga∗,Li,r

∂Z

) ∣∣∣∣∣t1→tp
r

1 , ..., ts→tp
r

s ,

t→0, Z→θp
r

a∗,r

, s+ 2 6 i 6 n

(это означает, что мы подставляем tp
r

i вместо ti, 1 6 i 6 s, 0 вместо t

и θp
r

a∗,r вместо Z).

Пусть k(t1, . . . , ts)[θa∗,r] – локализация кольца Λr относительно му-

льтипликативно замкнутого множества k[t1, . . . , ts] \ {0}, и пусть
k(V ′′

a∗,s,r\Z(Y0)) – полное кольцо частных кольца регулярных функций

k[V ′′
a∗,s,r \ Z(Y0)] алгебраического многообразия V ′′

a∗,s,r \ Z(Y0). Тогда

(ср. с разделом 3) существует естественный изоморфизм k-алгебр

k(V ′′
a∗,s,r \ Z(Y0)) → k(t1, . . . , ts)[θa∗,r],

такой, что Yi/Y0 7→ ti при 1 6 i 6 s, Ys+1/Y0 7→ θa∗,r и (Yi/Y0)
pr 7→

θ′a∗,r,i при s+ 2 6 i 6 n.

Рассмотрим сепарабельную k-алгебру Λ
(1)
r = k[t1, . . . , ts, Z]/(ga∗,r).

Положим θ
(1)
a∗,r = Z mod ga∗,r ∈ Λ

(1)
r .

При s+ 2 6 i 6 n

ga∗,Li,r = ga∗,r +
∑

j>0

ga∗,Li,r,jt
j ∈ k[t, t1, . . . , ts, Z],

где ga∗,Li,r,j ∈ k[t1, . . . , ts, Z]. Положим g′a∗,r =
∂
∂Z (ga∗,r). Мы имеем

−

(
∂ga∗,Li,r

∂t

)/(∂ga∗,Li,r

∂Z

)∣∣∣∣∣
t=0,Z=θ

(1)

a∗,r

=−
(
ga∗,Li,r,1/g

′
a∗,r

)
|
Z=θ

(1)

a∗,r

∈ Λ(1)
r .

Пусть δa∗,r – дискриминант многочлена ga∗,r относительно Z. Тогда
можно записать −

(
ga∗,Li,r,1/g

′
a∗,r

)
|
Z=θ

(1)

a∗,r

= (δa∗,Li,r|Z=θ
(1)

a∗,r

)/δa∗,r, где

δa∗,Li,r ∈ ka∗ [t1, . . . , ts, Z], degZ δa∗,Li,r < degZ ga∗,r и коэффициенты
из ka∗ многочлена δa∗,Li,r являются многочленами от коэффициентов
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всех fa∗,j , 0 6 j 6 m − 1, ср. с конструкцией многочленов δa∗,i,r в
разделе 3. Следовательно,

θ′a∗,r,i =
δa∗,Li,r(t

pr

1 , . . . , t
pr

s , θ
pr

a∗,r)

δa∗,r(t
pr

1 , . . . , t
pr
s )

для всех r, i.
Положим также δa∗,Ls+1,r = Zδa∗,r при 0 6 r 6 ρ.
В дальнейшем мы будем предполагать, что Yi=Xi при s+ 2 6 i 6 n,

ср. раздел 5. Напомним, что в разделе 5 для любого многочлена F ∈
k(ε)[X0, . . . , Xn] определён многочлен

F ◦ ∈ k(ε)[t1, . . . , ts, Y0, Ys+1 . . . , Yn].

Ниже мы используем это определение с t вместо ε, т.е. с полем k(t)

вместо k(ε). Теперь для всякого многочлена F ∈ k[t,X0, . . . , Xn] су-

ществует единственный многочлен G ∈ k[t, t1, . . . , ts, Y0, Ys+1 . . . , Yn],
такой, что

(F p
r

)◦ = G(tp
r

, tp
r

1 , . . . , t
pr

s , Y
pr

0 , Y p
r

s+1, . . . , Y
pr

n ).

По определению положим

F▽=G(t, t1, . . . , ts, δa∗,r, δa∗,Ls+1,r, . . . , δa∗,Ln,r)∈ k[t, t1, . . . , ts, Z]. (51)

Согласно нашей конструкции многочлен ga∗,r делит h▽a∗,i для всякого i,
где 1 6 i 6 n− s (здесь мы оставляем подробности читателю).

Предположим, что s > n −m + 1 и, следовательно, n− s 6 m− 1.

Тогда определён многочлен h̃a∗,n−s+1 согласно формуле (27) с j =
n − s + 1, см. также исправление этой формулы в конце введения ко
второй части. Расширим основное поле k до k(t). Теперь многочлен

(h̃a∗,n−s+1)
▽ определён согласно (51). Положим

g
(4)
a∗,r = G C D t,t1,...,ts,Z

(
ga∗,r, (h̃a∗,n−s+1)

▽
)
.

Здесь G C D t,t1,...,ts,Z является алгоритмом, соответствующим лесу вы-
числений, см. [6, раздел 2]. Поэтому

g
(4)
a∗,r ∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z],

degt1,...,ts,Z g
(4)
a∗,r = D

O(1)
n−s+1
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и степень degt g
(4)
a∗,r ограничена сверху величиной D

O(1)
n−s+1. Положим

g
(5)
a∗,r = LCt(g

(4)
a∗,r); т.е. g

(5)
a∗,r является старшим коэффициентом много-

члена g
(4)
a∗,r относительно t (см. [5], где дано точное определение леса

вычислений LC...). Тогда, очевидно, g
(5)
a∗,r является наибольшим об-

щим делителем многочленов ga∗,r и f▽
a∗,i, 0 6 i 6 m − 1, в кольце

ka∗ [t1, . . . , ts, Z].

Если s < n−m+ 1, то положим g
(5)
a∗,r = ga∗,r. В этом случае имеем

n− s− 1 > m− 1 и, следовательно, по свойству (αn−s), см. раздел 5 и
раздел 4, многочлен ga∗,r делит f▽

a∗,i при 0 6 i 6 m− 1.
Вернёмся к случаю произвольного s. Теперь по определению ал-

гебраических многообразий V ′
a∗,s и C′

a∗,s и лемме 16(d) многочлен

g
(5)
a∗,r(t

pr

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr ) совпадает с

∏
η∈C′

a∗,s,r

(Z− (Ys+1/Y0)(η))
pr с точно-

стью до ненулевого множителя из ka∗ . Положим e5 = degZ g
(5). Поло-

жим

Φ
(1)
a∗,s,r = Y e50 g

(5)
a∗,r(Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Ys+1/Y0).

Тогда Φ
(1)
a∗,s,r ∈ ka∗ [Y0, . . . , Ys+1] является однородным многочленом от-

носительно Y0, . . . , Ys+1. Далее, справедливы все утверждения пп. (iv)′

и (v)′ для Wa∗,s = V ′
a∗,s, см. начало раздела.

Пусть s 6 n− 2. Пусть Y (i1) ∈ L′
s, 0 6 i1 6 κ2,s, см. введение. Пусть

i2 – целое число, s+ 2 6 i2 6 n. Рассмотрим результант

ϕ
(5)
a∗,r,i1,i2

= ResZ1

(
δa∗,rZ− ((Y (i1)+ tXi2)

▽|Z=Z1), g
(5)
a∗,r(t1, . . . , ts, Z1)

)
.

Тогда

ϕ
(5)
a∗,r,i1,i2

∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z],

и ϕ
(5)
a∗,r,i1,i2

(tp
r

, tp
r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr) совпадает с

δe5a∗,r(t
pr

1 , . . . , t
pr

s )
∏

η∈C′

a∗,s,r

(
Z − ((Y (i1)/Y0) + t(Xi2/Y0))(η)

)pr

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ .
Используя лемму 2 из работы [6] и нётерову нормализацию, мы

вычисляем многочлен ψ
(5)
a∗,r,i1,i2

∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z], совпадающий с

ϕ
(5)
a∗,r,i1,i2

/δe5a∗,r с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . Теперь
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lcZψ
(5)
a∗,r,i1,i2

∈ ka∗ и ψ
(5)
a∗,r,i1,i2

(tp
r

, tp
r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr) совпадает с

∏

η∈C′

a∗,s,r

(
Z − ((Y (i1)/Y0) + t(Xi2/Y0))(η)

)pr

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . Положим

Ψ
(1)
a∗,s,r,i1,i2

= Y e50 ψ
(5)
a∗,r,i1,i2

(t, Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Z/Y0).

Тогда Ψ
(1)
a∗,s,r,i1,i2

∈ ka∗ [t, Y0, . . . , Ys, Z] является однородным многочле-
ном относительно Y0, . . . , Ys, Z. Далее, по лемме 8 справедливы все
утверждения п. (xi)′ для Wa∗,s = V ′

a∗,s, см. начало раздела.
Используя лемму 2 работы [6] и нётерову нормализацию, мы вы-

числяем многочлен g
(6)
a∗,r ∈ ka∗ [t1, . . . , ts, Z], совпадающий с ga∗,r/g

(5)
a∗,r

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . По определению алгеб-
раических многообразий V ′′′

a∗,s и C′′′
a∗,s и лемме 16(d) многочлены

g
(6)
a∗,r(t

pr

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr)

и ∏

η∈C′′′

a∗,s,r

(Z − (Ys+1/Y0)(η))
pr

совпадают с точностью до ненулевого множителя из ka∗ .

Пусть s = c. Тогда положим g
(8)
a∗,s,r = 1, 0 6 r 6 ρs.

Пусть s < c. Мы собираемся определить и построить многочлен

g
(8)
a∗,s,r в этом случае. Пусть s + 1 6 s1 6 c. Напомним, что по рекур-

сивному предположению на шаге номер s1 получены линейные формы

Ys1,0, . . . , Ys1,s1+1

и многочлены Φ
(1)
a∗,s1,r1 ∈ ka∗ [Y0,s1 , . . . , Ys1,s1 , Z], 0 6 r1 6 ρs1 . Да-

лее, если s1 6 n − 2, то также найдены многочлены Ψ
(1)
a∗,s1,r1,i1,i2

∈

ka∗ [t, Y0,s1 , . . . , Ys1,s1 , Z], 0 6 i1 6 κ2,s1 , s1 + 2 6 i2 6 n, 1 6 r1 6 ρs1 =
logpDn−s1 . Если c < n− 1, то положим ϕa∗,n−1 = 1. Если c = n− 1, то
положим

ϕa∗,n−1 =
∏

06r16ρn−1

Φ
(1)
a∗,n−1,r1

(Y p
r1

n−1,0, . . . , Y
pr1

n−1,n).

Если s1 6 n− 2, то положим

Φ
(1)
a∗,s1,r1,i1,i2

= Ψ
(1)
a∗,s1,r1,i1,i2

(tp
r1
, Y p

r1

s1,0
, . . . , Y p

r1

s1,s1 , (Y
(i1) + tXi2)

pr1 )
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(напомним, что здесь Y (i1) ∈ Ls1,κ2,s1
). Согласно п. (x)′, см. рекурсив-

ное предположение в начале раздела, если s1 6 n− 2, то

V ′
a∗,s1,r1 = Z(Φ

(1)
a∗,s1,r1,i1,i2

, ∀i1, i2) ∩ Pn(k),

а если c = n− 1, то V ′
a∗,n−1 = Z(ϕa∗,n−1).

Пусть u1, u2 – трансцендентные элементы над полем k(t). Расши-
рим основное поле k до k(t). Теперь (см. (51)) определён многочлен
ϕ▽
a∗,n−1 ∈ ka∗ [t1, . . . , ts, Z], если c = n − 1, а также все многочле-

ны (Φ
(1)
a∗,s1,r1,i1,i2

)▽ ∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z], если s1 6 n − 2. Положим

c1 = min{c, n− 2} и

ϕa∗,s,r = ϕ▽
a∗,n−1 ·

∏

s+16s16c1

∏

06r16ρs1

(
∑

06i16κ2,s1 ,
s1+26i26n

ui11 u
i2
2 (Φ

(1)
a∗,s1,r1,i1,i2

)▽

)
.

Положим

g
(7)
a∗,r = G C D t,u1,u2,t1,...,ts,Z

(
g(5), ϕa∗,s,r

)
.

Тогда

g
(7)
a∗,r ∈ ka∗ [t, u1, u2, t1, . . . , ts, Z],

а степени degt1,...,ts,Z g
(7)
a∗,r и degt,u1,u2

g
(7)
a∗,r ограничены сверху величи-

ной D
O(1)
n−s+1. Положим

g
(8)
a∗,r = LCt(LCu1(LCu2(g

(7)
a∗,r))).

Для произвольного s 6 c по определению алгебраических много-

образий V ′′′′
a∗,s и C′′′′

a∗,s и лемме 16(d) многочлен g
(8)
a∗,r(t

pr

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr )

совпадает с ∏

η∈C′′′′

a∗,s,r

(Z − (Ys+1/Y0)(η))
pr

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ (здесь мы оставляем по-
дробности читателю).

Применяя лемму 2 из работы [6] и нётерову нормализацию, мы вы-

числяем многочлен g
(9)
a∗,r ∈ ka∗ [t1, . . . , ts, Z1], совпадающий с g

(6)
a∗,r/g

(8)
a∗,r

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . По определению алгеб-
раических многообразий Va∗,s и Ca∗,s и лемме 16(d) многочлены

g
(9)
a∗,r(t

pr

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr)
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и ∏

η∈Ca∗,s,r

(Z − (Ys+1/Y0)(η))
pr

совпадают с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . Положим

e9 = degZ g
(9)
a∗,r. Положим

Φa∗,s,r = Y e90 g
(9)
a∗,r(Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Ys+1/Y0).

Тогда Φa∗,s,r ∈ ka∗ [Y0, . . . , Ys+1] – однородный многочлен относительно
Y0, . . . , Ys+1. Далее, выполняются все утверждения пп. (iv)′ и (v)′ для
Wa∗,s = Va∗,s, см. начало раздела.

Теперь предположим, что s 6 n− 2. В этом случае пусть Y (i1) ∈ L′
s,

0 6 i1 6 κ2,s, см. введение. Пусть i2 – целое число, s + 2 6 i2 6 n.
Рассмотрим результант

ϕ
(9)
a∗,r,i1,i2

= ResZ1

(
δa∗,rZ− ((Y (i1)+ tXi2)

▽|Z=Z1), g
(9)
a∗,r(t1, . . . , ts, Z1)

)
.

Тогда

ϕ
(9)
a∗,r,i1,i2

∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z],

и ϕ
(9)
a∗,r,i1,i2

(tp
r

, tp
r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr) совпадает с

δe9a∗,r(t
pr

1 , . . . , t
pr

s )
∏

η∈Ca∗,s,r

(
Z − ((Y (i1)/Y0) + t(Xi2/Y0))(η)

)pr

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ .
Применяя лемму 2 из работы [6] и нётерову нормализацию, мы

вычисляем многочлен ψ
(9)
a∗,r,i1,i2

∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z], совпадающий с

ϕ
(9)
a∗,r,i1,i2

/δe9a∗,r с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . Теперь

lcZψ
(9)
a∗,r,i1,i2

∈ ka∗ и многочлен ψ
(9)
a∗,r,i1,i2

(tp
r

, tp
r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr) совпада-

ет с ∏

η∈Ca∗,s,r

(
Z − ((Y (i1)/Y0) + t(Xi2/Y0))(η)

)pr

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . Положим

Ψa∗,s,r,i1,i2 = Y e90 ψ
(9)
a∗,r,i1,i2

(t, Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Z/Y0).

Тогда Ψa∗,s,r,i1,i2 ∈ ka∗ [t, Y0, . . . , Ys, Z] – однородный многочлен относи-
тельно Y0, . . . , Ys, Z. Далее, по лемме 8 выполняются все утверждения
п. (ix)′ для Wa∗,s = Va∗,s, см. начало раздела.
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Теперь мы вернёмся к случаю произвольных s, c, 0 6 s 6 c 6 n− 1.
Мы применяем модифицированную версию теоремы 1 из работы [6]
(см. замечание 2 во введении) и строим разложение многочлена Φa∗,s,r
на абсолютно неприводимые множители в кольце k[Y0, . . . , Ys+1]. Это
разложение получается при помощи многозначного леса вычислений,
см. замечание в конце раздела 2.

Таким образом, мы получаем конечное (или пустое) семейство мно-
гочленов Ha∗,j ∈ ka∗ [Z], j ∈ Ja∗,s,r, их дискриминанты 0 6= ∆a∗,j ∈ k,
множество корней Ξa∗,j каждого многочлена Ha∗,j , ненулевые элемен-
ты λa∗,s,r,0, λa∗,s,r,1 ∈ ka∗ , многочлены Φa∗,j ∈ ka∗ [Z, Y1, . . . , Ys+1],

j ∈ Ja∗,s,r, и неприводимые над k компоненты Wa∗,j,ξ, ξ ∈ Ξa∗,j ,
j ∈ Ja∗,s,r, алгебраического многообразия Va∗,s,r. Эти объекты удовле-
творяют свойствам (vi)′–(viii)′ для многообразия Wa∗,s = Va∗,s (см. на-
чало раздела), но с одним исключением. Именно, применяя конструк-
цию из [6], мы получаем многочлен

ϕa∗,j,0 = lcYs+1Φa∗,j ∈ ka∗ [Z]

с degZ ϕa∗,j,0 < degZ Ha∗,j. Но в (vi)′ требуется, чтобы ϕa∗,j,0 ∈ ka∗ .
Однако мы можем удовлетворить последнему условию, заменяя

каждый многочлен Φa∗,j на новый следующим образом. Существуют
многочлены Aj , Bj ∈ ka∗ [Z], которые удовлетворяют условиям
degZ Aj<degZ Ha∗,j , degZ Bj<degZ ϕa∗,j,0 и

Ajϕa∗,j,0 +BjHa∗,j = ResZ(ϕa∗,j,0, Ha∗,j),

где 0 6= ResZ(ϕa∗,j,0, Ha∗,j) ∈ ka∗ . Пусть degYs+1
Φa∗,j = e1. Положим

Φ̃a∗,j = AjΦa∗,j + (ResZ(ϕa∗,j,0, Ha∗,j)−Ajϕa∗,j,0)Y
e1
s+1.

Пусть degZ Φ̃a∗,j = e2, degZ Ha∗,j = e3 и e2,3 = max{e2 − e3 + 1, 0}.
Далее, применяя лемму 2 из работы [6], запишем

(lcZHa∗,j)
e2,3 Φ̃a∗,j = Qa∗,jHj +Ra∗,j ,

где Qa∗,j , Ra∗,j ∈ ka∗ [Y0, . . . , Ys+1, Z], degZ Ra∗,j < degZ Ha∗,j и

lcYs+1Ra∗,j = (lcZHa∗,j)
e2,3ResZ(ϕa∗,j,0, Ha∗,j) ∈ ka∗ .

Наконец, мы заменяем каждый многочлен Φa∗,j на Ra∗,j . Это также
требует замены элементов λa∗,s,r,0, λa∗,s,r,1. Фактически можно взять
новые элементы λa∗,s,r,0 = lcZΦa∗,s,r, λa∗,s,r,1 =

∏
j∈Js,r

lcZRa∗,j . Теперь

выполняются свойства (vi)′–(viii)′ для многообразия Wa∗,s = Va∗,s.
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Напомним, что δ(0) = det((yi,j)06i,j6n)), см. (29). ПоложимGa∗,s,r =

(δ(0))p
r

δa∗,r. Мы собираемся определить Ga∗,s,r,i для 0 6 i 6 n. Запи-

шем δ(0)Xi =
∑

06j6n

xi,jYj , 0 6 i 6 n, где xi,j ∈ k. Положим εa∗,Yi,r =

δa∗,Li,r при s + 2 6 i 6 n; εa∗,Ys+1,r = Zδa∗,r, εa∗,Y0,r = δa∗,r εa∗,Yi,r =
tiδa∗,r при 1 6 i 6 s. Наконец, положим

Ga∗,s,r,i =
∑

06i6n

xp
r

i,jεa∗,s,r,j

при 0 6 i 6 n.

Далее мы собираемся построить все многочлены Ga∗,j , Ga∗,j,i при
0 6 i 6 n. Положим ϕa∗,j = Φa∗,j(Z, 1, t1, . . . , ts, Y ). Таким обра-
зом, degY ϕa∗,j = e1 и ϕa∗,j,0 = lcY ϕa∗,j ∈ ka∗ . Пусть degZ ϕa∗,j = e4,
degZ Ga∗,Xi,r = e6,i и e6,4 = maxi{e6,i − e4 + 1, 0}. Применяя лемму 2
из работы [6], мы можем записать

ϕ
e6,4
a∗,j,0Ga∗,Xi,r(t1, . . . , ts, Y ) = Qa∗,iϕa∗,j +Ra∗,i,

где Qa∗,i, Ra∗,i ∈ ka∗ [Z, t1, . . . , ts, Y ] и degY Ra∗,i < degY ϕa∗,j . Пусть
degZ Ra∗,i = e7,i и e7,3 = maxi{e7,i−e3+1, 0}. Снова применяя лемму 2
из работы [6], мы можем записать

(lcZHa∗,j)
e7,3Ra∗,i = Q′

a∗,iϕa∗,j +R′
a∗,i,

где Q′
a∗,i, R

′
a∗,i∈ ka∗ [Z, t1, . . . , ts, Y ] и выполняются неравенства

degY R
′
a∗,i< degY ϕa∗,j , degZ R

′
a∗,i < degZ Ha∗,j.

Положим

Ga∗,j = δa∗,rϕ
e6,4
a∗,j(lcZHa∗,j,0)

e7,3 , Ga∗,j,i = R′
a∗,i.

Теперь выполняются свойства (x)′ и (ix)′ дляWa∗,s = Va∗,s (здесь отме-
тим, что в (x) (и, следовательно, также в (x)′) следует заменить везде
max на maxi; это небольшое исправление, см. введение ко второй ча-
сти).

Пусть s 6 n − 2 и j ∈ Ja∗,s,r. Далее мы собираемся построить все

многочлены Ψa∗,j,i1,i2 . Пусть Y (i1) ∈ L′
s, 0 6 i1 6 κ2,s, см. введение.

Пусть i2 – целое число, s+ 2 6 i2 6 n. Рассмотрим результант

ϕa∗,j,i1,i2 = ResY

(
δa∗,rZ1− ((Y (i1)+ tXi2)

▽|Z=Y ), ϕa∗,r(Z, t1, . . . , ts, Y )
)
.
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Тогда ϕa∗,j,i1,i2 ∈ ka∗ [Z, t, t1, . . . , ts, Z1]. Для всякого ξ ∈ Ξa∗,j элемент

ϕa∗,r,i1,i2(t
pr , tp

r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr)|Z=ξ совпадает с

δe1a∗,r(t
pr

1 , . . . , t
pr

s )
∏

η∈ι5,6(Wa∗,j,ξ)

(
Z1 − ((Y (i1)/Y0) + t(Xi2/Y0))(η)

)pr

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . Следовательно,

(ϕa∗,j,i1,i2 |Z=ξ)/δ
e1
a∗,r = ϕa∗,j,i1,i2,ξ ∈ k[t, t1, . . . , ts, Z1], ξ ∈ Ξa∗,j . (52)

Запишем ϕa∗,j,i1,i2/δ
e1
a∗,r =

∑
06i<e3

ϕa∗,j,i1,i2,iZ
i, где

ϕa∗,j,i1,i2,i ∈ ka∗(t1, . . . , ts)[t, Z1].

Решая линейную систему
∑

06i<e3

Uiξ
i = ϕa∗,j,i1,i2,ξ, ξ ∈ Ξa∗,j , относи-

тельно неизвестных U0, . . . , Ue3−1, мы выводим, что
ϕa∗,j,i1,i2,i ∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts, Z1]. Поэтому

ϕa∗,j,i1,i2/δ
e1
a∗,r ∈ ka∗ [Z, t, t1, . . . , ts, Z1].

Применяя лемму 2 из работы [6] и нётерову нормализацию, мы вы-
числяем многочлен ψa∗,j,i1,i2 ∈ ka∗ [Z, t, t1, . . . , ts, Z], совпадающий с
ϕa∗,j,i1,i2/δ

e3
a∗,r с точностью до ненулевого множителя из ka∗ . Теперь

lcZψa∗,j,i1,i2 ∈ ka∗ и многочлен

ψa∗,j,i1,i2(t
pr , tp

r

1 , . . . , t
pr

s , Z
pr)|Z=ξ

совпадает с
∏

η∈ι5,6(Wa∗,j,ξ)

(
Z − ((Y (i1)/Y0) + t(Xi2/Y0))(η)

)pr

с точностью до ненулевого множителя из ka∗ для всякого ξ ∈ Ξa∗,j .
Положим

Ψa∗,j,i1,i2 = Y e30 ψa∗,j,i1,i2(Z, t, Y1/Y0, . . . , Ys/Y0, Z1/Y0).

Тогда Ψa∗,j,i1,i2 ∈ ka∗ [Z, t, Y0, . . . , Ys, Z1] является однородным много-
членом относительно Y0, . . . , Ys, Z1. Далее, по лемме 8 выполняются
все утверждения п. (xii)′ для Wa∗,s = Va∗,s, см. начало раздела.

Таким образом, сейчас выполняются свойства (iv)′–(xii)′ с s = q для
Wa∗,s = Va∗,s. Остаётся построить многочлен ha∗,n−s+1 и все многочле-
ны qa∗,n−s+1,w, n−s+1 6 w 6 m−1, если V ′′′

a∗,s 6= ∅ и s = q > c′−1. Мно-

гообразие V ′′′
a∗,s непусто тогда и только тогда, когда degZ g

(6)
a∗,s,r 6= 0 для
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некоторого r, где 0 6 r 6 ρ. Следовательно, в этом случае s > n−m+1.
Теперь положим

δ
(6)
a∗,r = ResZ

(
g
(6)
a∗,r, (h̃a∗,n−s+1)

▽
)
.

Тогда 0 6= δ
(6)
a∗,r ∈ ka∗ [t, t1, . . . , ts]. Далее, положим N1 =

∑
06r6ρ

degt δ
(6)
a∗,r.

Мы перебираем элементы множества IN1 и находим элемент t′ ∈ IN1 ,
такой, что (

∏

06r6ρ

δ
(6)
a∗,r

)∣∣∣
t=t′

6= 0.

Положим ta∗,n−s+1 = t′ и qa∗,n−s+1,w = qn−s+1,w|t=t′ при n − s + 1 6

w 6 m − 1, qa∗,n−s+1,n−s = 1 и qa∗,n−s+1,w = 0 при 0 6 w 6 n− s − 1.

Положим ha∗,n−s+1 = h̃a∗,n−s+1|t=t′ , см. раздел 4. Тогда, очевидно,
dim(V ′′′

a∗,s ∩ Z(ha∗,n−s+1)) = s− 1.
Если V ′′′

a∗,s 6= ∅ и s = q > c′ − 1, то мы переходим к следующему,
(q − 1)-му рекурсивному шагу.

Если V ′′′
a∗,s = ∅ или s = q = c′ − 1, то q-й шаг является заключи-

тельным. Положим c′a∗ = s = q. В этом случае Va∗,s2 = ∅, Va∗,s2,r2 = ∅

при 0 6 s2 6 q − 1, 0 6 r2 6 ρs2 . Положим Φa∗,s2,r2 = 1, λa∗,s2,r2,0 =
λa∗,s2,r2,1 = 1, Ja∗,s2,r2 = ∅ и Ψa∗,s2,r2,i1,i2 = 1 при 0 6 s2 6 q − 1,
0 6 r2 6 ρs2 , 0 6 i1 6 κ2,s2 , s2 + 2 6 i2 6 n.

Положим

Qa∗ =
(
{(Φa∗,s,r, λa∗,s,r,0, λa∗,s,r,1)}∀s,r, {Ga∗,s,r,i}∀s,r,i,

{Ψa∗,s,r,i1,i2}∀s,r,i1,i2 ,

{(Ha∗,j ,∆a∗,j ,Φa∗,j)}j∈Ja∗,s,r, ∀s,r,

{Ψa∗,j,i1,i2}j∈Ja∗,s,r, ∀i1,i2, ∀s,r,
{
ha∗,i}16i6n−c′

a∗
, {qa∗,i,i1

}
16i6n−c′

a∗ , 06i16m−1

)
.

Таким образом, Qa∗ является набором из 7 семейств.
Теперь аналогично разделу 3 при условии (g) описанная конструк-

ция определяет многозначную функцию (или бинарное отношение)

F :
⋃

n,d0,...,dm−1

k
γ0+...+γm−1

→ K, a∗ 7→ Qa∗ ,
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которое является алгоритмом, соответствующим многозначному лесу
вычислений T1 = {T1,n,d0,...,dm−1}∀n,d0,...,dm−1 в смысле раздела 2. Та-
ким образом, F = F(T1). Значения этой функции зависят от выбора
линейных форм Ys,0, . . . , Ys,s+1 для всех s, где c′ 6 s 6 min{c, n− 1}.

Пусть v – вершина дерева T1,n,d0...dm−1 . Тогда этой вершине соот-
ветствует квазипроективное алгебраическое многообразие

Wv = Z(ψv,1, . . . , ψv,µv,1) \ Z(ψv,µv,1+1, . . . , ψv,µv,2) ⊂ Uc. (53)

Положим Ag равным множеству L(T1,n,d0...dm−1) листьев дерева
T1,n,d0...dm−1 . Пусть α ∈ Ag. Тогда (см. (53) с v = α) все многочле-
ны ψα,j ∈ k[a1, . . . , aν ] имеют степени, ограниченные сверху величи-

ной D
O(1)
n−c′ с абсолютной константой в O(1). Заметим, что для каждого

листа α его уровень l(α) есть D
O(1)
n−c′ . Имеем

⋃
α∈Ag

Wα = Uc, т.е. мы

получаем покрытие множества Uc.
Далее, набор из 7 семейств

Qα =
(
{(Φα,s,r, λα,s,r,0, λα,s,r,1)}∀s,r, {Gα,s,r,i}∀s,r,i,

{Ψα,s,r,i1,i2}∀s,r,i1,i2 ,

{(Hα,j ,∆α,j ,Φα,j)}j∈Jα,s,r , ∀s,r,

{Ψα,j,i1,i2}j∈Jα,s,r, ∀i1,i2, ∀s,r,

{hα,i}16i6n−c′α , {qα,i,i1}16i6n−c′α, 06i16m−1

)

соответствует листу α. Здесь все объекты в правой части последнего
равенства определены во введении, и для них справедливы условия
(iv)–(xiii). Кроме того, для всякого s, где c′ 6 s 6 min{c, n−1}, листу α
соответствуют линейные формы Ys,0, . . . , Ys,s+1.

Теперь для всякого a∗ ∈ Wα мы имеем

Qa∗ = Qα|a1=a∗1 ,...,aν=a∗ν .

В частности, c′α = c′a∗ , и мы отождествляем Jα,s,r с Ja∗,s,r и Ξa∗,j с Ξj,a∗

для всех j ∈ Jα,s,r и для всех s, r. Линейные формы Ys,0, . . . , Ys,s+1,
соответствующие листу α, совпадают с линейными формами, появля-
ющимися в рекурсии для элемента a∗ ∈ Wα, см. раздел 6 и настоящий
раздел.

Из описания основной рекурсии и результатов работы [6] немедлен-
но следует, что утверждения (b), (c) и (d) теоремы 1 выполняются с
Ag вместо A.
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Более того, пусть s фиксировано. Положим

Qα,s =
(
{(Φα,s,r, λα,r,0, λα,s,r,1)}∀r, {Gα,s,r,i}∀r,i, {Ψα,s,r,i1,i2}∀r,i1,i2 ,

{(Hα,j ,∆α,j ,Φα,j)}j∈Jα,s,r , ∀r, {Ψα,j,i1,i2}j∈Jα,r , ∀i1,i2, ∀r

)
.

Тогда из описания основной рекурсии и результатов работы [6] следу-
ет, что все объекты из левой части последнего равенства вычисляются

уже в некоторой вершине v дерева T1,n,d0,...,dm−1 уровня l(v) = D
O(1)
n−s .

Лист α является потомком вершины v. Далее (см. (53)), все многочле-
ны ψv,j ∈ k[a1, . . . , aν ] имеют степени, ограниченные сверху величиной

D
O(1)
n−s с абсолютной константой в O(1).
Предположим, что условие (g) не обязательно выполняется. Обо-

значим через f семейство коэффициентов из k[a1, . . . , aν ] всех много-
членов f0, . . . , fm−1. Тогда по теореме 3, применённой к дереву

T1,d0,...,dm−1(f)

(см. определение этого дерева в разделе 2), мы получаем несократимое
поддерево T ′

1,d0,...,dm−1
(f) дерева T1,d0,...,dm−1(f), такое, что

S(T ′
1,d0,...,dm−1

(f) = S(T1,d0,...,dm−1(f).

Положим A = L(T ′
1,d0,...,dm−1

(f). Теперь справедливы все утвержде-

ния модифицированной теоремы 1. Таким образом, модифицирован-
ная теорема 1 доказана.

Обозначим Γ = A и предположим, что A теперь не используется
в обозначениях, введённых ранее (т.е. мы меняем обозначения). На-
конец, применяя лемму 3 к покрытию Uc =

⋃
γ∈Γ

Wγ , мы доказываем

теорему 1.
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