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ЗАМЕЧАНИЕ ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ СХЕМЫ

БЕРНУЛЛИ И МЕРЫ ПЛАНШЕРЕЛЯ

§1. Введение

Алгоритм RSK – хорошо известное в комбинаторике отображение,
сопоставляющее перестановке длины n пару таблиц Юнга размера n
с одинаковой диаграммой. А. М. Вершик и С. В. Керов в [1] распро-
странили его определение на пространства An, где A – произвольное
линейно упорядоченное множество. При этом в записывающей табли-
це (P ) стоят элементы множества A, а в нумерующей таблице (Q)
– числа от 1 до n. Таким образом, мы рассматриваем отображение
RSK : An → YTn(A)×YTn, где YTn – множество стандартных таблиц
Юнга размера n, а YTn(A) – множество таблиц Юнга размера n, за-
полненных элементами из A. Давайте на время “забудем” про первую
координату результата действия и будем рассматривать его как отоб-
ражение из An в YTn. Тогда, как заметили Вершик и Керов, можно
перейти к пределу и рассмотреть отображение RSK : AN → YT∞.
Здесь YT∞ – множество бесконечных таблиц Юнга.

Вершик и Керов доказали в [1], что для любой центральной эргоди-
ческой меры µ на YT∞ найдется алфавит A и мера m на нем, такие,
что RSK : (A,m)N → (YT∞, µ) – гомоморфизм пространств с мерой. В
частности, если µ – мера Планшереля, то в качестве A берется отрезок
[0, 1], а в качестве m – одномерная мера Лебега Leb1 на нем. Д. Ромик
и П. Сняды в недавней работе [2] доказали, что в последнем случае
RSK : ([0, 1]N,Leb∞) → (YT∞,Planch) – изоморфизм пространств с ме-
рой, где Leb∞ = ⊗N

i=1Leb1([0, 1]), а Planch – мера Планшереля. Позже
Сняды обобщил этот результат в [3], доказав, что некоторый класс по-
строенных Вершиком и Керовым гомоморфизмов – это изоморфизмы.

В данной работе мы обсудим несколько следствий из результата Ро-
мика и Сняды, сообщенных А. М. Вершиком. Мы будем рассматривать

Ключевые слова: таблица Юнга, алгоритм Робинсона–Шенстеда–Кнута, мера
Планшереля, измеримые разбиения, эквивалентность по Кнуту.

Статья написана при частичной поддержке Российского научного фонда (грант
17-71-20153).

98



ЗАМЕЧАНИЕ ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ СХЕМЫ 99

только случай, в котором алфавит A – это отрезок [0, 1], мера на нем –
это мера Лебега Leb1, а центральная мера на YT∞ – мера Планшереля.

§2. Теорема об изоморфизме

Приведем здесь результат, доказанный Ромиком и Сняды [2, теоре-
ма 1.4], в удобной для нас формулировке.

Теорема 1. Определённый в работе [1] гомоморфизм пространства

([0, 1]N,Leb∞) на пространство бесконечных таблиц Юнга, снабжен-

ное мерой Планшереля, является изоморфизмом пространств с ме-

рой, переводящим левый сдвиг в преобразование Шютценберже. Это

означает, что почти всякая реализация схемы Бернулли отвечает

одной бесконечной нумерующей таблице.

Далее мы обсудим несколько следствий из этой теоремы, записан-
ных в других терминах.

§3. Разбиения на множества

3.1. Общая схема. В этом разделе мы обсудим следующую общую
задачу. Рассмотрим бесконечномерный куб [0, 1]N с мерой Leb∞. Пусть
для каждого n задано разбиение (с точностью до множества меры 0)

ξ̃n куба [0, 1]n на конечный набор измеримых множеств. Предположим
также, что эта последовательность разбиений

(1) возрастает, т. е. проекция каждого множества из ξ̃n на первые
n− 1 координат целиком содержится в каком-то множестве из
ξ̃n−1,

(2) стационарна, т. е. проекция каждого множества из ξ̃n на по-
следние n− 1 координат целиком содержится в каком-то мно-
жестве из ξ̃n−1.

Зафиксируем n и для каждого множества a ∈ ξ̃n рассмотрим множе-
ство a× [0, 1]N. Набор всех таких множеств является разбиением про-
странства [0, 1]n× [0, 1]N = [0, 1]N, которое мы обозначим через ξn. При
этом свойство возрастания означает, что элементы разбиения ξn состо-
ят из дизъюнктных объединений элементов разбиения ξn+1, а свойство
стационарности означает, что операция левого сдвига переводит раз-
биение ξn в разбиение, подчиненное разбиению ξn−1.

Определение 1. Мы говорим, что такая последовательность разби-
ений сходится к разбиению на точки, и пишем ξn → ǫ, если почти
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любую точку x куба [0, 1]N можно однозначно восстановить по после-
довательности множеств an ∈ ξn, содержащих x.

Рассмотрим два примера.

Пример 1. Обозначим через Xn разбиение отрезка [0, 1] на 2n отрез-

ков вида [m/2n, (m + 1)/2n], m ∈ Z. Положим ξ̃n = ⊗n
k=1Xn. Тогда

ξn → ǫ.

Доказательство. Действительно, пусть x = (x1, x2, . . .) ∈ [0, 1]N, и
зафиксируем k ∈ N. Тогда для любого n > k элемент разбиения ξn,
содержащий x, определяет координату xk с точностью до 1/2n. Таким
образом, в пределе все координаты точки x однозначно восстанавли-
ваются. �

Замечание 1. Несложно видеть, что в этом примере количество эле-

ментов разбиения ξ̃n равно 2n
2

.

Пример 2. Рассмотрим теперь разбиение ξ̃n куба на симплексы вида
{y ∈ [0, 1]n | yσ(1) 6 yσ(2) 6 . . . 6 yσ(n)}, индексированные перестанов-
ками σ ∈ Sn. Тогда ξn → ǫ.

Доказательство. Рассмотрим опять точку x = (x1, x2, . . .) ∈ [0, 1]N и
зафиксируем k ∈ N. Заметим, что множество из ξn, содержащее x, од-
нозначно определяет порядок элементов x1, x2, . . . , xn. Следовательно,
для n > k известна величина |{l 6 n | xl < xk}| – количество чисел,
меньших xk, среди x1, x2, . . . , xn. По закону больших чисел для почти
всех x

xk = lim
n→∞

|{l 6 n | xl < xk}|
n

,

что означает, что в пределе все координаты восстанавливаются почти
наверняка. �

Замечание 2. В этом случае количество элементов разбиения ξ̃n рав-
но n!.

3.2. Следствие из теоремы об изоморфизме. В этих терминах
мы можем сформулировать первое следствие из теоремы об изомор-
физме. Здесь RSK – отображение из [0, 1]n в YTn.
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Следствие 1. Рассмотрим разбиение ξ̃n куба [0, 1]n на множества

вида RSK−1(τ), где τ – всевозможные таблицы Юнга размера n. Ины-

ми словами, два набора чисел y1, y2 ∈ [0, 1]n лежат в одном множе-

стве тогда и только тогда, когда их нумерующие таблицы совпада-

ют. Тогда ξn → ǫ.

Доказательство. Действительно, бесконечная таблица Юнга, полу-
чающаяся при применении RSK к последовательности (x1, x2, . . .), –
это не что иное, как предел последовательности таблиц Qn, получен-
ных применением RSK к последовательностям (x1, x2, . . . , xn). Резуль-
тат следует из теоремы 1. �

Замечание 3. Количество элементов в разбиении ξ̃n равно количе-
ству различных таблиц Юнга размера n. Это число (an) хорошо изуче-
но: например, оно равно количеству инволюций в группе перестановок
Sn. Асимптотически, при n → ∞,

an ∼
√
n!e

√
n(8πen)−1/4.

Эта формула была получена в [5, стр. 583].

Следующий вопрос поставлен А. М. Вершиком.

Проблема. Каким может быть минимально возможный рост чис-

ла элементов разбиения в стационарной последовательности, стре-

мящейся к разбиению на отдельные точки?

§4. Эквивалентности по Кнуту

4.1. Двойственные разбиения по Кнуту. Рассмотрим сейчас ал-
горитм RSK в классическом смысле – как отображение из группы Sn в
YTn × YTn. Хорошо известно, что определенные транспозиции сосед-
них элементов перестановки, называемые преобразованиями Кнута,
сохраняют P-таблицу перестановки (см., например, [4]). Также хоро-
шо известно, что если RSK(σ) = (P,Q), то RSK(σ−1) = (Q,P ). Таким
образом, естественно определить двойственные преобразования Кнута
– образы преобразований Кнута при операции σ 7→ σ−1. Можно также
дать явное описание двойственных преобразований, аналогичное опре-
делению преобразований Кнута. Из определения очевидно, что такие
преобразования сохраняют Q-таблицу.

Совокупность всех перестановок, которые могут быть получены
друг из друга преобразованиями Кнута, называется классом Кнута
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и отвечает одной P -таблице. Аналогично определяется двойственный
класс Кнута, отвечающий одной Q-таблице.

Пусть теперь RSK действует из [0, 1]n в YTn([0, 1])× YTn. Опреде-
ление преобразований Кнута обобщается на этот случай очевидным
образом, и все перестановки, которые могут быть получены из одной,
образуют класс Кнута – множество всех точек из [0, 1]n с одинаковой
P -таблицей. Поскольку групповая структура, согласованная с RSK, на
[0, 1]n отсутствует, не имеется удовлетворительного определения двой-
ственных преобразований Кнута. Тем не менее мы можем определить
двойственный класс Кнута как множество всех точек куба с одина-
ковой Q-таблицей. На множестве двойственных классов Кнута есте-
ственным образом задается мера Планшереля (совпадающая с мерой
Лебега этих множеств в кубе [0, 1]n).

Следствие 2. Для любых k ∈ N и ε > 0 найдется такое N ∈ N, что

для любого n > N выполняется следующее: существует множество

двойственных классов Кнута, имеющее меру Планшереля не меньше

1− ǫ, дисперсия k-го элемента в которых меньше ε.

Доказательство. Это напрямую следует из явного описания обрат-
ного к RSK отображения, полученного Ромиком и Сняды ([2, теоре-
ма 1.5]). �

Замечание 4. Можно было бы предположить, что в двойственных
классах Кнута k-й элемент стабилизируется при росте n, однако это
не так: по всей видимости, асимптотически он принимает значения из
интервала длины 1/2.

4.2. Прямые разбиения по Кнуту. Вернемся к языку разбиений
из п. 3.1. Пусть дано разбиение η̃n куба [0, 1]n, все множества в ко-
тором конечны. Для каждого множества b ∈ η̃n и каждой точки y =
(yn+1, yn+2, . . .) ∈ [0, 1]N рассмотрим множество a × {y} ∈ [0, 1]N. То-
гда все такие множества образуют разбиение куба [0, 1]N, которое мы
обозначаем ηn. Заметим, что все множества в ηn конечны. Предполо-
жим, что разбиение ηn убывает, то есть что все множества в ηn+1 –
это дизъюнктные объединения множеств из ηn.

Определение 2. Рассмотрим точку x ∈ [0, 1]N и для каждого n най-
дем множество bn(x) ∈ ηn, ее содержащее. Предположим, что для по-
чти всех x не существует измеримого множества B(x) ⊂ [0, 1]N, такого,
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что
∞
⋃

n=1

bn(x) ⊂ B(x) и 0 < Leb∞(B(x)) < 1.

Тогда мы говорим, что разбиение ηn стремится к тривиальному (или
что разбиение эргодическое), и пишем ηn → ν.

Теорема 2. Рассмотрим стационарные возрастающую и убываю-

щую последовательности измеримых разбиений ξ̃n и η̃n и предполо-

жим также, что при каждом n разбиения ξ̃n и η̃n являются неза-

висимыми взаимными дополнениями друг друга.

(1) Предположим, что ξn→ǫ. Тогда несложно видеть, что ηn→ν.
(2) Из того, что ηn → ν, не следует, вообще говоря, что ξn → ǫ.

Первый контрпример был дан в [7], см. также [6, стр. 18].

Приведем несколько примеров.

Пример 3. Рассмотрим разбиение ξ̃n из примера 1. Положим

x = (x1, x2, . . .) ∼n y = (y1, y2, . . .),

если
{

2n(xk − yk) ∈ Z, 1 6 k 6 n,

xk = yk, k > n.

Тогда независимое дополнение η̃n к разбиению ξ̃n будет состоять в
точности из классов эквивалентности по отношению ∼n.

Пример 4. Возьмем разбиение ξ̃n из примера 2. Тогда независимое
дополнение η̃n к нему будет состоять из орбит действия группы Sn на
[0, 1]n. Из теоремы 2 тогда следует, что действие бесконечной симмет-
рической группы S∞ на [0, 1]N является эргодическим.

Применив теорему 2 к следствию 1 и использовав описание мно-
жеств разбиения из п. 4.1, получим следующее утверждение.

Следствие 3. В схеме Бернулли ([0, 1],Leb1)
N преобразования Кну-

та действуют эргодично на k-м элементе последовательности для

любого k. Это означает следующее: выберем случайным образом бес-

конечную последовательность x = (x1, x2, . . . , xn, . . .). Пусть xn – ко-

нечные последовательности, состоящие из первых n элементов по-

следовательности x. Пусть также γn – эмпирическое распределение

k-го элемента в классе Кнута последовательности xn. Тогда γn стре-

мится к равномерному распределению на [0, 1] почти наверняка.
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§5. Заключение

Хотя следствия 2 и 3 имеют чисто комбинаторный характер, их пря-
мое комбинаторное доказательство пока неизвестно. Численные экспе-
рименты, проводившиеся автором и другими, показывают, что сходи-
мости соответственно к дельта-образному и равномерному распреде-
лениям очень медленные. Было бы важно найти доказательство этих
следствий, не привлекающее сложных построений, связанных с пре-
дельной формой, сдвигом Шютценберже, теоремой Ромика и Сняды
и др. Некоторые соображения на эту тему, часть из которых приведе-
на выше, содержатся в готовящейся работе А. М. Вершика, которому
автор выражает благодарность за информацию и руководство.
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