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§1. Введение

В работах [2–6,44,45] развивается теория абсолюта графов, групп и
полугрупп. Абсолют есть вероятностно-топологическая граница груп-
пы (полугруппы, графа), порожденная случайными блужданиями на
группе: абсолют группы с фиксированной системой образующих мож-
но определить как множество эргодических марковских мер (т.е. блуж-
даний на группе), у которых система копереходных вероятностей та-
кая же, как у простого (правого) случайного блуждания, порожденно-
го равномерным распределением на образующих (подробности можно
найти в вышеуказанных работах). К настоящему моменту описание
абсолюта получено для свободной группы и некоторых других гипер-
болических групп, для абелевых групп и полугрупп. Так называемая
лапласова, или невырожденная, часть абсолюта описана для произ-
вольных нильпотентных групп. В готовящейся работе мы впервые
полностью описываем абсолют для некоммутативной нильпотентной
группы – дискретной группы Гейзенберга. Настоящая заметка содер-
жит элемент, необходимый для этого описания, и здесь во введении мы
кратко прокомментируем, как этот элемент встроен в общий контекст
задачи.

В теории абсолюта (как и при изучениии случайных блужданий
на графах и группах, в гармоническом анализе, теории потенциала и
смежных областях) заметную роль играют функции числа путей за-
данной длины между вершинами графа (графа Кэли группы) и раз-
личного рода соотношения на эти величины. В частности, точки аб-
солюта, точки границ Мартина, гармонические функции, собственные
функции лапласиана представляются как пределы функций числа пу-
тей, а часть интересующих нас утверждений, касающихся абсолюта,
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допускают переформулировку в терминах этих функций. В случаях
графов с простыми или хорошо изученными функциями числа путей
это обстоятельство используется в качестве ключа к доказательствам
утверждений о блужданиях, границах и т.п. В графе Кэли дискрет-
ной группы Гейзенберга со стандартной системой образующих число
геодезических путей между парами точек определенного положения
задается числом ограниченных разбиений с ограничением на размер
и количество частей или, что то же самое, числом диаграмм Юнга

фиксированной площади, укладывающихся в прямоугольник задан-
ной ширины и высоты. Эти числа хорошо известны в комбинаторике
как коэффициенты гауссовых многочленов или коэффициенты гауссо-

вых q-биномиальных коэффициентов. Гауссовы коэффициенты пред-
ставляют собой довольно сложный объект, но они давно изучаются
и о них накоплено существенное количество информации (см. приве-
денную ниже литературу). Ориентируясь на это, мы сводим один из
главных переходов в нашей конструкции с описанием абсолюта группы
Гейзенберга к вопросу о числе геодезических путей, переформулируем
этот вопрос в терминах диаграмм Юнга и решаем его, опираясь на
известные свойства q-биномиальных коэффициентов.

Прокомментируем вышеупомянутый переход чуть подробнее. В опи-
сании абсолюта группы Гейзенберга, которое мы строим, существен-
ную роль играет абсолют полугруппы Гейзенберга. Один из централь-
ных результатов о полугруппе заключается в том, что подмножество
непрерывных мер в абсолюте полугруппы Гейзенберга изоморфно под-
множеству непрерывных мер в абсолюте коммутативной полугруппы
с двумя образующими (число путей в этом случае задается треуголь-
ником Паскаля), т.е. открытому интервалу (теорема де Финетти). До-
казывая эту изоморфность, мы и используем подход с подсчетом ко-
личества путей и теорию разбиений, сводя проверку изоморфности к
конкретному утверждению о поведении функции числа геодезических
путей в графе Кэли группы Гейзенберга (предложение 1) и проверяя
справедливость этого утверждения о числе геодезических с помощью
его переформулировки на язык теории разбиений (лемма 1).

Объяснение того, какое конкретно место занимает описание абсолю-
та полугруппы Гейзенберга в описании абсолюта всей группы, и того,
как конкретно доказательство изоморфности подмножеств непрерыв-
ных мер в абсолютах полугрупп сводится к утверждению о числе пу-
тей, будет приведено в готовящейся работе с описанием абсолюта. В
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настоящем же введении мы формулируем и комментируем нужное нам
в доказательстве изоморфности утверждение о числе путей (предло-
жение 1) и поясняем его переформулировку в терминах разбиений и
диаграмм Юнга (лемма 1).

Теперь мы перейдем к описанию интересующих нас свойств числа
путей. Мы рассматриваем случай дискретной группы Гейзенберга со
стандартной системой образующих:

N2 = 〈x, y | [[x, y], x] = [[x, y], y] = 1〉. (1)

Для обращения с группой N2 удобно иметь в виду ее классическое
точное представление целочисленными матрицами вида





1 x z
0 1 y
0 0 1



,

в котором элементы xm, yn и [x, y]k представлены соответственно мат-
рицами





1 m 0
0 1 0
0 0 1



,





1 0 0
0 1 n
0 0 1



 и





1 0 k
0 1 0
0 0 1



.

Из вида указанного представления следует (см., например, лемму 2.1
в [5]), что для элемента g ∈ N2 существует единственная тройка целых
чисел (m,n, k), такая, что

g = [x, y]kynxm.

Отсюда же можно получить удобную модель графа Кэли группы Гей-
зенберга, помещая элемент g = [x, y]kynxm в точку трехмерного ев-
клидова пространства с координатами (m,n, k).

В N2 мы рассматриваем полугруппу Гейзенберга N2+, порожденную
элементами x и y. Полугруппа N2+ состоит из элементов

g = [x, y]kynxm с m > 0, n > 0 и k ∈ [0,mn].

Для элемента g ∈ N2 обозначим через dim(g) количество кратчай-
ших (геодезических) путей в графе Кэли пары (N2, {x, y}), ведущих к g
из единицы группы. Нас интересует поведение функции dim в сравни-
тельно простом случае – на полугруппе N2+; в этом случае dim(g) сов-
падает с числом различных представляющих элемент g слов в образу-
ющих x и y (без обратных) и интерпретируется в терминах разбиений
и диаграмм Юнга (ниже это объяснено более подробно).
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Интересующий нас аспект поведения функции dim состоит в следу-
ющем: мы хотели бы убедиться, что на областиN2+ вдали от края ∂N2+

(в смысле вложения в группу и словарной метрики на группе) функ-
ция dim обладает свойствами, близкими к свойствам мультиплика-

тивного характера (мультипликативными характерами, или просто
характерами, групп и полугрупп мы называем гомоморфизмы в муль-
типликативную группу неотрицательных вещественных чисел; связь
между характерами и абсолютом коммутативных и нильпотентных
групп уже затрагивалась в [45] и [6]).

Приведем пример такого свойства. Полезно было бы показать, что
функция dim на подполугруппе N2+ схожа с характерами в том смыс-
ле, что функции

fx(g) :=
dim(gx)

dim(g)
и fy(g) :=

dim(gy)

dim(g)

локально близки к константам (если элемент g ∈ N2+ находится до-
статочно далеко от края ∂N2+) или (что то же самое) что функции

fxx(g) :=
dim(g) · dim(gxx)

dim(gx) · dim(gx)
и fyy(g) :=

dim(g) · dim(gyy)

dim(gy) · dim(gy)

на области N2+ сколь угодно близки к 1 (при достаточном удалении от
края ∂N2+). Связь очевидна: для произвольного характера χ : G → R+

на произвольной группе G для любого элемента z ∈ G функция χ(gz)
χ(g)

тождественно равна константе χ(z), а

χ(g) · χ(gzz)
χ(gz) · χ(gz) = 1.

Для наших целей достаточным оказывается установить наличие бо-
лее слабого свойства функции dim, отвечающего более слабому – в
сравнении с приведенным – свойству характеров, состоящему в том,
что каждый характер постоянен на классах смежности по комму-

танту. Соответствующее свойство функции dim выражается в том,
что ее изменение при движении параметра по любому классу смеж-
ности коммутанта вдали от края области N2+ относительно мало в
смысле близости к единице функции

f[x,y](g) :=
dim(gxyx−1y−1)

dim(g)
.

Приведем строгую формулировку.
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Теорема 1. В дискретной группе Гейзенберга

N2 = 〈x, y | [[x, y], x] = [[x, y], y] = 1〉
обозначим через dim(g) количество кратчайших (геодезических) пу-

тей в графе Кэли пары (N2, {x, y}), ведущих к элементу g из единицы

группы. Тогда выполняется следующее свойство:

dim([x, y]k+1ynxm)

dim([x, y]kynxm)

min{m,n,k,mn−k}→+∞−−−−−−−−−−−−−−−−→
m,n,k∈N

1. (2)

Переформулируем теорему 1 в терминах диаграмм Юнга. (За опре-
делениями базовых понятий теории разбиений и диаграмм Юнга мы
отсылаем читателя к обширной литературе; см., например, [9].) Для
перехода к диаграммам Юнга воспользуемся стандартной геометри-
ческой интерпретацией элементов дискретной группы Гейзенберга как
путей на плоскости (см., например, [37]). Эта интерпретация может
быть описана с помощью абелизации

N2 → Z⊕ Z = 〈x, y | [x, y] = 1〉 (3)

и проекции

N2 → R
3 → R

2, [x, y]kynxm 7→ (m,n, k) 7→ (m,n). (4)

Гомоморфизм абелизации (3) (как всякий гомоморфизм с наследу-
емой системой образующих) дает проекцию на уровне графов Кэли.
Вложив граф Кэли пары (Z⊕Z, {x, y}) в плоскость в виде двумерной
целочисленной решетки, мы получаем проекцию группы Гейзенберга
и ее графа Кэли на плоскость (будем считать, что элемент [x, y]kynxm

проектируется в точку с координатами (m,n)). Пути в графе Кэли
группы Гейзенберга проектируются при этом в пути на плоскости. Ас-
социируя элемент g группы Гейзенберга с путями в графе Кэли, веду-
щими к g из единицы группы, и проектируя эти пути в плоскость, мы
получаем представление элементов группы Гейзенберга выходящими
из начала координат путями в целочисленной решетке на плоскости.
Отметим, что подход с представлением элементов группы путями на
решетке допускает существенное обобщение; идея такого обобщения
описывается в [1]. В случае группы Гейзенберга мы приходим к следу-
ющему хорошо известному факту (см., например, [37]).

Предложение 1. В целочисленной решетке на плоскости два вы-

ходящих из начала координат пути представляют один и тот же

элемент группы Гейзенберга тогда и только тогда, когда их концы
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совпадают, а ориентированная площадь образованного этими путя-

ми замкнутого контура равна нулю.

В рамках описанной геометрической интерпретации четко выделя-
ются геодезические пути, ведущие к элементам подполугруппы N2+:
если геодезический путь W в графе Кэли группы Гейзенберга ведет из
единицы группы в элемент полугруппы N2+, то проекция π(W ) этого
пути является геодезическим путем (лестницей) на целочисленной ре-
шетке. Поставим в соответствие пути W диаграмму Юнга Y (W ), огра-
ниченную проекцией π(W ), вертикальной координатной осью и гори-
зонтальной прямой, проходящей через конечную точку пути π(W ). Из
очевидных свойств вышеописанных представлений элементов группы
Гейзенберга легко вытекает, что для каждого элемента g = [x, y]kynxm

из N2+ соответствие W 7→ Y (W ) задает биекцию между ведущими
к g из единицы группы геодезическими путями в графе Кэли пары
(N2, {x, y}) и множеством диаграмм Юнга площади k, укладывающих-
ся в прямоугольник ширины m и высоты n.

Соответственно, теорема 1 получает следующую эквивалентную пе-
реформулировку.

Лемма 1. Обозначим через Pm,n(Q) число диаграмм Юнга площа-

ди Q, укладывающихся в прямоугольник ширины m и высоты n. То-

гда

Pm,n(Q+ 1)

Pm,n(Q)

min{m,n,Q,mn−Q}→+∞−−−−−−−−−−−−−−−−−→
m,n,Q∈N

1.

О числах Pm,n(Q), которые можно назвать “коэффициентами гаус-
совых q-биномиальных коэффициентов”, в литературе имеется доволь-
но много информации – см., например, [9, гл. 3], [8, гл. 1], [22], [7, 10,
12, 16, 23–26, 41, 43]. Глубоко исследован родственный интересующему
нас вопрос об унимодальности этих коэффициентов: см. [18–21,28–32,
38,39,42,46–49], а также [11,33,50]. Еще один близкий вопрос – вопрос
о лог-вогнутости (см. [13–15, 27, 34–36, 40] и [17]). Однако наш вопрос,
возникший из теории абсолюта, ранее, по всей видимости, не ставил-
ся, и нам не удалось обнаружить в литературе результата, из которого
утверждение леммы 1 следовало бы напрямую. В следующей части на-
стоящей заметки мы приводим полное подробное доказательство.



АСИМПТОТИКА ЧИСЛА ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ 45

Отметим, что вопрос о доказательстве более сильного, чем (2), свой-
ства

dim([x, y]kynxm−1) dim([x, y]kynxm+1)

(dim([x, y]kynxm))2
min{m,n,k,mn−k}→+∞−−−−−−−−−−−−−−−−→

m,n,k∈N

1 (5)

сохраняет свою актуальность – из свойства (5) вытекает компакт-
ность абсолюта группы Гейзенберга. Эквивалентная переформулиров-
ка свойства (5) в терминах q-биномиальных коэффициентов выглядит
следующим образом:

Pm,n−1(Q) · Pm,n+1(Q)

(Pm,n(Q))2
min{m,n,Q,mn−Q}→+∞−−−−−−−−−−−−−−−−−→

m,n,Q∈N

1.

§2. Доказательство леммы 1

Заметим в первую очередь, что в силу очевидной симметрии

Pm,n(Q) = Pm,n(mn−Q)

нам достаточно ограничиться рассмотрением случая Q < mn/2 и что
в рамках этого случая, согласно результату о так называемой унимо-

дальности (см. [9, гл. 3], [42], а также [31] и приведенную там литера-
туру), выполняется неравенство

Pm,n(Q) 6 Pm,n(Q+ 1). (6)

Введем ряд вспомогательных терминов и обозначений. Клетку диа-
граммы Юнга назовем угловой, если ее удаление снова дает диаграмму
Юнга. Количество угловых клеток диаграммы назовем ее характери-

стикой.
Обозначим через Ym,n(Q) множество диаграмм Юнга площади Q,

укладывающихся в прямоугольник ширины m и высоты n. Для тройки
натуральных чисел m, n и Q с Q < mn/2 построим двудольный ори-
ентированный граф Γ := ΓQ,m,n, сделав его вершинами диаграммы из
Ym,n(Q) и Ym,n(Q+ 1). Вершины v и w в Γ соединим ребром, идущим
из v в w, тогда и только тогда, когда v лежит в Ym,n(Q), а w (лежит
в Ym,n(Q + 1) и) получается из v добавлением клетки. Докажем ряд
свойств графа Γ. Пусть e = (v → w) – ребро в Γ. Тогда имеют место
следующие свойства.

(P1) Степень degΓ(w) вершины w (в графе Γ) равна ее характери-
стике.

(P2) Степень и характеристика вершины v отличаются не более чем
на единицу.
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(P3) Характеристики вершин v и w отличаются не более чем на
единицу.

(P4) Степени вершин v и w отличаются не более чем на двойку.

Свойство (P1) очевидно. Чтобы доказать свойство (P2), поместим
диаграмму v в угол прямоугольника ширины m и высоты n и рассмот-
рим простую ломаную длины m + n, идущую из левого нижнего уг-
ла прямоугольника в правый верхний и разрезающую прямоугольник
на две части: диаграмму v и ее дополнение. Тогда количество левых
поворотов по ходу движения ломаной совпадает с характеристикой
диаграммы v, а количество правых поворотов – со степенью degΓ(v).
Поскольку правые и левые повороты чередуются, их количество от-
личается не более чем на единицу. Для доказательства свойства (P3)
заметим, что при добавлении клетки появляется одна новая угловая
клетка (собственно, добавленная), а клетки сверху и слева от нее пере-
стают быть угловыми, если таковыми являлись. Свойство (P4) следует
из (P1), (P2) и (P3).

Обозначим через E := E(Γ) множество всех ребер графа Γ. Для
ребра e = (v → w) из E введем обозначения

α(e) := degΓ(v) и ω(e) := degΓ(w).

Тогда по построению выполняются равенства

Pm,n(Q) =
∑

e∈E

1

α(e)
и Pm,n(Q+ 1) =

∑

e∈E

1

ω(e)
.

Для M ∈ N положим

EM := {e ∈ E : min{α(e), ω(e)} > M}.
Воспользовавшись свойством (P4), получаем, что

Pm,n(Q+ 1)− Pm,n(Q) =
∑

e∈E

(

1

ω(e)
− 1

α(e)

)

6
∑

e∈E

2

ω(e)α(e)
=

∑

e∈EM

2

ω(e)α(e)
+

∑

e∈E\EM

2

ω(e)α(e)

6
∑

e∈EM

2

Mα(e)
+

∑

e∈E\EM

2

α(e)
6

2

M
· Pm,n(Q) + 2 ·

∑

e∈E\EM

1

α(e)
.

(7)

Теперь заметим, что в силу (P4) из принадлежности ребра (v → w)
множеству E \ EM вытекает, что degΓ(v) 6 M + 2. В таком случае в
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силу свойства (P2) характеристика диаграммы v не превосходит M+3.
Обозначив через Pm,n(Q,6 M + 3) число тех диаграмм в Ym,n(Q),
характеристика которых не превосходит M + 3, получаем, что

∑

e∈E\EM

1

α(e)
6 Pm,n(Q,6 M + 3). (8)

В силу (7) и (8) для произвольного M ∈ N выполняется неравенство

Pm,n(Q + 1)

Pm,n(Q)
− 1 6

2

M
+ 2 · Pm,n(Q,6 M + 3)

Pm,n(Q)
. (9)

Взяв M > 4
ε , получаем 2

M < ε
2 . Таким образом, с учетом (6) для завер-

шения доказательства леммы 1 достаточно показать, что для фикси-
рованного M при достаточно больших m, n и Q (где Q < mn/2) второе
слагаемое в правой части неравенства (9) мало. Это прямо следует из
доказанной ниже леммы 2.

Обозначим через Pm,n(Q, t) число диаграмм из Ym,n(Q) с характе-
ристикой t.

Лемма 2. Пусть t ∈ N и ε > 0. Тогда для любых натуральных чисел

Q, m и n, таких, что Q 6 mn/2 и

min
{

m,n,
[

√

2Q
]}

> max
{

36t2, 1/ε
}

,

выполняется неравенство

Pm,n(Q, t)

Pm,n(Q)
< ε.

Лемма 2 утверждает, что среди диаграмм Юнга достаточно боль-
шой площади, умещающихся в прямоугольник с достаточно большими
сторонами, доля диаграмм с фиксированной характеристикой мала.
Для доказательства леммы 2 получим оценки на величины Pm,n(Q, t)
и Pm,n(Q). Мы используем стандартные обозначения

⌊r⌋ := max{z ∈ Z : z 6 r} и ⌈r⌉ := min{z ∈ Z : z > r}.

Утверждение 1. Если Q, m и n – натуральные числа и Q 6 mn/2,
то

Pm,n(Q) >
(2Q)k−1

k!kk
, где k = min

{

m,n,
⌊

√

2Q
⌋}

.
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Доказательство. Положим Q′ := ⌊⌊2Q/k⌋ · k/2⌋ и покажем, что

Pm,n(Q)
(i1)

> Pk,⌈2Q/k⌉(Q)
(i2)

> Pk,⌈2Q/k⌉(Q
′)

(i3)

> Pk,⌊2Q/k⌋(Q
′)

(i4)

>

⌊2Q/k⌋·k
∑

X=1

Pk,⌊2Q/k⌋(X)

⌊2Q/k⌋ · k
(i5)
=

Ck
⌊2Q/k⌋+k − 1

⌊2Q/k⌋ · k
(i6)

>
(2Q/k)k

k!

1

2Q
=

(2Q)k−1

k!kk
.

Неравенство (i1) верно, так как прямоугольник размера k × ⌈2Q/k⌉
“помещается” (возможно, после поворота на 90◦) в прямоугольник раз-
мера m×n, поскольку, как нетрудно проверить, в силу предположения
на k выполняются неравенства

k 6 min{m,n} и ⌈2Q/k⌉ 6 max{m,n}.
Неравенство (i2) выполняется в силу унимодальности (см. [9]), по-
скольку

⌈2Q/k⌉ · k/2 > Q > Q′.

Неравенство (i3) выполняется, поскольку ⌈2Q/k⌉ > ⌊2Q/k⌋. Неравен-
ство (i4) выполняется, поскольку Q′ – ближайшее целое к половине
площади четырехугольника со сторонами k и ⌊2Q/k⌋, так что для лю-
бого X в силу унимодальности выполняется неравенство

Pk,⌊2Q/k⌋(Q
′) > Pk,⌊2Q/k⌋(X).

Равенство (i5) выполняется, поскольку общее количество диаграмм
Юнга, укладывающихся в прямоугольник ширины a и высоты b, со-
ставляет Ca

a+b, а Pa,b(0) = 1. Неравенство (i6) при k = 1 обращается в
равенство, а при k > 1 выполняется, поскольку при 1 < a 6 b выпол-
няется неравенство

Ca
a+b − 1 >

(b+ 1)a

a!
. �

Утверждение 2. Количество диаграмм Юнга площади Q с харак-

теристикой t не превосходит числа

C2t−1
2Q−1 6

(2Q− 1)2t−1

(2t− 1)!
.

Доказательство. Любая диаграмма площади Q помещается в квад-
рат размера Q × Q. При этом если прислонить диаграмму к левому
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верхнему углу квадрата, она будет однозначно характеризоваться про-
стым монотонным путем длины 2Q, идущим по ребрам размещенной
в квадрате целочисленной решетки из левого нижнего в правый верх-
ний угол квадрата по краю диаграммы и отрезающим диаграмму от
квадрата. (Ср. с так называемыми путями Дика.) Заметим, что ха-
рактеристика диаграммы совпадает с количеством левых поворотов
у отвечающего ей пути, так что количество диаграмм (площади Q) с
характеристикой t не превосходит числа путей указанного вида, у ко-
торых имеется в точности t левых поворотов. Пути указанного вида
однозначно задаются позициями чередующихся правых и левых пово-
ротов, которые располагаются на 2Q − 1 возможных позициях. Кро-
ме того, если путь ограничивает диаграмму заданной площади Q, его
можно восстановить как без информации о первом правом повороте,
если таковой предшествовал первому левому, так и без информации о
последнем правом повороте, если таковой следовал за последним ле-
вым. Таким образом, пути из интересующего нас класса однозначно
задаются выбором мест для 2t− 1 чередующихся левых и правых по-
воротов из возможных 2Q− 1 позиций, что и дает оценку C2t−1

2Q−1. �

Доказательство леммы 2. Положим

k := min
{

m,n,
[

√

2Q
]}

.

Из полученных оценок на Pm,n(Q, t) и Pm,n(Q) вытекает, что

Pm,n(Q, t)

Pm,n(Q)
<

(2Q− 1)2t−1

(2t− 1)!

k!kk

(2Q)k−1
<

k!kk

(2Q)k−2t
.

Поскольку k! <
√
2πkkke−k+ 1

12k <
√
kkke−k3, а 2Q > k2 (в силу пред-

положения о том, что k 6
√
2Q), имеем

k!kk

(2Q)k−2t
<

k4t+1/23

ek
.

Далее, поскольку ex > x2 для любого x > 0, так что для любого
p > 0 при x > p2 имеем ex > e

√
xp > xp, из предположения о том, что

k > 36t2 = (6t)2, выводим

k4t+1/2 · 3
ek

<
k4t+1/2 · 3

k6t
=

k1/2 · 3
k2t

<
k

k2t
6

1

k
6 ε. �
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