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Мы отвечаем на вопрос, поставленный А. И. Буфетовым. Пусть
PWπ ⊂ L2(R) – обычное пространство Пэли–Винера, состоящее из пре-
образований Фурье функций класса L2(R), исчезающих вне [−π,π].
(Мы определяем унитарное преобразование Фурье функции g ∈ L1(R)
так: ĝ(ξ) ∶= 1√

2π

´

R

e−ixξg(x)dx. Подробнее о пространстве Пэли–Винера

см., напр., [1].) Наш основной результат – следующее утверждение в
духе принципа неопределённости.

Теорема 1. Пусть E ⊂ Z, а функция f ∈ PWπ исчезает на Z ∖ E.

Тогда
ˆ

R∖U1(E)

∣f ∣2 ≤ C ⋅ ˆ
U1(E)

∣f ∣2.
Здесь постоянная C < +∞ абсолютна, а U1(E) – 1-окрестность мно-

жества E в R.

Доказательство. Оценка основана на том, что
ffl

sin2 = 1/2 < 1. Систе-

ма { sin(πx)
π(x − k)}

k∈Z
– образ ортонормированного базиса в L2[−π,π] под

действием унитарного преобразования Фурье и потому также образует
ортонормированный базис в PWπ ⊂ L

2(R). По тем же соображениям,⟨f, sin(πx)
π(x−k) ⟩L2(R)

= f(k); иначе говоря, функция sin(πx)
π(x−k) – воспроизводя-

щее ядро функционала “значение в точке k” в PWπ. Отсюда следует,
что функция f из условия допускает разложение

f(x) = ∑
k∈E

ak ⋅ sin(πx)
π(x − k) (x ∈ R)
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для некоторых ak ∈ C. Поэтому достаточно доказать оценку вида
ˆ

R∖U1(E)

∣f ∣2 ≤ (1 − ε) ⋅ ∑
k∈E
∣ak ∣2

с некоторым ε > 0, не зависящим ни от E, ни от f . Пусть

E′ = {l ∈ Z ∶ dist(l + 1/2,E) > 1};
имеем E ∩ E′ = ∅. Мы будем рассматривать разные операторы с об-
ластью задания ℓ2(E) и со значениями в L2(R ∖ U1(E)) или в ℓ2(E′).
Положим

K1(x, k) ∶= sin(πx)
π ⋅ (x − k) , x ∈ R ∖U1(E), k ∈ E.

Далее, пусть

K2(x, k) ∶= sin(πx)
π

⋅
1[x] − k , x ∈ R ∖U1(E), k ∈ E.

Пусть

TKj
∶ ℓ2(E) → L2(R ∖U1(E))

– операторы, порождённые соответствующими ядрами Kj. Нам нуж-
но показать, что ∥TK1

∥ < 1. Для этого оценим TK2
({ak}k∈E) и (TK1

−
TK2
)({ak}k∈E).

Начнём с TK2
. При k ∈ E, l ∈ E′ положим K̃2(l, k) ∶= 1

l − k
. Пусть

x ∈ R ∖ U1(E). Тогда x ∈ (l, l + 1) при некотором l ∈ E′. Пусть bl =

∑
k∈E

K̃2(l, k)ak, то есть вектор {bl}l∈E′ получается из вектора {ak}k∈E
умножением на матрицу (K̃2(l, k))l∈E′,k∈E . Видно, что эта матрица –

подматрица матрицы Тёплица

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋰
⋯ 0 −1 −1/2 −1/3 −1/4 −1/5 ⋯
⋯ 1 0 −1 −1/2 −1/3 −1/4 ⋯
⋯ 1/2 1 0 −1 −1/2 −1/3 ⋯
⋯ 1/3 1/2 1 0 −1 −1/2 ⋯
⋯ 1/4 1/3 1/2 1 0 −1 ⋯
⋯ 1/5 1/4 1/3 1/2 1 0 ⋯
⋰ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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Норма последней матрицы как оператора ℓ2(Z) → ℓ2(Z) равна π. Дей-
ствительно, этот оператор – свёрточный и исследуется с помощью пре-

образования Фурье; символ этой матрицы
∞
∑
k=1
(ζ−k − ζk

k
) равен π−t при

ζ = eit, t ∈ (0,2π). Таким образом, имеем

∑
l∈E′
∣bl∣2 ≤ π2 ⋅ ∑

k∈E
∣ak ∣2.

Далее,

ˆ

R∖U1(E)

∣TK2
({ak}k∈E)∣2 = ∑

l∈E′
∣bl∣2 ⋅

l+1
ˆ

l

(sin(πx)
π

)2 dx ≤
∥{ak}k∈E∥2ℓ2(E)

2
.

Итак, мы доказали, что ∥TK2
∥ ≤ 1/√2. Поэтому нам осталось по-

лучить оценку вида ∥TK1
− TK2

∥ < C, где постоянная C < 1 − 1/√2 не
зависит от E. Оператор TK1

− TK2
∶ ℓ2(E)→ L2(R ∖U1(E)) имеет ядро

K3(x, k) ∶= sin(πx)
π

⋅ ( 1

x − k
−

1[x] − k) , x ∈ R ∖U1(E), k ∈ E.

Наша цель – применить простейший тест Шура:

пусть (X,µ), (Y, ν) – пространства с мерами, а оператор

T ∶L2(X,µ) → L2(Y, ν)
имеет измеримое ядро K(x, y); предположим, что нашлись C1,C2 <

+∞, для которых
ˆ

X

∣K(x, y)∣dµ(x) < C2 при почти всех y ∈ Y

и
ˆ

Y

∣K(x, y)∣dν(y) < C1 при почти всех x ∈ X ;

тогда ∥T ∥L2(X,µ)→L2(Y,ν) ≤
√
C1C2.

Сперва при фиксированном k ∈ E оценим
´

R∖U1(E)
∣K3(x, k)∣dx. Имеем

∣K3(x, k)∣ = ∣ sin(πx)∣
π

⋅
{x}(k − x) ⋅ (k − [x])
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и
ˆ

R∖U1(E)

∣K3(x, k)∣dx ≤ ˆ

R∖[k−1,k+1]

∣ sin(πx)∣
π

⋅
{x}(k − x) ⋅ (k − [x]) dx.

Вычислим последний интеграл; не умаляя общности, считаем, что
k = 0. Тогда этот интеграл равен

∞̂

1

∣ sin(πx)∣
π

( {x}
x ⋅ [x] + 1 − {x}

x ⋅ ⌈x⌉ ) dx

=

1
ˆ

0

+∞
∑
m=1

∣ sin(πt)∣
π

⋅ ( t(m + t)m + 1 − t(m + t)(m + 1)) dt

=

1
ˆ

0

+∞
∑
m=1

∣ sin(πt)∣
π

⋅
1

m(m + 1) dt = 2

π2
.

(Мы подставили x =m + t, t ∈ [0,1), m = 1,2, . . . .)
Теперь при фиксированном x ∈ R ∖U1(E) оценим ∑

k∈E
∣K3(x, k)∣. По-

следняя сумма не больше, чем

∑
k∈Z∖U1(x)

∣K3(x, k)∣. (1)

Достаточно провести оценку при x ∉ Z. Можно, не умаляя общности,
считать, что x ∈ (0,1). Тогда сумма (1) принимает вид

x sin(πx)
π

( 1

x + 1
+
∞
∑
k=2
( 1

k(k − x) + 1

k(k + x)))
=
sin(πx)

π
( x

x + 1
+ x ⋅

∞
∑
k=2

2

k2 − x2
) . (2)

Используя известное равенство

∞
∑
k=1

1

k2 − x2
=
1 − πx ctg(πx)

2x2

(см., например, [2]) и монотонность сомножителей в последнем выра-
жении в (2) на (0,1/2) и на (1/2,1), с помощью вычисления можно
установить, что величина (2) не превосходит 1.3/π.
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Итак, применяя тест Шура, имеем

∥TK1
− TK2

∥ ≤
√

2

π2
⋅
1.3

π
и

∥TK1
∥ ≤
√

2.6

π3
+

1√
2
= 0.9966... < 1,

что завершает доказательство. �
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