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Введение

В работе [2] показано, что трехмерные соленоидальные векторные
функции трех переменных в сферической системе отсчета могут быть
представлены (параметризованы) с помощью двух наборов радиаль-
ных функций {ulm(r)}, {φlm(r)}, 1 6 l, |m| 6 l в следующем виде:

~f(~x) =
∑

16 l,|m|6 l

(
l̂
ulm

r2
~Υlm +

u′
lm

r
~Ψlm

)
+

∑

16 l,|m|6 l

φlm

r
~Φlm, (1)

где

~x = ~x(r,Ω), r ∈ R
+, Ω ∈ S

2, l̂ =
√
l(l + 1),

а ~Υ(Ω) и ~Ψ(Ω) – это векторные сферические гармоники [8]

~Υlm(Ω) =
~x

r
Ylm(Ω), 0 6 l, |m| 6 l, (2)

~Ψlm(Ω) =(l(l + 1))−1/2r~∂Ylm(Ω), 1 6 l, |m| 6 l, (3)

~Φlm(Ω) =(l(l + 1))−1/2(~x× ~∂)Ylm(Ω), 1 6 l, |m| 6 l. (4)

Выполнение условия соленоидальности
∑

k

∂kf
k(~x) ≡ ~∂ · ~f(~x) = 0

следует из представления

~f(~x) =
∑

16 l,|m|6 l

(
~∂ × ulm

r
~Φlm +

φlm

r
~Φlm

)

Ключевые слова: оператор Лапласа, соленоидальные векторные функции, са-
мосопряженные расширения операторов, формула Крейна для ядра резольвенты.

21



22 Т. А. БОЛОХОВ

и равенства нулю дивергенции каждого слагаемого

~∂ · ~∂ × ulm

r
~Φlm = 0,

~∂ · φlm

r
~Φlm =

(
(
φlm

r
)′~x+

φlm

r
~∂
)
· l̂−1(~x× ~∂)Ylm(Ω) = 0.

Действие оператора Лапласа

∆ = −
∑

k

∂2
k

на функции вида (1) сводится к действию на параметры ulm, φlm ра-
диальных операторов

Tl = − d2

dr2
+

l(l + 1)

r2
,

так что

∆~f(~x) =
∑

16 l,|m|6 l

(
l̂
Tlulm

r2
~Υlm +

Tlu
′
lm

r
~Ψlm

)
+

∑

16 l,|m|6 l

Tlφlm

r
~Φlm.

В работе [3] показывается, что операторы Tl, действуя на множестве
гладких функций, быстро убывающих в окрестности начала коорди-
нат,

W̊l = {u(r) : u ∈ Hl, Tlu ∈ Hl, u
′′(0) = 0}, l > 1, (5)

в индуцированном из пространства R
3 скалярном произведении 〈 · , · 〉

l

для параметров ulm при l = 1 являются симметрическими оператора-
ми с индексами дефекта (1, 1). При этом дефектные векторы (то есть
решения уравнений (T ∗

1 ∓ iρ2)c± = 0) имеют следующий вид:

c±(r) = D1 exp{e∓
3πi

4 χr} + r−1 = D1

(
exp{e∓ 3πi

4 χr} − 1
)
, (6)

где D1 – это дифференциальная операция

D1 = r
d

dr

1

r
.

Действие самосопряженных расширений T κ
1 операторов T1 на функции

u из некоторой области определения W
κ
1 выглядит довольно просто:

T κ
1 u = −d2u

dr2
+

2

r2
u− 2

r
u′(0), (7)

однако перенос этого действия в пространство R
3 представляет из себя

сложное выражение, которое трудно использовать в приложениях.
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В данной работе с помощью формулы Крейна строится выраже-
ние для ядра резольвенты самосопряженного расширения общего вида
описанного выше симметрического оператора на соленоидальном про-
странстве. Основные результаты были ранее представлены в [4], здесь
же приводится их подробный вывод.

§1. Аналитические векторы

Дефектные векторы (6) позволяют построить по три (соответствен-
но количеству возможных значений проекции m = −1, 0, 1 орбиталь-
ного момента на третью координатную ось для полного момента l = 1)
вектора в соленоидальном подпространстве P⊥:

~Bm
± (~x(r,Ω)) = ~∂ × c±(r)√

2r
(~x× ~∂)Y1m(Ω) = ~∂ × (~x× ~∂)

c±(r)√
2r

Y1m(Ω)

=
√
2
c±(r)

r2
~Υ1m(Ω) +

c′±(r)

r
~Ψ1m(Ω), ~Bm

± ∈ P⊥.

Пусть H
⊥ – это линейное пространство функций вида (1), с коэффици-

ентами ulm, лежащими в W̊l. Определим симметрический оператор ∆⊥

как сужение операции ∆ на H
⊥. Из симметричности оператора Tl на

W̊l следует, что оператор ∆⊥ симметричнен, а из принадлежности
функций c±(r) дефектным подпространствам T1 следует, что векто-

ры ~Bm
± лежат в дефектных подпространствах операторов ∆⊥, то есть

удовлетворяют уравнениям

( ~Bm
± , (∆± iχ2)~h⊥) = 0, ~h⊥ ∈ H

⊥. (8)

Самосопряженные расширения симметрического оператора ∆⊥ об-
щего вида определяются с помощью преобразования Кэли [1, стр. 186]
посредством некоторой унитарной матрицы, переводящей элементы
~Bm
− одного дефектного подпространства в элементы ~Bm

+ другого. Фор-
мула Крейна [5] позволяет построить выражение для ядра резольвен-
ты произвольного самосопряженного расширения через ядро резоль-
венты в фиксированной точке области регулярности. С помощью пре-
образования Фурье можно вычислить выражение для ядра резольвен-
ты R̊w самосопряженного оператора Лапласа ∆⊥

0 , заданного на мно-
жестве регулярных два раза дифференцируемых функций [7, стр. 73]:

R̊jj′

w (~x, ~y) =
ei

√
w|~x−~y|

4π|~x− ~y| δjj′ ,
[
(∆0 − w)R̊w

]jj′
(~x, ~y) = δ3(~x− ~y)δjj′ , (9)
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здесь разрез у корня из спектрального параметра w выбирается вдоль
положительной полуоси

√
w̄ = −

√
w, 0 < argw < 2π. (10)

Резольвента (9) определена на пространстве векторных функций про-
извольного вида, однако можно показать, что она, так же как и опе-
ратор ∆⊥

0 , оставляет подпространства P ‖ и P⊥ инвариантными. Тем
самым, выражение (9) может быть использовано и для построения
резольвент операторов, действующих в том числе и на подпростран-
ствах P ‖ и P⊥. Формула Крейна опирается на понятие аналитическо-

го вектора [5, стр. 473]. В нашей ситуации это вектор ~Bm
w , который в

регулярных точках рассматриваемых самосопряженных расширений
аналитически зависит от спектрального параметра w и удовлетворяет
уравнению

~Bm
w = ~Bm

w0
+ (w − w0)R̊w

~Bm
w0

. (11)

Здесь под понятием вектор подразумевается элемент линейного про-
странства – области определения оператора (∆⊥)∗, сопряженного к

симметрическому оператору ∆⊥, в то время как символ вектора у ~Bm
w

относится к структуре этого пространства, а индекс m нумерует воз-
можные аналитические векторы. Необходимым условием построения

резольвенты с помощью аналитических векторов ~Bm
w является при-

надлежность этих векторов, взятых в точках ±iχ2, дефектным под-
пространствам симметрического оператора ∆⊥:

(∆⊥ ± iχ2)∗ ~Bm
±iχ2 = 0.

Для построения аналитических векторов рассмотрим функцию

cw(r) = D1

(
ei

√
wr − 1

)
= r

d

dr

1

r

(
ei

√
wr − 1

)

с разрезом по спектральному параметру w, определенному форму-
лой (10), и перенесем ее с помощью разложения (1) в трехмерное про-

странство. Определим соленоидальный вектор ~Bm
w следующим обра-

зом:

~Bm
w (~x(r,Ω)) =

√
2
cw(r)

r2
~Υ1m(Ω) +

c′w(r)

r
~Ψ1m(Ω). (12)
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Непосредственные вычисления с подстановкой выражений для вектор-
ных сферических гармоник [8] дают для этого вектора следующее вы-
ражение:

[Bm
w (~x)]j =

√
3

8π

(xmxj

r

d

dr

1

r

d

dr

ei
√
wr − 1

r

− δjm

r

d

dr
r
d

dr

ei
√
wr − 1

r

)
r=|x|

.

(13)

Вычисление, аналогичное вычислению в [3] для дефектных векторов

c±(r), показывает, что для любого элемента u ∈ W̊1 выполнено равен-
ство

〈cw, (T1 − w)u〉1 = 0,

а значит функция cw(r) удовлетворяет уравнению

(T1 − w)∗cw(r) = (T1 − w)∗D1

(
ei

√
wr − 1

)
= 0.

Как следствие, вектор ~Bm
w удовлетворяет уравнению

(∆⊥ − w)∗ ~Bm
w = 0,

из которого, совместно с аналитичностью и поведением на бесконечно-

сти функции ~Bm
w по параметру w, следует, что функция ~Bm

w является
решением уравнения (11).

Далее вычислим скалярное произведение аналитических векторов
~Bm
w для разных значений спектрального параметра: воспользуемся

определением (12), снимем интеграл по переменной Ω, проинтегрируем
по частям и при помощи формулы

D∗
l Dl = −r−l d

dr
r2l

d

dr
r−l = − d2

dr2
+

l(l − 1)

r2
= Tl−1

получим

∫

R3

~Bm
w (~x) ~Bm

w̃ (~x) d3x =

∞∫

0

(
2
c̄w(r)cw̃(r)

r2
+ c̄′w(r)c

′
w̃(r)

)
dr

=

∞∫

0

D∗
1 c̄w(r)D

∗
1cw̃(r) dr

=

∞∫

0

D∗
1D1(e

i
√
w̄r − 1)D∗

1D1(e
i
√
w̃r − 1) dr (14)
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=

∞∫

0

d2

dr2
(ei

√
w̄r − 1)

d2

dr2
(ei

√
w̃r − 1) dr = w̄w̃

∞∫

0

ei
√
w̄rei

√
w̃r dr

=
iw̄w̃√
w̄ +

√
w̃
. (15)

Вследствие ортогональности векторных сферических гармоник [8],

аналитические векторы ~Bm
w ортогональны при отличающихся значе-

ниях индекса m, то есть
∫

R3

~Bm
w (~x) ~Bm̃

w̃ (~x) d3x = δmm̃
iw̄w̃√
w̄ +

√
w̃
. (16)

Из преобразования (15) и положительности мнимой части корня (10)
при 0 < argw < 2π также можно вычислить выражение для нормы
этих векторов

‖ ~Bm
w ‖2 =

∫

R3

~Bm
w (~x) ~Bm

w (~x) d3x =
iw̄w

√
w −√

w
=

|w|2
2Im

√
w
,

0 < argw < 2π.

(17)

Отсюда также видно, что, в соответствие с предписанием теории Крей-

на, нормы векторов ~Bm
+iχ2 и ~Bm

−iχ2 , лежащих в разных дефектных под-

пространствах симметрического оператора ∆⊥, совпадают.

§2. Построение резольвенты

Самосопряженное расширение общего вида ∆⊥
u симметрического

оператора ∆⊥ может быть задано с помощью унитарного отображе-

ния Uα, переводящего элементы ~Bm
− одного дефектного подпростран-

ства в элементы ~Bm
+ другого:

Uα : un
m
~Bm
−iχ2 → αnu

n
m′

~Bm′

+iχ2 , un′

m ūn
m = δn′n, |αn| = 1

(здесь суммирование производится по индексам m и m′, но не по n).
Мы определили действие преобразования Uα таким образом, чтобы
векторы un

m по индексу m являлись собственными для отображенияUα

из базиса { ~Bm
−iχ2} в базис { ~Bm′

+iχ2}, и при этом Uα могло быть записано
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в следующем виде:

Uα =
Uα
mm′

‖ ~Biχ2‖2
~Bm
iχ2

(
~Bm′

−iχ2 , ·
)
R3
, Uα

mm′ =
3∑

n=1

αnu
n
mūn

m′ . (18)

Можно заметить, что введенное в (9) ядро резольвенты R̊w(~x, ~y) со-
ответствует самосопряженному расширению ∆⊥

0 , определяемому еди-

ничной матрицей, то есть отображению ~Bm
−iχ2 в ~Bm

+iχ2 . Из определения

преобразования Кэли [1, стр. 186] и формулы (17) следует, что разность
резольвент рассматриваемых самосопряженных расширений, взятых в
точке iχ2, определяется выражением

Riχ2 − R̊iχ2 =
Uα
mm′ − δmm′

2iχ2‖ ~Biχ2‖2
~Bm
iχ2

(
~Bm′

−iχ2 , ·
)
R3

=
∑

n

un
mūn

m′

αn − 1√
2iχ5

~Bm
iχ2

(
~Bm′

−iχ2 , ·
)
R3
.

(19)

И, таким образом, унитарная матрица Uα
mm′ , задающая самосопря-

женное расширение, связывается с его резольвентой. Альтернативны-
ми способами задать самосопряженное расширение симметрического
оператора являются описание через пространство граничных значе-
ний [9, 10] и теория Бирмана–Вишика–Крейна [11, 12] для положи-
тельно определенных операторов.

Формула Крейна [5, стр. 475] утверждает, что разность резольвент
самосопряженных расширений симметрического оператора в произ-
вольной точке w может быть записана через аналитические векторы
~Bm
w в следующем виде:

Rw − R̊w = βmm′(w) ~Bm
w

(
~Bm′

w̄ , ·
)
R3
, (20)

где βmm′(w) – это матричная функция, удовлетворяющая уравнению

β−1

mm′(w) = β−1

mm′(iχ
2)− (w − iχ2)

(
~Bm
w̄ , ~Bm′

iχ2

)
R3
. (21)

Формула (19) дает нам выражение для функции βmm′(w) в точке iχ2:

βmm′(iχ2) =
∑

n

un
mūn

m′

αn − 1√
2iχ5

,
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из которого, решая уравнение (21), можно вычислить значение βmm′(w)
в произвольной точке:

βmm′(w) =
∑

n

un
mūn

m′

iχ2

αn − 1√
2χ3 + iw(αn − 1)(

√
w +

√
iχ2)

. (22)

Переходя к конкретным функциям в координатах в формуле (20), по-
лучаем следующее выражение для разности ядер резольвент

Rjj′

w (~x, ~y)− R̊jj′

w (~x, ~y) = βmm′(w)[Bm
w (~x)]j [Bm′

w (~y)]j
′

, (23)

где явный вид векторов [Bm
w (~x)]j приведен в (13). Данное выраже-

ние является аналитической функцией спектрального параметра w в
области 0 < argw < 2π, за исключением некоторого количества полю-
сов, определяемых знаменателями матричной функции βmm′(w). Эти
полюса определяют собственные значения дискретного спектра опе-
ратора ∆⊥

u , а соответствующие вычеты резольвенты – проекторы на
собственные подпространства.

§3. Заключение

Мы построили выражение (23) с подстановкой (22) для ядра ре-
зольвенты самосопряженного расширения симметрического оператора
Лапласа на соленоидальном подпространстве в сферических коорди-
натах. Самосопряженное расширение имеет общий вид и задается с
помощью преобразования Кэли отображением (18).
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Bolokhov T. A. Resolvents of selfadjoint extensions of the Laplace ope-
rator on the solenoidal subspace.

On the space of solenoidal vector-valued functions vanishing at the
origin with their derivatives, the Laplace operator is symmetric and has
defect indices (3,3). With the help of the Krein formula, an expression
for the kernel of the resolvent for selfadjoint extensions of this operator is
found as the sum of the Green function for the Laplace operator on the
space of all vector-valued functions and a certain finite rank addendum.
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