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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1,6{8℄ ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÅÔ×ÑÝÉÈ-ÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÌÕÖÄÁÎÉÊ �Ï ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ Zd Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ×ÒÅÍÅÎÅÍ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÒÅÛÅÎÉÊ Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ ÒÁ-ÂÏÔÁÈ [1,6{8℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÍÏÄÅÌÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ××ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌÁÓØ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �. âÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁÞÁÓÔÉ� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ Ó�ÅËÔÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. �ÁË-ÖÅ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁÞÁÓÔÉ� × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÅÛÅÔËÉ. éÍÅÎÎÏ, ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �ÒÉ � > � × Ó�ÅËÔÒÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÇÏ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ�, �ÏÑ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. �ÁËÖÅ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ�ÒÉ d = 1 ÉÌÉ d = 2 ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, Á �ÒÉ d > 3ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ÍÏÄÅÌØ ×ÅÔ×ÑÝÅÇÏÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Zd Ó ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ Ó �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. âÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÌÉ ÇÉÂÅÌØ ÞÁÓÔÉ� �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ× ÕÚÌÁÈ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ (ÉÓÔÏÞÎÉËÁÈ), Á ÍÅÖÄÕ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ-ÍÉ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ A0.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ�Ù Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÉÒÕÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇÏÔ ÄÒÕÇÁ, Á ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×Á. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÅÔ×ÑÝÅÅÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ, �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅ-ÎÉÅ, Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 16-01-00443Á É\æÏÎÄÁ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ÍÏÌÏÄÙÈ ÕÞÅÎÙÈ \ëÏÎËÕÒÓ íÅÂÉÕÓÁ". òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 16-01-00087.234



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 235Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ�, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎËÁË ÓÕÍÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0 : `2(Zd) →`2(Zd) É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �V : `2(Zd) → `2(Zd), Ï�ÉÓÙ×ÁÀ-ÝÅÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ. ï�ÅÒÁÔÏÒ �V ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ×ÏÚÍÕ-ÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� . ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [6, 8℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÏÓØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÍÕ �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌÕ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÓÒÅÄÎÅÇÏÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ� ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÒÁÑ Ó�ÅËÔÒÁ ×ÏÚÍÕÝÅÎ-ÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � ÅÓÔØ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁ-ÓÔÉ� × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÅÛÅÔËÉ, �ÏÌÕÞÅÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ �ÒÉ t→ ∞.ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ Ó�ÅËÔÒÁ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ, × ÏÓÎÏ-×Å ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. �ÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÂÅÚ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÓÌÏÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ × ÒÁ-ÂÏÔÁÈ [10,11℄, Á Ó Ñ×ÎÙÍ ×ÉÄÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÓÌÏÅ { × ÒÁÂÏÔÁÈ [13,14℄.÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ×Ù×ÏÄÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ. �ÒÅÔØÑ ÞÁÓÔØÒÁÂÏÔÙ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÉ 3:1 ÉÚÕ-ÞÁÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� , �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �ÒÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÉ. ÷ ÞÁÓÔÉ3:2 �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÊ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÕ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ� �ÒÉ t → ∞: ÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÒÑÄ �ÒÉÍÅÒÏ×.
§2. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ �Ï ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ Zd ÓÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ t Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ-×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÂÌÕÖÄÁÎÉÑ p(v; u; t):p(v; u; t) = a(v; u) t+ o(t); u 6= v;p(v; v; t) = 1 + a(v; v) t+ o(t):ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a(v; u) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏa(v; u) = a(u; v) = a0(u− v);



236 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéîÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ a0(u) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù
∑u∈Zd a0(u) = 0; ÇÄÅ a0(u) > 0; u 6= 0 É a0(0) < 0;

∑u∈Zd ‖u‖2a0(u) <∞; (1)ÇÄÅ ‖u‖ { Å×ËÌÉÄÏ×Á ÎÏÒÍÁ ×ÅËÔÏÒÁ × Zd. ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏ-ÎÅÞÎÏÓÔØ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÉ ÓËÁÞËÏ× ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ. �ÁËÖÅ ÍÙ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ v ∈ Zd ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ (ÓÍ. [3℄).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `2(Zd) ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÓË×ÁÄÒÁÔÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f : Zd → C Ó ÎÏÒÍÏÊ
‖f‖2̀2(Zd) = ∑v∈Zd |f(v)|2 <∞:þÅÒÅÚ �v(t) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t,×ÙÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ v ∈ Zd × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0. äÌÑ f ∈ `2(Zd)�ÏÌÏÖÉÍ P tf(v) = E f(�v(t)):�ÁË ËÁË �v(t) { ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÔÏ P t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù. éÍÅÅÍ�ÒÉ t→ 0P tf(v) = f(v)(1 + a(0; 0) t) + t∑u 6=v a(v; u) f(u) + o(t);ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ A0 : `2(Zd) → `2(Zd) �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P t ÉÍÅÅÔ×ÉÄ A0f(v) = ∑u∈Zd a(v; u) f(u) = ∑u∈Zd a0(v − u) f(u) = f ∗ a0(v):äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÔ×ÑÝÅÅÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ ZdÓ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ Ó ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÎÁ Zd. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �, × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ g1; : : : ; gd { ÎÁÂÏÒ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ) ×ÅËÔÏÒÏ× Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÛÅÔËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï� = {g ∈ Zd : g = d∑j=1 njgj ; nj ∈ Z; j = 1; : : : ; d};



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 237Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {gj}dj=1 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÏÍ ÒÅÛÅÔËÉ �. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÍÏÇÕÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÒÅÛÅÔËÕ.÷ÅÔ×ÌÅÎÉÅ × ÉÓÔÏÞÎÉËÁÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊb(s) = +∞∑k=0 bksk; ÇÄÅ bk > 0 �ÒÉ k 6= 1; b1 < 0; +∞∑k=0 bk = 0:ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÑ pk(t) ÞÁÓÔÉ�Ù × kÞÁÓÔÉ� �ÒÉ t→ 0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍpk(t) = bkt+ o(t); k 6= 1;p1(t) = 1 + b1t+ o(t):ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � = b′(1) < ∞, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ �ÏÔÏÍËÏ× ÉÍÅÅÔËÏÎÅÞÎÙÊ �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. ðÕÓÔØ Nv(t) { ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÉ� × ÍÏ-ÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0ÂÙÌÁ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔÉ�Á × ÔÏÞËÅ v. þÅÒÅÚ �(k)v (t) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ k-ÔÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ.ðÏÌÏÖÉÍ Qtf(v) = E(Nv(t)∑k=1 f(�(k)v (t))):ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ENv(t) ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎ-ÎÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Qt. åÓÌÉ v =∈ �, ÔÏ �ÒÉ t → 0ÉÍÅÅÍ Qtf(v) = f(v)(1 + a(0; 0) t) + t∑u 6=v a(v; u) f(u) + o(t);ÅÓÌÉ v ∈ �, ÔÏ �ÒÉ t→ 0 ÉÍÅÅÍQtf(v) = f(v)(1+a(0; 0) t+ b1t)+ t∑u6=v a(v; u) f(u)+ t∑k 6=1 k bk f(v)+o(t);ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ A� : `2(Zd) → `2(Zd) �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Qt ÉÍÅÅÔ×ÉÄ A�f(v) = ∑u∈Zd a(v; u) f(u) + �∑g∈� Æg(v) f(v);ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ Æu( · ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á `2(Zd), ÔÏ ÅÓÔØ Æu(v) = {1; v = u;0; v 6= u:



238 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéîï�ÅÒÁÔÏÒ V : `2(Zd) → `2(Zd), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÁËV f(v) = ∑g∈� Æg(v) f(v); (2)ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ. ï�ÅÒÁÔÏÒ �V ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0 : `2(Zd) → `2(Zd).îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f( · ) = Æw( · ): ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÆÕÎË�ÉÑ QtÆw(v) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÉ� × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉt × ÔÏÞËÅ w, ÅÓÌÉ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0 Õ ÎÁÓ ÂÙÌÁ ÏÄÎÁÞÁÓÔÉ�Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ × ÔÏÞËÅ v. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ M(v; w; t) =QtÆw(v) ÒÅÛÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ�M(v; w; t)�t = ∑u∈Zd a(v; u)M(u;w; t) + �∑g∈� Æg(v)M(v; w; t);M(v; w; 0) = Æw(v): (3)ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) �ÒÉ t → ∞ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÅÄÅÎÏË ÉÚÕÞÅÎÉÀ Ó�ÅËÔÒÁ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ A� .
§3. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�ï�ÅÒÁÔÏÒ A0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÏ�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á `2(Zd) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï `2(Zd). òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ (A0f)(v) − a(v; v) f(v) = ∑u 6=v a(v; u) f(u):éÚ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9℄, ÔÅÏÒÅÍÁ 5:2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

‖A0 − a0(0)I‖`2(Zd) 6 |a0(0)|; (4)ÔÁË ËÁË ∑u 6=v a(v; u) = |a0(0)|:éÓ�ÏÌØÚÕÑ (4) É ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÔÒÅÚËÅ�(A0) ⊂ [ 2 a0(0); 0 ℄;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ �(A0) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0.äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ Ó�ÅËÔÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� ÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏ × �ÒÑÍÏÊÉÎÔÅÇÒÁÌ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ÓÌÏÑÈ. óÎÁÞÁÌÁ ××ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ.



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 239îÁÚÏ×ÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÑÞÅÊËÏÊ C ÒÅÛÅÔËÉ � ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
C = {x ∈ Rd : x = d∑j=1 xjgj ; 0 6 xj < 1; j = 1; : : : ; d}:íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË Zd, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÑÞÅÊËÉ,ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ 

 = C ∩ Zd:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 〈 · ; · 〉 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× × Rd. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ {g̃j}dj=1 Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë {gj}dj=1,ÅÓÌÉ

〈g̃i; gj〉 = 2� Æij :ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {g̃j}dj=1 �ÏÒÏÖÄÁÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë � ÒÅÛÅÔ-ËÕ ~� �̃ = { g̃ ∈ Rd : g̃ = d∑j=1 nj g̃j ; nj ∈ Z; j = 1; : : : ; d}:üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÑÞÅÊËÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅ-ÒÅÚ C̃

C̃ = { � ∈ Rd : � = d∑j=1 �j g̃j ; 0 6 �j < 1; j = 1; : : : ; d}:ðÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ H ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× `2(
) { ÜÔÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ(u; v)H = ∫

C̃

〈u(�); v(�)〉`2(
) d�:íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H �ÏÌÎÏÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, H { ÇÉÌØ-ÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H = L2(`2(
); d�).äÁÌÅÅ, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÎÁ H = L2(`2(
); d�) ÒÁÚÌÏÖÅÎ ×�ÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ A(�), � ∈ C̃,�ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ `2(
)× `2(
), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ  ∈ H ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ(A )(�) = A(�) (�); � ∈ C̃:



240 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéî÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÉÛÕÔ A = ∫

C̃
⊕A(�) d�;�ÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ A(�) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÌÏÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A (ÓÍ. [15℄,ÇÌ. XIII.16).ïÂÙÞÎÏ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÄÌÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ A� , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×a0(u) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ A� × �ÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ï�ÅÒÁÔÏÒ A� ÎÁ `2(Zd) ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ �ÒÑÍÏÍÕÉÎÔÅÇÒÁÌÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒU : `2(Zd) → H, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏUA�U−1 = ∫

C̃
⊕A�(�) d�:ï�ÅÒÁÔÏÒ A�(�) × ÓÌÏÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(A�(�) f)(v) = ∑u∈
 ã(v; u; �) f(u) + � Ṽ f(v); v ∈ 
; � ∈ C̃;ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ã(v; u; �) É �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ Ṽ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á-ÍÉ ã(v; u; �) = ∑g∈� e−i〈g;�〉 a(v + g; u); (5)Ṽ f(v) = {f(0); v = 0;0; v ∈ 
 \ {0}: (6)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H �ÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ× `2(
)

H = ∫

C̃
⊕`2(
) d�:ðÕÓÔØ `20(Zd) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ `2(Zd), ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÊÎÏÓÉÔÅÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U : `20(Zd) → H, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ (Uf)(v; �) = |C̃|−1=2 ∑g∈� e−i〈g;�〉f(v + g); v ∈ 
; (7)



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 241ÇÄÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, 〈 · ; · 〉 { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Rd.äÌÑ ÎÏÒÍÙ ÆÕÎË�ÉÉ Uf ÉÍÅÅÍ
‖Uf‖2H = ∫

C̃

‖(Uf)( · ; �)‖2̀2(
) d�= |C̃|−1 ∫

C̃

( ∑v∈
∑g∈� e−i〈g;�〉f(v + g) ∑g′∈� ei〈g′;�〉 f(v + g′)) d�= |C̃|−1 ∑v∈
∑g∈� ∑g′∈�(f(v + g) f(v + g′) ∫
C̃
e−i〈g−g′;�〉 d�)= ∑v∈Zd |f(v)|2 = ‖f‖2̀2(Zd):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ U ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÏÒÍÕ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á `20(Zd), �ÌÏÔÎÏÇÏ × `2(Zd). �ÏÇÄÁ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÓÔÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ `2(Zd) ×H. ðÏËÁÖÅÍÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U , ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U∗.ðÕÓÔØ h = {hv}v∈
 ∈ H, ÇÄÅ hv : C̃ → C. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ(U∗h)(v + g) = |C̃|−1=2 ∫

C̃

ei〈g;�〉 hv(�) d�; v ∈ 
; g ∈ �: (8)ñ×ÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ U∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏÍ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ U . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ
‖U∗h‖2̀2(Zd) = ∑v∈Zd |(U∗h)(v)|2 = ∑v∈
∑g∈� |(U∗h)(v + g)|2= |C̃|−1 ∑v∈
∑g∈� ∣∣∣

∫

C̃

ei〈g;�〉 hv(�) d� ∣∣∣
2= ∑v∈
 ∫

C̃

|hv(�)|2 d� = ‖h‖2HÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ hv(�). �ÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U {



242 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéîÕÎÉÔÁÒÎÙÊ. äÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0 É ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ `20(Zd)(UA0f)(v; �) = |C̃|−1=2 ∑g∈� e−i〈g;�〉(A0f)(v + g)= |C̃|−1=2 ∑g∈� e−i〈g;�〉 ∑u∈Zd a(v + g; u) f(u)= |C̃|−1=2 ∑g∈� e−i〈g;�〉 ∑u∈
 ∑g′∈� a(v + g; u+ g′) f(u+ g′)= |C̃|−1=2 ∑u∈
 ∑g′∈�∑g∈� e−i〈g′;�〉 e−i〈g−g′;�〉 a(v + g − g′; u) f(u+ g′)= |C̃|−1=2 ∑u∈
 ∑g′∈� e−i〈g′;�〉f(u+ g′) ∑g′′∈� e−i〈g′′;�〉 a(v + g′′; u)= ∑u∈
(Uf)(u; �) ã(v; u; �) = A0(�)(Uf)(v; �);
(9)

ÇÄÅ v ∈ 
, � ∈ C̃, Á ÞÅÒÅÚ A0(�) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ `2(
) → `2(
)×ÉÄÁ (A0(�) f)(v) = ∑u∈
 ã(v; u; �) f(u) ã(v; u; �), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (5). äÌÑ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ V , Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ÉÍÅÅÍ(UV f)(v; �) = Ṽ (Uf)(v; �)=



|C̃|−1=2 ∑g∈� e−i〈g;�〉f(g); v = 0;0; v ∈ 
 \ {0}: (10)éÚ (9) É (10) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A� É A�(�)UA�U−1 = ∫

C̃
⊕A�(�) d�: �ï�ÅÒÁÔÏÒ A�(�) �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ � ∈ C̃ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÓÁ-ÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ Ó�ÅËÔÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ�1(�) > · · · > �p(�); p = #
;ÇÄÅ #
 { ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(�) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ � ∈ C̃. �ÏÇÄÁÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �j(�) { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ � ∈ C̃ �ÒÉ ×ÓÅÈ



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 243j = 1; : : : ; p. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ XIII.85 × ËÎÉÇÅ [15℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁ-ÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �j(�) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÓÌÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÔÏÞ-ËÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ, ÌÉÂÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� . ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ p Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÚÏÎ (×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ)�(A�) = p⋃j=1�j(A�) = p⋃j=1[�−j ; �+j ℄;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ �±j ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÉ �j(�) �ÒÉ� ∈ C̃ �+j = max�∈C̃
�j(�); �−j = min�∈C̃

�j(�):ï�ÅÒÁÔÏÒ A0(�), ËÁË É Ï�ÅÒÁÔÏÒ A0, ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ� ∈ C̃ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0(�) �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔÓÔÁÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ.þÔÏÂÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ� �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ×ÒÅ-ÍÅÎÁÈ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÎÑÔØ, ËÁË ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ �ÒÁ×ÙÊ ËÒÁÊ Ó�ÅËÔÒÁ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ A� . îÉÖÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ Ó�ÅËÔÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �1(0) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÓÌÏÅA�(0), ÔÏ ÅÓÔØ sup�(A�) = �1(0);Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÚÏÎÁ ÎÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ-ÇÄÁ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a0(u) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [16℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÍÅ-ÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × �ÒÑÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × [16℄ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑÔÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.3.1. áÎÁÌÉÚ Ó�ÅËÔÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(�). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v1; : : : ; vpÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ v1 = 0. þÅÒÅÚ ãjk(�)ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ã(vj ; vk; �). ðÕÓÔØ Æ̃1; : : : ; Æ̃p { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å `2(
)Æ̃j(v) = {1; v = vj ;0; v 6= vj :



244 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéî�ÏÇÄÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(�) × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ×ÉÄ A�(�) = 


ã11(�) + � ã12(�) · · · ã1p(�)ã21(�) ã22(�) · · · ã2p(�)... ... . . . ...ãp1(�) ãp2(�) · · · ãpp(�) :íÁÔÒÉ�Á A�(0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, ÔÁËËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ãjk(0) ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a(v; u). éÍÅÎÎÏãjk(0) = ∑g∈� a(vj + g; vk):îÉÖÅ (ÌÅÍÍÁ 1) ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A0(0)ÉÍÅÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ A0:äÁÌÅÅ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÕÔØ ÉÚ ÌÀÂÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ.ìÅÍÍÁ 1. íÁÔÒÉ�Á A0(0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ.ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ãjk(0) ÍÁÔÒÉ�Ù A0(0) ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:1) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙãjj(0) = −D 6 0; j = 1; : : : ; p; (11)2) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ãjk(0) �ÒÉ j 6= k ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙãjk(0) > 0; j 6= k; j; k = 1; : : : ; p; (12)3) ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀp∑k=1 ãjk(0) = 0; j = 1; : : : ; p; (13)4) ÇÒÁÆ G̃ = (
; Ẽ) Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ 
 É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÅÂÅÒ
Ẽ = {(vj ; vk) : ãjk > 0} (14)



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 245Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÍ;5) ðÒÉ ×ÓÅÈ j; k = 1; : : : ; p ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ãjk(0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á ãjk(0) > Re ãjk(�):ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ j; k = 1; : : : ; p ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0 ÓÌÅÄÕÅÔ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù A0(0) É Ó×ÏÊÓÔ×Á (11){(13) ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ãjk(0).ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ Ó×ÏÊÓÔ×Á 4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G=(Zd; E){ ÇÒÁÆ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ × Zd É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÒÅÂÅÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ �Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ A0 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
E = {(v; u) : a(v; u) > 0}: (15)éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a(v; u) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ÓÉÌØÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÇÒÁÆ G̃ { ÎÅ ÓÉÌØÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�ÙA0(0) Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÅÓÔØ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ. �ÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G̃ { ÎÅÓ×ÑÚ-ÎÙÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ G̃1 = (
1; Ẽ1).�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ vj ∈ 
1, vk ∈ 
 \ 
1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏãjk(0) = ∑g∈� a(vj + g; vk) = 0:�ÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a(v; u) �ÒÉ v 6= u ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÚÎÁÞÉÔ�ÒÉ ×ÓÅÈ g ∈ � ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a(v + g; u) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÇÒÁÆÅG = (Zd; E) Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÂÅÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ (15), ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
1 + � Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 \ 
1 + �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÒÁÆ G = (Zd; E) { ÎÅÓ×ÑÚÎÙÊ,ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0 Ï ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ v ∈ Zd.ðÏËÁÖÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï. éÚ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ (5) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ãjk(�) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ j; k = 1; : : : ; p ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ãjk(0)×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áãjk(0) > |ãjk(�)| > Re ãjk(�); j 6= k;ãjj(0) > |ãjj(�)− a(0; 0)|+ a(0; 0) > Re ãjj(�):åÓÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ j; k = 1; : : : ; p, ÔÏe−i〈�;g〉 a(vj + g; vk) = a(vj + g; vk); g ∈ �; j; k = 1; : : : ; p:



246 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéîòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏS = { g ∈ � : a(vj + g; vk) 6= 0; ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ j; k = 1; : : : ; p}:äÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× g′ ∈ S ×Ù�ÏÌÎÅÎÏe−i〈�;g′〉 = 1:�ÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ v ∈ Zd ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÂÁÚÉÓ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÒÅÛÅÔËÕ �. �ÏÇÄÁe−i〈�;g〉 = 1ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ �. ðÒÉ � ∈ C̃ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ� = 0. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A0(0)ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [−2D; 0 ℄:ìÅÍÍÁ 2. óÔÁÒÛÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �1(0) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(0)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ G̃, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ (14). ðÏ ÌÅÍ-ÍÅ 1 ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ-Ó×ÑÚÎÙÍ. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 6:2:14 É 6:2:24 × [12℄ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A�(0) ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ D Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (11). ðÒÉ � > 0 ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A�(0) + DIÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. �ÏÇÄÁ ÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙðÅÒÒÏÎÁ{æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (ÓÍ. [12℄, ÔÅÏÒÅÍÁ 8.4.4). �îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ �ÒÁ×ÙÊ ËÒÁÊ Ó�ÅËÔÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� . óÌÅÄÕÀÝÁÑÌÅÍÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ �1(0).ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1(�) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁA�(�) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�1(�) 6 �1(0);�ÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ  1 { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÁÑ ÓÔÁÒÛÅÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �1(0) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(0). äÌÑÆÕÎË�ÉÉ  1 ÉÍÅÅÍ
[A�(0) 1](vj) = p∑k=1 ãjk(0) 1(vk) + � Ṽ  1(vj) = �1(0) 1(vj):



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 247ïÔËÕÄÁ � Ṽ  1(vj) = �1(0) 1(vj)− p∑k=1 ãjk(0) 1(vk):ðÕÓÔØ f ∈ `2(
), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ  1f �ÏÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎ-Ë�ÉÊ  1 É f . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 〈A�(�) 1f;  1f〉`2(
)
〈A�(�) 1f;  1f〉`2(
)= p∑j=1 ( p∑k=1 ãjk(�) 1(vk) f(vk) + � Ṽ  1(vj) f(vj)) 1(vj) f(vj)= p∑j=1 p∑k=1(ãjk(�) f(vk)− ãjk(0) f(vj)) 1(vk) 1(vj) f(vj)+ p∑j=1 �1(0) 1(vj) f(vj) 1(vj) f(vj)= p∑j=1 p∑k=1(ãjk(�) f(vk)− ãjk(0) f(vj)) 1(vk) 1(vj) f(vj)+ �1(0) 〈 1f;  1f〉`2(
):ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ  1(vj) > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ j = 1; : : : ; p.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ h ∈ `2(
) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅh =  1f . äÌÑ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1(�) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(�)ÉÍÅÅÍ�1(�) = suph∈`2(
)h 6=0 〈A�(�)h; h〉`2(
)

〈h; h〉`2(
) = supf∈`2(
)f 6=0 〈A�(�) 1f;  1f〉`2(
)
〈 1f;  1f〉`2(
) = �1(0)+ supf∈`2(
)f 6=0 p∑j=1 ( p∑k=1 (ãjk(�) f(vk)− ãjk(0) f(vj)) 1(vk)) 1(vj) f(vj)

〈 1f;  1f〉`2(
) :ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÍÍÙ× ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ Ó �ÁÒÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏ× j; k É k; j. ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ  1 {



248 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéî×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÉÍÅÅÍ
(ãjk(�) f(vk)− ãjk(0) f(vj)) 1(vk) 1(vj) f(vj)+ (ãkj(�) f(vj)− ãkj(0) f(vk)) 1(vj) 1(vk) f(vk)=  1(vj) 1(vk)(ãjk(�) f(vk) f(vj)− ãjk(0) |f(vj)|2)+  1(vj) 1(vk)(ãkj(�) f(vj) f(vk)− ãkj(0) |f(vk)|2)=  1(vj) 1(vk)(2Re (ãjk(�) f(vk) f(vj))

− ãjk(0) |f(vj)|2 − ãkj(0) |f(vk)|2): (16)
éÚ �. 5 ÌÅÍÍÙ 1 É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|1|2 + |2|2 > 2Re (12);Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (16) ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ �ÒÉ ×ÓÅÈj; k ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 0. ��ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ � > 0. �ÏÇÄÁ ÓÔÁÒÛÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �1(0)Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(0) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ�1(0) > �=p;ÇÄÅ p = #
 { ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ '(vj) = 1, j = 1; : : : ; p, { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
. äÌÑ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �1(0) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(0) ÉÍÅÅÍ�1(0) = suph∈`2(
)h 6=0 〈A�(0)h; h〉`2(
)
〈h; h〉`2(
) >

〈A�(0)'; '〉`2(
)
〈'; '〉`2(
) = �=p: �íÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Õ ÎÁÛÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ.3.2. ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ�. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏM(v; w; t) = QtÆw(v)Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÉ� × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t × ÔÏÞËÅ w, ÅÓÌÉ× ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÍÙ ÓÔÁÒÔÏ×ÁÌÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ v.



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 249÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ (2) É (3) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ �1(0) ÄÏ ×ÔÏÒÏÊ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊÚÏÎÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A� ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÅÓÔØ"1 = �1(0)− sup�∈C̃
�2(�) > 0: (17)ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ �1(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ× ÎÕÌÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ N = N(v; w) <∞ É ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ rk = rk(v; w), d2 6 r0 < r1 < · · · <rk < · · · , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ �ÒÉ t→ ∞ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁM(v; w; t) = e�1(0) t ∞∑k=0 N∑l=0 kl(v; w) t−rk (ln t)l (1 +O(e−"t)) (18)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 < " < "1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏM(v; w; t) = eA�tM(v; w; 0) = eA�t Æw(v); v ∈ Zd; w ∈ Zd:�ÏÇÄÁ M(v; w; t) = 〈M( · ; w; t); Æv( · )〉`2(Zd):÷ ÓÉÌÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ U , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ (7), ÉÍÅÅÍM(v; w; t) = ∫

C̃

〈UeA�tÆw( · ; �); UÆv( · ; �)〉`2(
) d�= ∫

C̃

〈eA�(�)tUÆw( · ; �); UÆv( · ; �)〉`2(
) d�:ðÕÓÔØ v = v′ + v , w = w′ + w, ÇÄÅ v′; w′ ∈ 
, Á v ; w ∈ �. �ÏÇÄÁÄÌÑ u ∈ 
 ÉÍÅÅÍUÆv(u; �) = ∑g∈� ei〈g;�〉Æv(u+ g) = {ei〈v;�〉; u = v′; � ∈ C̃;0; u 6= v′; � ∈ C̃;UÆw(u; �) = ∑g∈� ei〈g;�〉Æw(u+ g) = {ei〈w;�〉; u = w′; � ∈ C̃;0; u 6= w′; � ∈ C̃:



250 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéîòÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ UÆw′( · ; �) É UÆv′( · ; �) �Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�É-ÑÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(�) �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ � ∈ C̃UÆw′(u; �) = p∑j=1 w′j (�) j(u; �); UÆv′(u; �) = p∑j=1 v′j (�) j(u; �);ÇÄÅ w′j (�) = 〈UÆw′( · ; �);  j( · ; �)〉`2(
) =  j(w′; �);v′j (�) = 〈UÆv′( · ; �);  j( · ; �)〉`2(
) =  j(v′; �):éÍÅÅÍ eA�(�) tUÆw′(u; �) = p∑j=1 e�j(�)tw′j (�) j(u; �):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏM(v; w; t) = ∫

C̃

p∑j=1 e�j(�)t ei〈w−v;�〉  j(w′; �) j(v′; �) d�:ðÒÉ t → ∞ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ×ËÌÁÄ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÁÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ Ó ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �1(�) × �ÏËÁÚÁÔÅÌÅ. �ÏÇÄÁM(v; w; t) = ∫

C̃

e�1(�)t ei〈w−v;�〉  1(w′; �) 1(v′; �) d� (1+O(e−"t)) (19)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 < " < "1, ÇÄÅ "1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (17). áÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ËÁ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (19) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀÍÅÔÏÄÁ ìÁ�ÌÁÓÁ (ÓÍ. [5℄). �ÁË ËÁË ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÕÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-ËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ �1(�) ÎÁ C̃, ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ×ËÌÁÄ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÎÏ-ÓÑÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅN = N(v; w) <∞, ÞÔÏ �ÒÉ t→ ∞ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (ÓÍ. [5℄, ÇÌÁ×Á 2, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.3)M(v; w; t) = e�1(0)t ∞∑k=0 N∑l=0 kl(v; w) t−rk (ln t)l (1 +O(e−"t));ÇÄÅ rk { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, d2 6 r0 < r1 < · · · < rs → ∞; s → ∞: ÷ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏ× kl(v; w): �



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 251÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ. ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù �′′1 (�) = {�2�1(�)��j��k }dj;k=1ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ �1(�). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑÔÏÞËÁ �0 = 0 ÆÕÎË�ÉÉ �1(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÅÓÓÉÁÎÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ kl(v; w) × (18) ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ Ñ×ÎÏ, É �ÒÉ t → ∞ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (ÓÍ. [5℄, ÇÌÁ×Á 2, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.1)M(v; w; t) = e�1(0)t t−d=2 ∞∑k=0 k(v; w) t−k (1 +O(e−"t)):ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 0(v; w) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ0(v; w) = (2�)d=2  1(w′; 0) 1(v′; 0)√
| det�′′1 (0)| ;ÇÄÅ v = v′ + v , w = w′ + w, v′; w′ ∈ 
, v; w ∈ �. ÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ k(v; w) ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ Ñ×ÎÏ.

§4. ðÒÉÍÅÒÙï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ ÎÁ Z1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A0 ÎÁ Z1 Ó ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a(v; u) = 




−2; v = u;1; |v − u| = 1;0; |v − u| > 2:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ −A0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁ�ÌÁÓÁ ÎÁ Z1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ V; �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÅÔËÉ � ÓÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ g = 2. òÅÛÅÔËÁ � ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1, ÖÉÒ-ÎÙÍ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. ÷
r r r r r r r rv v v v

-gv1 v2òÉÓ. 1. òÅÛÅÔËÁ × �ÒÉÍÅÒÅ 1.



252 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéîÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅËv1, v2. éÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(�) × ÓÌÏÅ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÊ ×ÉÄ A�(�) = (
−2 + � 1 + e2i�1 + e−2i� −2 ) :óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1;2(�) ÍÁÔÒÉ�Ù A�(�) ÒÁ×ÎÙ�1;2(�) = � − 4± √�2 + 16 os2 �2 :ðÒÉ � = 0 ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ  1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 1 = 


�+√�2+16√2�2+32+�√2�2+324√2�2+32+�√2�2+32 : (20)÷ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÔÏÒÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �1(�) × ÔÏÞËÅ �0 = 0�′′1 (0) = − 8√(�2 + 16) < 0:�ÏÇÄÁ �ÒÉ t→ ∞ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁM(vj+vj ; vk+vk ; t), j; k = 1; 2, ÉÍÅÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄM(vj + vj ; vk + vk ; t)= et �−4+√�2+162 √�√�2 + 164t  1(vk; 0) 1(vj ; 0)(1 +O(t−1));ÇÄÅ j; k = 1; 2, vj ; vk ∈ �,  (vj ; 0) { ÜÔÏ j-ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ×ÅËÔÏÒÁ  1,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ (20).ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A0 ÎÁ Z2 ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a(v; u) = 




−4; v = u;1; ‖v − u‖ = 1;0; ‖v − u‖ > 2:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ −A0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏÍ ìÁ�ÌÁÓÁ ÎÁ Z2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ V; �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÅÔËÉ � Ó ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ g1 = (2; 0), g2 = (0; 2). óÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2, ÖÉÒÎÙÍ ×ÙÄÅÌÅÎÙÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ
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6 g1g2 v1v3 v2v4
òÉÓ. 2. òÅÛÅÔËÁ × �ÒÉÍÅÒÅ 2.ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË v1, v2, v3, v4. åÓÌÉ ÚÁ-ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÉÈ ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ A�(�) × ÓÌÏÅ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄA�(�) = 



−4 + � 1 + e2i�1 1 + e2i�2 01 + e−2i�1 −4 0 1 + e2i�21 + e−2i�2 0 −4 1 + e2i�10 1 + e−2i�2 1 + e−2i�1 −4 
 :äÌÑ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1(0) ÍÁÔÒÉ�Ù A�(0) �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ�1(0) =




−4 + �3 + 2√�2+483 os(�3 + 13 artan 6√6√�4+26�2+512�3−36� ); � 6 6;
−4 + �3 + 2√�2+483 os( 13 artan 6√6√�4+26�2+512�3−36� ); � > 6:



254 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéîíÁÔÒÉ�Á ×ÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �ÒÉ � = (�1; �2)T = (0; 0)T ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�′′1 (0) = {�2�1(�)��j��k ∣∣∣�=0}2j;k=1= − 16 (�1(0) + 4)2 − 8�(�1(0) + 4) + 324 (�1(0) + 4)3 − 3�(�1(0) + 4)2 − 32 (�1(0) + 4) + 8� (1 00 1) :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÅÒÅÄ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÇÅÓÓÉÁÎ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. îÅÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ  1 �ÒÉ � = (�1; �2)T = (0; 0)T ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ×ÙÂÒÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ 1 = 


1�1(0)+4−�4�1(0)+4−�4�1(0)+4−��1(0)+4 
 : (21)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (18) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄM(vj + ; vk; t) = e�1(0)t 2�t√| det�′′1 (0)|  1(vk ; 0) 1(vj ; 0)‖ 1(0)‖2̀2(
) (1 +O(t−1));ÇÄÅ j; k = 1; 2; 3; 4,  ∈ �, Á  1(vj ; 0) { ÜÔÏ j-ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ×ÅËÔÏÒÁ (21).÷ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A� ÎÁ Zd ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ É ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ-ËÅ Zd. �ÏÇÄÁ × ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÏÄÎÁÔÏÞËÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ U , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ (7), Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ d-ÍÅÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ, É ÏÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A� . ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ × ÓÌÏÅ A�(�) : C→ C �ÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � ∈ C̃ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏA�(�) f(v) = f(v)( ∑g∈Zd a(v + g; v) e−i〈g;�〉 + �)= f(v)( ∑g∈Zd a(v + g; v) os 〈g; �〉+ �):ïÔÓÀÄÁ, �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a(v; u), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÁÛÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, Ï�Å-ÒÁÔÏÒ A�(0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ �. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

{�2�1(�)��j��k ∣∣∣�=0}dj;k=1 = {
−

∑g∈Zd gjgka(v + g; v)}dj;k=1; (22)



áóéíð�ï�éþåóëïå ðï÷åäåîéå óòåäîåçï 255ÇÄÅ gj = �〈g;�〉��j ∣∣∣�=0 { j-ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ×ÅËÔÏÒÁ g. éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÑ. �ÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det�′′1 (0) ÍÅÎØÛÅÎÕÌÑ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (18) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄM(v; w; t) = e�t (2�t )d=2 1√
− det�′′1 (0) (1 + O(t−1));ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; w ∈ Zd, ÇÄÅ �′′1 (0) { ÍÁÔÒÉ�Á, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ (22).ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. å. á. áÎÔÏÎÅÎËÏ, å. â. ñÒÏ×ÁÑ, òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × Ó�ÅË-ÔÒÅ Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ×ÅÔ×ÑÝÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÂÌÕÖÄÁÎÉÉ. | óÏ-×ÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ X, No. 3 (2015), 9{22.2. í. û. âÉÒÍÁÎ, í. ú. óÏÌÏÍÑË, ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ìçõ, 1980.3. é. é. çÉÈÍÁÎ, á. ÷. óËÏÒÏÈÏÄ, ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. îÁÕËÁ,í., 1977.4. â. á. óÅ×ÁÓÔØÑÎÏ×, ÷ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ �ÒÏ�ÅÓÓÙ. îÁÕËÁ, í., 1971.5. í. ÷. æÅÄÏÒÀË, íÅÔÏÄ �ÅÒÅ×ÁÌÁ. îÁÕËÁ, í., 1977.6. å. â. ñÒÏ×ÁÑ, ÷ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ × ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÒÅÄÅ. éÚÄ-×Ïãðé �ÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ, í., 2007.7. å. â. ñÒÏ×ÁÑ, ëÒÉÔÅÒÉÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ� × ÍÏÄÅÌÑÈ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÌÕÖÄÁÎÉÊ. | �ÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎ. É ÅÅ �ÒÉÍÅÎ. 55, No. 4(2010), 705{731.8. å. â. ñÒÏ×ÁÑ, ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ÍÏÄÅÌÑÈ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÌÕÖÄÁÎÉÊ. | íÁÔÅÍ. ÚÁÍÅÔËÉ 92, No. 1 (2012), 123{140.9. P. R. Halmos, V. S. Sunder, Bounded Integral Operators on L2 Spaes. SpringerSiene & Business Media, 96, 2012.10. Y. Higuhi, Y. Nomura, Spetral struture of the Laplaian on a overing graph. |Europ. J. Combin. 30, No. 2 (2009), 570{585.11. Y. Higuhi, T. Shirai, Some spetral and geometri properties for in�nite graphs.| Contemporary Math. 347 (2004), 2{56.12. R. A. Horn, C. R. Johnson, Matrix Analysis. Cambridge university press, 2012.13. E. Korotyaev, N. Saburova, Shr�odinger operators on periodi disrete graphs. |J. Math. Analysis Appl. 420, No. 1 (2014), 576{611.14. E. Korotyaev, N. Saburova, Shr�odinger operators with guided potentials on periodigraphs. | Pro. Amer. Math. So. (2017).15. M. Reed, B. Simon, Analysis of Operators. IV, Elsevier, 1978.16. P. W. Sy, T. Sunada, Disrete Shr�odinger operators on a graph. | Nagoya Math.J. 125 (1992), 141{150.



256 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ë. ó. òñäï÷ëéîPlatonova M. V., Ryadovkin K. S. Asymptoti behavior of the meannumber of partiles of branhing random walk on Z
d with periodi souresof branhing.We onsider a ontinuous-time branhing random walk on Z

d with birthand death of partiles at a periodi set of points (the soures of branhing).Spetral properties of an evolution operator of the mean number of parti-les are studied. We derive a representation of the mean value of partilenumber in a form of asymptoti series. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 23 ÏËÔÑÂÒÑ 2017 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á, æÏÎÔÁÎËÁ 27,ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ 191023, òÏÓÓÉÑóðÂçõ, ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÑ ÉÍ. ð. ì. þÅÂÙÛÅ×Á,14 ÌÉÎÉÑ ÷.ï., ÄÏÍ 29â,ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ 199178, òÏÓÓÉÑE-mail : mariyaplat�rambler.ruó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÁÑ ÎÁÂ., Ä. 7/9,ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ 199034, òÏÓÓÉÑE-mail : kryadovkin�gmail.om


