
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 466, 2017 Ç.ç. ëÒÉÓÔÏÆ, í. í. íÏÎÁÈÏ×, ÷. ÷. õÌØÑÎÏ×òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á éëïòîéûá{æéûåòá ÷�ïòïçï ðïòñäëá äìñòáóðòåäåìåîéê ó�á�éó�éë, ðïó�òïåîîùèðï ÷ùâïòëáí óìõþáêîïçï òáúíåòá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÒÁÚÍÅÒ ×ÙÂÏÒ-ËÉ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ É ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ïÄÎÁ-ËÏ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, �ÒÉ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÒÁÚÍÅÒ ×ÙÂÏÒËÉ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÚÁÒÁÎÅÅ É ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÍ. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ××ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁËÁ�ÌÉ×ÁÀÔÓÑ× ÔÅÞÅÎÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÒÁÚÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅ-ÌØÚÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÅÎ-ËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÉÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÌÉ Ë×ÁÎÔÉÌÅÊ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ çÎÅÄÅÎËÏ [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏ ÉÚ-ÍÅÎÉÔØÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÂßÅÍ ×ÙÂÏÒËÉ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× É ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÍÏ-ÎÏÇÒÁÆÉÉ çÎÅÄÅÎËÏ É ëÏÒÏÌÅ×Á [2℄. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ âÅÎÉÎÇÁ, çÁÌÉÅ×ÏÊ É ëÏ-ÒÏÌÅ×Á [3, 4℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÅÒÅÎÏÓÁ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ �ÏÌÕÞÉÔØÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É �ÅÒ×ÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÉ�Á þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÄÌÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ�Ï ×ÙÂÏÒËÁÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ. éÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÎÏÒÍÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ×ÏÓÎÏ×Å ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ.äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÒÁÚ×É×ÁÅÔ É ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔ [3, 4℄: ÄÌÑÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉË, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ �Ï ×ÙÂÏÒËÁÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, �ÏÌÕÞÅÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ; ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ; ×ÙÂÏÒËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ; ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ìÁ�ÌÁÓÁ; ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅóÔØÀÄÅÎÔÁ. 167



168 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷É ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÂÁÚÅ t-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ óÔØÀ-ÄÅÎÔÁ É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÄÅÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ É ÉÈ Ë×ÁÎÔÉÌÅÊ. òÏÌØ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Ï�ÉÓÁÎÙ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÁÈ âÅÎÉÎÇÁ É ëÏÒÏÌÅ×Á [5, 6℄ É × ÒÁÂÏÔÅ ûÕÌØ-ÔÅÒÁ É �ÒÅÄÁ [7℄. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ëÏÒÎÉÛÁæÉÛÅÒÁ ÎÁ ÂÁ-ÚÅ Ë×ÁÎÔÉÌÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ëÏÒÎÉÛÅÍ ÉæÉÛÅÒÏÍ [8℄, ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ èÉÌÌÏÍ É äÜ×ÉÓÏÍ [9℄,ÓÍ.ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÕ õÌØÑÎÏ×Á [10℄. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑÍ ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÒÏÓ × Ó×ÑÚÉ Ó ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ�Ï Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÒÉÓËÁÍÉ. ûÉÒÏËÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÉÓËÁ VaRÑ×ÌÑÅÔÓÑ, �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ, Ë×ÁÎÔÉÌØÀ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÔÅÒØ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó Ï�É-ÓÁÎÉÅÍ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÒÔÆÅÌÑ ÉÚ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÙÈ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ× (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ñÛËÅ [11℄).éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: R { ÍÎÏÖÅÔÓ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÞÉÓÅÌ, N := {1; 2; : : :} { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É IA(x) { ÉÎÄÉËÁ-ÔÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (Ó.×.) X;X1; X2; : : : ∈ R É N1;N2; : : : ∈ N, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å (
;A;P). ÷ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ Ó.×. X1; X2; : : : ; Xm ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ÎÁÂÌÀ-ÄÅÎÉÊ Ó ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ×ÙÂÏÒËÉ m ∈ N, Á Ó.×. Nn { ÓÌÕÞÁÊ-ÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ ×ÙÂÏÒËÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ n ∈ N.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ∈ N Ó.×. Nn ∈ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ ÏÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó.×. X1; X2; : : :.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Tm := Tm (X1; : : : ; Xm) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ ÓÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ×ÙÂÏÒËÉ m ∈ N. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ TNn , �ÏÌÁÇÁÑTNn(!) := TNn(!) (X1(!); : : : ; XNn(!)) ; ! ∈ 
; (1)Ô.Å. TNn { ÜÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ Tm �Ï×ÙÂÏÒËÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ Nn.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ (Î.Ï.Ò.) Ó.×. X;X1; X2; : : :, ÔÁËÉÈ ÞÔÏE |X |5 <∞; E(X) = �; 0 < Var(X) = �2;�3 = �−3 E (X − �)3 ; �4 = �−4 E (X − �)4 − 3} (2)



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 169(ÇÄÅ �3 { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, �4 { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÜËÓ�ÅÓÓÁ) É�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó.×. X ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ëÒÁ-ÍÅÒÁ: lim sup
|t|→∞

∣

∣E eitX ∣

∣ < 1: (3)÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ Tm ×ÏÚØÍÅÍ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ, ËÏÔÏÒÏÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ,Tm = (X1 + · · ·+Xm) =m ; m = 1; 2; : : : ; (4)�ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ðÅÔÒÏ× [22, ÔÅÏÒÅÍÁ 5.17, k = 5℄,supx ∣

∣P(�−1√m(Tm − �) 6 x)− �2;m(x)∣∣ 6 Cm−3=2; (5)ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ m É�2;m(x) = �(x) − ( �36√mH2(x) + 1m(�424H3(x) + �2372H5(x)))'(x)ÅÓÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÇÄÅ �(x) É '(x) {ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉH2(x) = x2 − 1 ; H3(x) = x3 − 3x É H5(x) = x5 − 10x3 + 15x (6)ÓÕÔØ �ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅ×Á{üÒÍÉÔÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ TNn , �ÏÓÔÒÏÅÎ-ÎÏÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ (4), ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Nn ÓÌÁÇÁÅÍÙÈX1; X2; : : : ; XNn :TNn = (X1 +X2 + · · ·+XNn)=Nn; n ∈ N: (7)ðÕÓÔØ gn { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:0 < gn ↑ ∞. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Nn → ∞ �Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n → ∞.ðÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ P(�−1√gn(TNn − �) 6 x) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-ÂÏÊ ÍÁÓÛÔÁÂÎÕÀ ÓÍÅÓØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄ-ÎÉÍ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒËÉ Nn. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2 �ÒÉ-×ÅÄÅÎÙ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊþÅ-ÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ É ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ TNn . ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒ-ËÉ Nn ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ,ÓÍÅÝÅÎÎÏÅ ÎÁ 1, Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ p = 1=n, ËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÅÄÕÝÉÈÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÞÅÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Nn=gn Ó gn = ENnÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Á ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ



170 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷TNn { Ë t-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ óÔØÀÄÅÎÔÁ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒNn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍÏÍ ÉÚ n Î.Ï.Ò. ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Ó.×. Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅÍ ðÁÒÅÔÏ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ 1, �ÒÉ ÜÔÏÍ Nn=gn Ó gn = n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ËÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ðÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ TNn × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ { ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ìÁ�ÌÁÓÁ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ñ×ÎÏ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ Nn=gn, Á ÚÁÔÅÍ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÑ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ É ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÄÌÑ TNn . ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÂÒÁÎÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.
§2. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ Tm = Tm (X1; : : : ; Xm) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÌÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒËÉ m ∈ N:õÓÌÏ×ÉÅ 1: óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉf1(x); f2(x) É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a > 1, C1 > 0, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ�ÅÌÙÈ m > 1supx ∣

∣

∣
P(�−1√m(Tm−�) 6 x)

−�(x)−m−1=2f1(x)−m−1f2(x)∣∣∣ 6 C1m−a:(8)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ TNn = TNn (X1; : : : ; XNn) ÓÏ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Nn ∈ N ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ X1; X2; : : : ; XNn .ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Æ.Ò.) ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒËÉ Nn ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:õÓÌÏ×ÉÅ 2: óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Æ.Ò. H(y) Ó H(0+) = 0, ÆÕÎË�ÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ h2(y), �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 < gn ↑ ∞ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅÞÉÓÌÁ b > 1 É C2 > 0, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ n > 1supy>0 ∣

∣P (g−1n Nn 6 y) −H(y)− n−1h2(y)∣∣ 6 C2n−b: (9)õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X;X1; X2; : : : { Î.Ï.Ò. Ó.×., ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ(2) É ÕÓÌÏ×ÉÀ ëÒÁÍÅÒÁ (3), Ô.Å. ÓÏÇÌÁÓÎÏ (5) ÕÓÌÏ×ÉÅ 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, É(8) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÑ Óf1(x) = − �36 H2(x)'(x);f2(x) = −
(�424 H3(x) + �2372 H5(x))'(x) É a = 3=2:



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 171ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒËÉ Nn ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÕÓÌÏ×ÉÅ 2 (9) Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉh2(0) = 0; H(g−1n ) 6 
0 n−
 É h2(g−1n ) 6 
1 n1−
 (10)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 
 > 1. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁC3 = C3(�3; �4; C2) > 0;ÔÁËÁÑ ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ Nsupx ∣

∣P(�−1√gn(TNn − �) 6 x)

−G2;n(x)∣∣ 6 C1E(N−an ) + C3 n−min{b;
};ÇÄÅ G2;n(x) = ∞
∫0 �(x√y) dH(y) + 1√gn ∞

∫0 f1(x√y)√y dH(y)+ 1gn ∞
∫0 f2(x√y)y dH(y) + 1n ∞

∫0 �(x√y) dh2(y): (11)áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÄÎÁËÏ Ó ÄÒÕÇÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ G2;n(x),ÄÏËÁÚÁÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1℄ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ TNn Ó ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÏÊ Tm(X1; : : : ; Xm) É ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ×ÙÂÏÒËÉ Nn.ðÕÓÔØ Fn(x) { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Æ.Ò., ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚÎÉÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ þÅÂÙÛÅ×Á{üÒÍÉÔÁ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ g−1=2n Ó0 < gn ↑ ∞ �ÒÉ n → ∞:Fn(x) = G(x) + g(x)(a1(x)g−1=2n + a2(x)g−1n )+R(gn);R(gn) = O(g−1n ); (12)ÇÄÅ g(x) { �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ G(x).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ Fn(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × (12) É �ÕÓÔØ x(u) É u {Ë×ÁÎÔÉÌÉ ÏÄÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Fn É G ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,Ô.Å. Fn(x(u)) = G(u). �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:x(u) = u+ b1(u)g−1=2n + b2(u)g−1n +R∗(gn); R∗(gn) = O(g−1n ); n → ∞;ÇÄÅ b1(u) = −a1(u) É b2(u) = g′(u)2 g(u)a21(u) + a′1(u)a1(u)− a2(u) :



172 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÓÍ.ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, æÕÄÖÉËÏÛÉ, õÌØÑÎÏ× É ûÉÍÉÓÕ [12, ÇÌ. 5.6.1℄ ÉÌÉ õÌØÑÎÏ×,áÏÛÉÍÁ É æÕÄÖÉËÏÛÉ [13℄.
§3. òÁÚÌÏÖÅÎÉÑ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÉëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑóÔØÀÄÅÎÔÁ ËÁË �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏæ.Ò. t-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ óÔØÀÄÅÎÔÁ S�(x) { ÜÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÁÑ Æ.Ò. ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀs�(x) = �((� + 1)=2)√�� �(�=2) (1 + x2� )−(�+1)=2; x ∈ R; (13)ÇÄÅ � > 0 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ. åÓÌÉ �ÁÒÁÍÅÔÒ � { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÅ �ÅÌÏÅ, ÔÏ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ. t-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅóÔØÀÄÅÎÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ TNnÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × (1), ÅÓÌÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ Tm := Tm (X1; : : : ; Xm) ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, Ó.×. X1; X2; : : : ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÉ, ÒÁÚÍÅÒ×ÙÂÏÒËÉ Nn ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍ ÏÔ X1; X2; : : :, É Nn → ∞ �Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÒÉ n → ∞.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ×ÙÂÏÒËÉ Nn(r) ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÂÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÓÍÅÝÅÎ ÎÁ 1) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ 1=n É×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉP(Nn(r) = j) = �(j + r − 1)(j − 1)! �(r) ( 1n)r (1− 1n)j−1 ; j = 1; 2; : : : ; r > 0:(14)ðÏÓËÏÌØËÕ Nn(r) ∈ {1; 2; : : :}, ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ TNn(r) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. åÓÌÉ �ÁÒÁÍÅÔÒ r { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ, ÔÏÇÄÁ r > 1 {�ÒÅÄÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÓ�ÅÈÏ×, É Nn(r)−1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÕÄÁÞ ÄÏ �ÒÅËÒÁÝÅÎÉÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ k ∈ N, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (5.31) × ËÎÉÇÅ äÖÏÎÓÏÎÁ,ëÅÍ�Á É ëÏÔ�Á [14, Ó. 218℄, Æ.Ò. ÄÌÑ Nn(r) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍP(Nn(r) 6 k) = k

∑j=1 �(j + r − 1)(j − 1)! �(r)( 1n)r(1− 1n)j−1 = B1=n(r; k)B(r; k) (15)



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 173Ó ÂÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ B(r; k) = �(k) �(r)=�(k+r) É ÎÅ�ÏÌÎÏÊ ÂÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊB1=n(r; k) = 1=n
∫0 ur−1 (1− u)k−1du u=t=(1+t)= 1=(n−1)

∫0 tr−1(1 + t)k+r dt: (16)ðÏÌÏÖÉÍ gn := E(Nn(r)) = r (n− 1) + 1. �ÏÇÄÁsupx>0 |P(Nn(r)=E(Nn(r)) 6 x) −Gr;r(x)| → 0 �ÒÉ n→ ∞;ÇÄÅ G�;�(x) { Æ.Ò. ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ � > 0 É � > 0É �ÌÏÔÎÏÓÔØÀg�;�(x) = ���(�)x�−1e−�x I(0 ;∞)(x); x ∈ R: (17)äÌÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×. Tm �ÒÅÄÅÌÏÍ ÄÌÑP(�−1√r(n− 1) + 1 (TNn(r) − �) 6 x)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Æ.Ò. t-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ óÔØÀÄÅÎÔÁ S2r(x) Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÌÏÔÎÏ-ÓÔÉ (13) É �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � = 2r, ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ âÅÎÉÎÇÁ É ëÏÒÏÌÅ×Á [6,ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1℄, ÉÌÉ ÒÁÂÏÔÕ ûÕÌØÔÅÒÁ É �ÒÅÄÁ [7, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄. ÷ ÒÁÂÏ-ÔÁÈ âÅÎÉÎÇÁ, çÁÌÉÅ×ÏÊ É ëÏÒÏÌÅ×Á [3℄, [4℄ ÎÁÊÄÅÎÙ ÏÂÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓËÏ-ÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÉ�Á þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ TNn , �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �Ï ×ÙÂÏÒËÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Nn(r). þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÉ�Á þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ TNn(r), ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÉ�ÁþÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ Nn(r)=E(Nn(r)), ÓÍ. (9) ×ÕÓÌÏ×ÉÉ 2 ×ÙÛÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Gr;r(x) {ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á P(Nn(r)=E(Nn(r)) 6 x) { ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÒÁÚÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÂ-ÒÁÔØ ÓËÁÞËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ r > 1, ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ Ó.×. Nn(r) ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (14), É ENn(r) = r(n − 1) + 1. äÌÑ x > 0 É×ÓÅÈ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ C2(r) > 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏsupx>0 ∣

∣

∣
P( Nn(r)r(n − 1) + 1 6 x)

−G2;n(x)∣∣∣ 6 C2(r)n−min{r;2}; (18)



174 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷ÇÄÅG2;n(x)=Gr;r(x)+ a0Gr;r(x)+a1Gr+1;r(x)+a2Gr+2;r(x)2xn I[2;∞)(n) (19)= Gr;r(x) + gr;r(x) ((x − 1)(2−r)+2Q1((r(n−1)+1)x))2 r n I[2;∞)(n); (20)a1 = −2(x+ r) + 1− 2Q1((r(n − 1)+1)x); a2 = r + 1; a0 = −(a1 + a2);Q1(y) = 1=2− (y − [y℄) É [y℄ { �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ y É y − 1 < [y℄ 6 y: (21)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. æÏÒÍÕÌÁ (20) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ (9) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓH(x) = Gr;r(x),h2(x) = ((x− 1) (2− r) + 2Q1(r(n− 1) + 1)x))gr;r(x)I[2;∞)(n)=(2r)ÄÌÑ x > 0, b = min{r; 2} É gn = r(n− 1) + 1.îÁ ÒÉÓ. 1 �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ P (Nn(r) 6 (r(n − 1) + 1)x) ËG2;2(x) É G2;2(x) + h2(x)=n.

òÉÓ. 1. æ.Ò. P (Nn(r) 6 (r(n− 1) + 1)x) (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑÌÉÎÉÑ), �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ G2;2(x) (ÛÔÒÉÈÏ×ÁÑÌÉÎÉÑ) É ×ÔÏÒÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ G2;2(x)+h2(x)=n (�ÕÎË-ÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ) Ó n = 10 É r = 2.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a0; a1; a2 × (19) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀa0+a1+a2 = 0. ÷ ÒÁÂÏÔÅ õÌØÑÎÏ×Á, áÏÛÉÍÙ É æÕÄÖÉËÏÛÉ [13℄ ÕËÁÚÁÎÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÓÔÁÔÉÓÔÉË, ÉÍÅÀÝÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ (19).



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 175úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ (19)Ë (20), ÔÁË ËÁËGr+1;r(x) = −(x=r)gr;r(x) +Gr;r(x) (22)É Gr+2;r(x) = −
(x2=(r + 1) + x=r)gr;r(x) +Gr;r(x):÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 1 Ï�ÅÎËÁ (18) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ:úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. åÓÌÉ n = 1, ÔÏ P(N1(r) = 1) = 1, É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØÆÏÒÍÕÌÙ (18) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ x = 1, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËC2(r) = min{Gr;r(1); 1−Gr;r(1)} < 1.÷ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ Nn(r) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ E(Nn(r))−a,ÇÄÅ m−a { ÜÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁÄÌÑ Tm, ÓÍ. (8).ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ r > 1 É Ó.×. Nn(r) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ (14). �ÏÇÄÁE(Nn(r))−3=2

6 C(r)




n−r; 1 < r < 3=2;ln(n)n−3=2; r = 3=2;n−3=2; r > 3=2: (23)÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ r = 3=2, ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × (23) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÕÌÕÞÛÅÎÁ.�Å�ÅÒØ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ TNn(r).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ X;X1; X2; : : : { Î.Ï.Ò. Ó.×., É X ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (2)É ÕÓÌÏ×ÉÀ ëÒÁÍÅÒÁ (3). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ Ó.×. Nn = Nn(r) Ó�ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ r > 1 ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ (14), É ÎÅ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ X1; X2; : : :. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ TNn = N−1n (X1 + · · · +XNn). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (5) ÄÌÑ ÓÔÁ-ÔÉÓÔÉËÉ Tm É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (18) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÏÂßÅÍÁ Nn(r) Ó r > 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ó gn = E(Nn(r)) = r(n − 1) + 1.�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C = C(r) > 0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈn ∈ N supx ∣

∣

∣
P(�−1√gn(TNn − �) 6 x)

− S2r;n(x)∣∣∣
6 C 









n−r; 1 < r < 3=2;ln(n)n−3=2; r = 3=2;n−3=2; r > 3=2; (24)
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− x s2r(x)36 (2r − 1) gn{2�23 ((r − 2)(r − 3)x4 + 10 r (2− r)x2 + 15r2)2r + x2+ 3�4 ((r − 2)x2 − 3r)+ 9(r − 2)(x2 + 1)}:÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ r = 3=2, ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × (24) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÕÌÕÞÛÅÎÁ.îÁ ÒÉÓ. 2 �ÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ þÅÂÙÛÅ-×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÎÁÄ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ × �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÜÍ�É-ÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

òÉÓ. 2. üÍ�ÉÒÉÞÅÓËÁÑ Æ.Ò. P (�−1√gn(TNn − �) 6 x)(ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ), �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅóÔØÀÄÅÎÔÁ S2r(x) (�ÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ) É Á��ÒÏËÓÉ-ÍÁ�ÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ S2r;n(x) (ÛÔÒÉÈÏ×ÁÑ ÌÉÎÉÑ)ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ N10(2) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ Ó.×. Ó�21{ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �3 = √8 É �4 = 12.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ÷ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏsupx ∣

∣

∣
P (�−1√gn(TNn − �) 6 x)

− S2r(x) + �3 fr(x)6√gn ∣

∣

∣
6 C(r)R(n)



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 177ÇÄÅ R(n) = n−min{r;1} �ÒÉ r > 1=2, r 6= 1, É R(n) = n−1 ln(n) �ÒÉ r = 1,É fr(x) = ∞
∫0 (1− x2y)√y '(x√y) dS2r(y) = 2 ((r − 1)x2 − r) s2r(x)(2 r − 1) :ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ íÁÒËÏ×Á, íÏÎÁÈÏ×Á É õÌØÑ-ÎÏ×Á [15℄, ÇÄÅ ÔÁËÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ �ÅÒ×ÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÑÍÉ).éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÉÚ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 2 É �ÅÒÅÈÏÄ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ x = x� É u = u� { �-Ë×ÁÎÔÉÌÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ �−1√r(n− 1) + 1 (TNn(r) − �) É �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ t-ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ óÔØÀÄÅÎÔÁ S2r(x), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ n → ∞x =u+ �3 ((r − 1)u2 − r)3 (2 r − 1)√gn + 1gnB2(u)+









O(n−r); 1 < r < 3=2;
O(ln(n)n−3=2); r = 3=2;
O(n−3=2); r > 3=2;ÇÄÅB2(u) =− (2r + 1)u2(2r + u2) �23((r − 1)u2 − r)29 (2r − 1)2 + 2�23(r − 1)u((r − 1)u2 − r)9 (2r − 1)2+ u36 (2r − 1){2�23 ((r − 2)(r − 3)u4 + 10 r (2− r)u2 + 15r2)2r + u2+ 3�4 ((r − 2)u2 − 3r)+ 9(r − 2)(u2 + 1)}:îÁ ÒÉÓ. 3 �ÒÉ×ÅÄÅÎ ÇÒÁÆÉË Ë×ÁÎÔÉÌØ-Ë×ÁÎÔÉÌØ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÝÉÊ ÜÍ-�ÉÒÉÞÅÓËÉÅ Ë×ÁÎÔÉÌÉ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÓÒÅÄÎÅÇÏ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ É Ë×ÁÎÔÉÌÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÉ ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ, �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.ðÏÓËÏÌØËÕ gn = r(n−1)+1 É |g−
n −(rn)−
 | 6 C(r)n−
−1,ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ g−1=2n É g−1n × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ É ëÏÒ-ÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ (rn)−1=2 É (rn)−1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.



178 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷

òÉÓ. 3. çÒÁÆÉË Ë×ÁÎÔÉÌØ-Ë×ÁÎÔÉÌØ ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑË×ÁÎÔÉÌÅÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ Ó ÜÍ�ÉÒÉÞÅ-ÓËÉÍÉ Ë×ÁÎÔÉÌÑÍÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÒÅÄ-ÎÅÇÏ N10(2) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ Ó.×. Ó �21{ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Ó�ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �3 = √8 É �4 = 12.
§4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÑ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÉëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑìÁ�ÌÁÓÁ ËÁË �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏðÕÓÔØ Y (s) { Ó.×. Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ðÁÒÅÔÏ Ó �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÏÍ s > 0 É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉP(Y (s) = k) = ss+ k − 1 − ss+ k ; k ∈ N = {1; 2; : : :}; s > 0; (25)ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ðÁÒÅÔÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �ÕÔÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÁ�ÉÉ × �ÅÌÙÈ ÞÉ-ÓÌÁÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ðÁÒÅÔÏ (ìÏÍÁËÓÁ), ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ âÕÄ-ÄÁÎÁ É ëÏÚÕÂÏ×ÓËÏÇÏ [16℄, ÇÄÅ ÔÁËÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ðÁÒÅÔÏ.ðÕÓÔØ s > 1 { �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Z1; Z2; : : : { Î.Ï.Ò. Ó.×. Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ Æ.Ò. ÉY (s) = min{k > 1 : max16j6sZj < maxs+16j6s+kZj} ;



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 179ÔÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Y (s) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (25). ó.×.Y (s) ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÓ�ÙÔÁ-ÎÉÊ ÄÏ ÎÁÓÔÕ�ÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÓÍ. ÎÁ�Ò., ÒÁÂÏÔÙ õÉÌË-ÓÁ [17℄ É âÅÎÉÎÇÁ É ëÏÒÏÌÅ×Á [5℄.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. (25) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Æ.Ò. ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ËÁËP(Y (s) 6 k) = k
∑m=1P(Y (s) = m) = 1− ss+ k = ks+ k ;k ∈ N; s > 0: (26)ðÕÓÔØ Y1(s); Y2(s); : : :, s > 0 { Î.Ï.Ò. Ó.×. Ó Æ.Ò. (26). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ó.×.Nn(s) = max16j6n Yj(s) Ó P(Nn(s) 6 k) = ( ks+ k)n;k ∈ N; s > 0; (27)É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ P(Nn(s) = k) = P(Nn(s) 6 k)−P(Nn(s) 6 k−1), ÎÁÈÏÄÉÍP(Nn(s) = k) = ( ks+ k)n

−
( k − 1s+ k − 1)n; k ∈ N; s > 0: (28)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ TNn(s), Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ(7), ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Nn(s) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ X1; X2; : : :, ÇÄÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ Ó.×. Nn(s) ÚÁÄÁÎÏ × (28). ÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÅÌÙÈs > 1 limn→∞

P (Nn(s) 6 nx) = H(x) = e−s=x I(0 ;∞)(x); (29)É �ÒÅÄÅÌÏÍ P (�−1√n(TNn(s) − �) 6 x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Æ.Ò. ìÁ�ÌÁÓÁ L1=√s(x)Ó ÆÕÎ�ÉÅÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉl1=√s(x) = √2 s2 e−√2 s|x| ; x ∈ R: (30)÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3, 4℄ ÎÁÊÄÅÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × (29), Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ�ÅÌÙÈ s > 1 �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÄÌÑ P(�−1√n(TNn(s)− �) 6 x).�Å�ÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÉ�Á þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÉ P(Nn(s)=n 6 x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ (9).�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ Ó.×. Nn = Nn(s) ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ (28). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ x > 0, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ s > s0 > 0 É×ÓÅÈ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ C2(s) > 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏsupx>0 ∣

∣

∣
P(Nn(s)n 6 x)

− e−s=x{1 + s (s− 1 + 2Q1(nx))2x2 n }
∣

∣

∣
6

C2(s)n2 ; (31)



180 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷ÇÄÅ Q1(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ (21).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. éÚ (31) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2, ÓÍ. (9), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï Ógn = n, H(x) = e− s=x, h2(x) = e−s=x s (s−1+2Q1(nx)) / (2x2) É � = 2.îÁ ÒÉÓ. 4 �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ P (Nn(s) 6 nx) Ë e−s=x É e−s=x +h2(x)=n, x > 0.

òÉÓ. 4. æ.Ò. P (Nn(s) 6 nx) (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ), �ÒÅ-ÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ e−s=x (ÛÔÒÉÈÏ×ÁÑ ÌÉÎÉÑ) É ×ÔÏ-ÒÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ e−s=x + h2(x)=n (�ÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ)Ó n = 10 É s = 2.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ìÑÍÉÎÁ [18℄ ÎÁÊÄÅÎÁ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ�ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÒÉ �ÅÌÙÈ s > 1
∣

∣

∣
P(Nn(s)n 6 x)

− e−s=x∣∣
∣
6
C(s)n ;C(s) = {8e−2=3 = 0:360 : : : ; s = 1; n > 22e−2 = 0:270 : : : ; s > 2; n > 1 :÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 1 É s = 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ P (N1(1) 6 x) = 0 ÄÌÑ 0 < x < 1 Ésup0<x<1 ∣

∣

∣
P (N1(1) 6 x)− e−1=x∣∣

∣
= sup0<x<1 e−1=x = e−1 = 0:367 : : : :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9. ó.×. Nn(s) { ÜÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ Ó.×. Ó �ÅÌÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ-ÍÉ k > 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Æ.Ò. P (Nn(s) 6 nx) ÒÁÚÒÙ×ÎÁ Ó ÔÏÞËÁÍÉÒÁÚÒÙ×Á x = k=n, k = 1; 2; : : :, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ H(x) = e−s=x I(0 ;∞)(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ. ÷ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (x; x + 1=n℄ Ó



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 181x > 0 Æ.Ò. P (Nn(s) 6 nx) ÉÍÅÅÔ ÓËÁÞËÉ × ÔÏÞËÁÈ ([nx℄ + 1)=n. óËÁÞÏË�ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ H(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (x; x+ 1=n℄H(x+ 1=n)−H(x) = e−s=(x+1=n) − e−s=x = s e−s=x=(nx2) +O(n−2);n → ∞;ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÓËÁÞËÕ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ (31) × ÔÏÞ-ËÅ ([nx℄ + 1)=n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ e−s=xI(0 ;∞)(x), s > 0, { ÜÔÏÆ.Ò. ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ó.×. W (s) = 1=V (s), ÇÄÅ Ó.×. V (s) ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÜËÓ�Ï-ÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ s > 0.÷ ÔÅÏÒÅÍÁÈ 2 É 3 ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØgn = E(Nn(r)), ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ×ÙÂÏÒËÉ ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÏÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÓÍ. (15). ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 É × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ gn = n, �Ï-ÓËÏÌØËÕ É P(Nn(s) 6 nx), É e−s=x I(0 ;∞)(x) ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ s > 0ÉÍÅÀÔ ÔÑÖÅÌÙÅ È×ÏÓÔÙ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÒÁ×ÎÙÍ 1.ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒËÉ Nn(s) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ × (28), É Ó.×. W (s) Ó Æ.Ò. e−s=xI(0;∞)(x), �ÒÉ s > 0 É1 6 r < 2 ÉÍÅÅÍi) E(Nn(s)) =∞ É E(W (s)) =∞,ii) �ÅÒ×ÙÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ �ÓÅ×ÄÏ-ÍÏÍÅÎÔ�1 = ∞
∫0 x ∣

∣d(P(Nn(s) 6 nx)

− e−s=x)∣∣ =∞;iii) ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ�r = ∞
∫0 xr−1 ∣

∣P(Nn(s) 6 nx)

− e−s=x∣∣ dx < ∞:ï �ÓÅ×ÄÏ{ÍÏÍÅÎÔÁÈ É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÓÍ. ËÎÉÇÕ ëÒÉÓÔÏÆÁ É ÷ÏÌØ-ÆÁ [19, ÇÌ. 2℄.ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ Nn(s) ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ ÍÏÍÅÎÔÁE(Nn(s))−3=2, ÇÄÅ ÓÔÅ�ÅÎØ −3=2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏËÁÚÁÔÅÌÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ Õm:m−3=2 { ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÄÌÑTm × (8).



182 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ×ÓÅÈ n > 1 É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ Nn(s) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑ-ÍÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ × (28) Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ s > s0 > 0, ÇÄÅ s0 > 0�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÁÌÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁE(Nn(s))−3=2
6







�(3=2) = 2:612 : : : ; n = 1sn�(5=2)(n− 3=2)5=2 ; n > 2





6 C(s)n−3=2:�Å�ÅÒØ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ TNn(s).�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ X;X1; X2; : : : { Î.Ï.Ò. Ó.×., É X ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (2)É ÕÓÌÏ×ÉÀ ëÒÁÍÅÒÁ (3). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×.Nn = Nn(s) Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ s > s0 > 0 ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (28), É NnÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ ÏÔ X1; X2; : : :. ðÕÓÔØ TNn = N−1n (X1 + · · · +XNn). ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ Tm Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (5) É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ Nn(s) Ó s > s0 > 0 Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (31). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ NÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C(s) > 0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏsupx ∣

∣P (�−1√n(TNn(s) − �) 6 x)

− L1=√s ;n(x)∣∣ 6 C(s)n−3=2;ÇÄÅL1=√s ;n(x) = L1=√s(x) + n−1=2A1(x) l1=√s(x)+ n−1(A2;1(x) +A2;2(x))l1=√s(x);A1(x) = �36 (

− x2 + |x|√2s + 12s); A2;2(x) = x(1− s)8s (√2 s |x|+ 1)É A2;1(x) = x�448 s(3− 2sx2 + 3√2s|x|)+ x�23144 s(20sx2 − (2s)3=2|x|3 − 15√2s|x| − 15):úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ E |X |3+2Æ < ∞ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 0 < Æ < 1=2.÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ n → ∞supx ∣

∣

∣
P(�−1√n(TNn(s) − �) < x)

− L1=√s(x) − �3l∗s(x)6√n ∣

∣

∣
= O

( 1n1=2+Æ );
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∫0 '(x√y)1− x2y√y de−s=y = l1=√s(x)( |x|√2s + 12s − x2):ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÙÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [15℄, ÇÄÅ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ�ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (Ó ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÑÍÉ).

òÉÓ. 5. üÍ�ÉÒÉÞÅÓËÁÑ Æ.Ò. P (�−1√n(TNn(s) − �) 6 x)(ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ), Æ.Ò. ìÁ�ÌÁÓÁ L1=√2(x) (�ÕÎËÔÉÒ-ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ) É �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ L1=√2 ;n(x)(ÛÔÒÉÈÏ×ÁÑ ÌÉÎÉÑ) ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÓÒÅÄÎÅÇÏ Nn(s) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ Ó.×. Ó �21-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍÓ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �3 = √8 É �4 = 12 ÄÌÑ n = 10 É s = 2.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÉÚ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 4 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.



184 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ x = x� { �{Ë×ÁÎÔÉÌØ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉ-ËÉ �−1√n (TNn(s) − �) É u = u� { �{Ë×ÁÎÔÉÌØ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ L1=√s(x). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ u, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ 0, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅx = u− �36√n ( |u|√2s + 12s − u2)+ 1n B2(u) +O
(n−3=2) �ÒÉ n → ∞;ÇÄÅ B2(u) = −�2336(

√2 su2|u| (u2 − |u|√2s − 12s)2+ (u2 − |u|√2s − 12s)(2u− u√2 s |u|))+ u�23144 s(20 su2 − (2 s)3=2|u|3 − 15√2 s |u| − 15)+ u�448 s(3− 2su2 + 3√2 s |u|)+ u(1− s)8s (√2 s |u|+ 1):îÁ ÒÉÓ. 6 �ÒÉ×ÅÄÅÎ ÇÒÁÆÉË Ë×ÁÎÔÉÌØ-Ë×ÁÎÔÉÌØ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÝÉÊ ÜÍ-�ÉÒÉÞÅÓËÉÅ Ë×ÁÎÔÉÌÉ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÓÒÅÄÎÅÇÏ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ É Ë×ÁÎÔÉÌÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÉ ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ, �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ.
§5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1 ÄÌÑ ÓÔÁÔÉ-ÓÔÉËÉ Tm(X1; : : : ; Xm) É ÕÓÌÏ×ÉÅ 2 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒËÉNn, âÅÎÉÎÇ, çÁÌÉÅ×Á É ëÏÒÏÌÅ× [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1℄ �ÏÌÕÞÉÌÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÉ�Á þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÄÌÑÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ TNn(X1; : : : ; XNn) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N:supx ∣

∣P(�−1√gn(TNn − �) 6 x)

−G2;n(x; 1=gn)∣∣
6 C1E(N−an ) + (C∗3 + C2Mn)n−b;
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òÉÓ. 6. çÒÁÆÉË Ë×ÁÎÔÉÌØ-Ë×ÁÎÔÉÌØ ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑË×ÁÎÔÉÌÅÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ëÏÒÎÉÛÁ{æÉÛÅÒÁ Ó ÜÍ�ÉÒÉÞÅ-ÓËÉÍÉ Ë×ÁÎÔÉÌÑÍÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÒÅÄ-ÎÅÇÏ N10(2) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ Ó.×. Ó �21-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Ó�ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �3 = √8 É �4 = 12.ÇÄÅ C∗3 > 0 { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ n, 0 < gn ↑ ∞,G2;n(x; 1=gn) = ∞
∫1=gn �(x√y) dH(y) + 1√gn ∞

∫1=gn f1(x√y)√y dH(y)+ 1gn ∞
∫1=gn f2(x√y)y dH(y) + 1n ∞

∫1=gn �(x√y) dh2(y);Mn = supx Mn(x) := supx ∞
∫1=gn ∣

∣

∣

��y(�(x√y) + f1(x√y)√y gn + f2(x√y)y gn )∣

∣

∣
dy;f1(x) = −�36 H2(x)'(x) É f2(x) = −

(�424 H3(x) + �2372 H5(x))'(x), ÇÄÅHm(x) { �ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅ×Á{üÒÍÉÔÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × (6) .äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ï�ÅÎÉÔØ |G2;n(x) −G2;n(x; 1=gn)|, ÇÄÅ G2;n(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × (11), É Mn. ðÏÌÏÖÉÍVm(z) = Hm(z)'(z), ÇÄÅ Hm(z) { �ÏÌÉÎÏÍÙ üÒÍÉÔÁ ÄÌÑ m = 2; 3; 5 :



186 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷ðÏÓËÏÌØËÕ V ′m(zm) = 0; m = 2; 3; ÇÄÅ z2 = 0;±√2 É z3 = ±
√3±√6, ÔÏ

|V2(z)| 6 |V2(0)| = 1=√2� 6 0:399, |V3(z)| 6 |V3(±√3−√6)| 6 0:551.÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ Ï�ÅÎËÕ |V5(z)| 6 |V5(0:380 : : :)| 6 2:308. ÷ÍÅÓÔÅ Ó �(z) 6 1É (10) �ÏÌÕÞÁÅÍ
|G2;n(x) −G2;n(x; 1=gn)| 6 C0(2 + 0:067 |�3|+ 0:023�4 + 0:033�23)g−
n :ðÏÓËÏÌØËÕMn = supx |Mn(x)| = max{supx>0 |Mn(x)|; supx<0 |Mn(x)|; |Mn(0)|};ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ Mn ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 3 ÓÌÕÞÁÑ.îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ x > 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ��y�(x√y) = x'(x√y)2√y > 0,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

∞
∫1=gn ∣

∣

∣

��y�(x√y)∣∣∣dy = ∞
∫1=gn x'(x√y)2√y dy = �(∞)− �(x=√gn) 6 1=2:�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ��y V2(x√y)√y = Q2(x√y)y3=2 ; ÇÄÅ Q2(z) = 12 (1 + 2z2 − z4)'(z)É |Q2(z)| 6 Q2(√3−√6) 6 0:273,��y V3(x√y)y = Q3(x√y)y2 ; ÇÄÅ Q3(z) = z2 (3 + 4z2 − z4)'(z)É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ Ï�ÅÎËÕ |Q3(z)| 6 Q3(1:210 : : :) 6 0:780. äÁÌÅÅ��y V5(x√y)y = Q5(x√y)y2 ; ÇÄÅ Q5(z) = z2 (−15−25z2+13z4−z6)'(z)É |Q5(z)| 6 |Q5(1:061 : : :)| 6 3:395. ÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ x > 0Mn(x) 6

12 + 2 |�3|Q2(√3−√6)6 + �4Q3(1:210 : : :)24 + �23Q5(1:061 : : :)72
6 0:5 + 0:091 |�3|+ 0:033�4 + 0:032�23 :äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ x < 0 ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀx > 0. ÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ Mn(0) = |�3|=(6√2�) 6 0:067 |�3|. õÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ 1 ÄÏËÁÚÁÎÏ. �ðÒÉ×ÅÄÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÙ × ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ.



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 187ìÅÍÍÁ 4.0 6g1(t) := ln(1 + t)− t+ t2=2 6 t3=3; 0 6 t 6 1; (32)0 6(1 + t)−a − 1 + at 6 a(a+ 1)t2=2; 0 6 t 6 1; a > 0; (33)0 6(1 + t)r − 1− rt 6 (1=2)r(r − 1)t22|r−2|; −1=2 < t 6 1; r > 1; (34)0 6 g2(t) = (1− t)−1 − 1− t 6 3t2=2 ; 0 6 t 6 1=3 ; (35)0 6 g3(t) = (1− t)−2 − 1 6 15t=4 ; 0 6 t 6 1=3 ; (36)i) |e−t − 1| 6 t; t > 0;ii) 0 6 et − 1− t 6 t2emax{0;t}=2 ; ∀t; (37)
{tke−at ; t−ke−a=t} 6 (k=a)ke−k ; t > 0 Ó ÆÉËÓ. a > 0; k > 0 : (38)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 4. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (32), (33), (34) É (37) �ÏÌÕ-ÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎ-ÖÁ. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÁÅÔ (35). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (36) ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ (1− t)−2−1 = 2t(1− t=2)(1− t)−2, É �ÏÓËÏÌØËÕ (1− t=2)(1− t)−2ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (38) Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉ tke−at É t−ke−a=t ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ ÍÁËÓÉ-ÍÕÍÁ × ÔÏÞËÁÈ t = k=a É t = a=k ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕ-ÞÁÊ n > 2, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ gn = ENn(r) = r(n−1)+1.åÓÌÉ gnx = (r(n− 1) + 1)x < r + 1, ÔÏ 0 6 x < 2=(n− 1) 6 4=n,P(Nn(r) 6 (r(n − 1) + 1)x)

6 n−r [r℄+1
∑k=1 �(k + r − 1)�(r) (k − 1)! 6 
∗1(r)n−r;Gr;r(x) 6 (rr−1=�(r))xr 6 
∗2 n−r; gr;r(x) 6 rr=�(r))xr−1 6 
∗3 n−r+1É (18) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó C2(r) = 
∗1(r) + 
∗2(r) + 
∗3(r). îÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ(15) ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ k > [r℄ + 1 > r.ðÕÓÔØ r > 1, n > 2 É gnx = (r(n− 1) + 1)x > r + 1, ÔÏÇÄÁx >

r + 1gn >
r + 1r(n − 1) + 1 >

rr(n− 1) >
1n : (39)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ � = gn x− [gn x℄ ∈ [0 ; 1) É ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑmn;x = gnx+r−�; nr = r(n−1); xr = x+r−� É q = 1=(n−1): (40)



188 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷æ.Ò. ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. Nn(r) ((15)) ÉÍÅÅÔ ÓËÁÞËÉ × ÔÏÞËÁÈ {1; 2; 3; : : :}.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏP(Nn(r) 6 gn x) = P(Nn(r) 6 [gn x℄) = P(Nn(r) 6 gn x− �) ;É ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ (15) ÄÌÑ k, ÇÄÅ [r℄ + 1 6 k = [gn x℄ = gn x− � .óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × (16) × ×ÉÄÅÎÅ�ÏÌÎÏÊ ÂÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ B1=n(r; k) × ÔÏÞËÁÈ k = gn x− � :B1=n(r; k) = 1=(n−1)
∫0 tr−1(1 + t)−gnx−r+�dt = q

∫0 tr−1(1 + t)−mn;xdt: (41)ðÏÓËÏÌØËÕ n > 2, t 6 1=(n − 1), nr t 6 r, t − t2=2 > t=2 ÄÌÑ 0 6 t < 1É xr > 0, ÎÁÊÄÅÍ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (41)(1 + t)−mn;x = e−mn;x ln(1+t) (32)= e−mn;x(t−t2=2) − r1= e−mn;xt(1 + nrxt2=2)+ e−mn;xtxrt2=2 + r2 − r1= e−(nrx+xr)t(1 + nrxt2=2)+ r3= e−nrxt(1− xrt+ nrt2=2)+ r4; (42)ÇÄÅr1 = e−mn;x(t−t2=2)(1− e−mn;xg1(t))(37i);(32)
6

mn;xt33 e−mn;xt=2 (38)
6

4t23e e−mn;xt=4;r2 = (emn;xt2=2 − 1−mn;xt2=2)(37ii)
6 m2n;xt4e−mn;xxt=2=8 (38)

6 8e−2t2e−mn;xt=4;r3 = e−mn;xtxrt2=2 + r2 − r1 É |r3| 6
(4=(3e) + 8e−2 + xr)t2e−mn;xt=4:éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ (37ii)r4(t) = r3 + e−nrxt(xrnrxt3=2 + (e−xrt − 1 + xrt)(1 + nrxt2=2))(38)

6 |r3|+ (x2r + xr)t2e−nrxt=2 6
(
1(r) + 
2(r)x2)t2e−nrxt=4; (43)ÇÄÅ 
1(r); 
2(r) > 0 { ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ n; x; t.



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 189éÚ (41) É (42) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ó k = gn x− � É q = 1=(n− 1)B1=n(r; k) = q
∫0 1−xrt+nrxt2=2t1−r enrxt dt+ q

∫0 tr−1r4(t)dt =: J1(x) +R1(n): (44)éÚ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ s = (n − 1)xt ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 0 6 s 6 x, É ÄÌÑj = 0; 1; 2Ij(x; r) := 1=(n−1)
∫0 tr+j−1e−nrxtdt = rr+j(nr x)r+j x

∫0 sr+j−1e−rsds= �(r + j)(nr x)r+jGr+j;r(x); (45)ÇÄÅ G�;�(x) { Æ.Ò. ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ (17). ðÏÌÕÞÁÅÍJ1(x) = �(r)(nrx)r (Gr;r(x)− r xrnrxGr+1;r(x) + r(r + 1)2nr x Gr+2;r(x)): (46)äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ R1(x) ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ (43) É (45):R1(n) = 1=(n−1)
∫0 tr−1r4(t)dt 6 (
1(r) + 
2(r)x2) 1=(n−1)

∫0 tr+1e−nrxt=4dt
6 
1(r)(n − 1)−2I0(x=4; r) + 
2(r)x2I2(x=4; r)
6

1(r) �(r)Gr;r(x=4)(n− 1)2 (nrx=4)r + 
2(r) �(r+2)Gr+2;r(x=4)(nr=4)2 (nrx=4)r

6
�(r)R2(n)(nrx)r ; (47)

ÇÄÅ R2(n) 6 
3(r)n−2(Gr;r(x=4) +Gr+2;r(x=4)) 6 2 
3(r)n−2; (48)Á 
3(r) É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÏÔ 
4(r) ÄÏ 
14(r) { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ n É x.îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ Ï�ÅÎÉÍ ÂÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀ B(r; k) ÉÚ (15). ÷ ÒÁÂÏÔÅîÅÍÅÓÁ [20, ÔÅÏÒÅÍÁ 1.3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ z > 0�(z) = √2�zz−1=2e−z(1 + 112z +R3(z))1�(z) = 1√2� z−z+1=2ez(1− 112z +R4(z)) Ó |R3(z)|; |R4(z)| 6

z2 ;
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 = (√2 + 1)(1 + �2=6)=(16�3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ k = [gn x℄ =gn x− � 1B(r; k) = �(r + k)�(r) �(k) = (r + k)r+k−1=2 e−(r+k)�(r) kk−1=2 e−k (1 +R5(k))= e−rkr�(r) (1 + rk)k+r−1=2
(1 +R5(k)); (49)ÇÄÅ (1 + R5(k)) = (1 + 112 (r + k) + R3(r + k))(1 − 112k + R4(k)).ðÏÓËÏÌØËÕ

(1 + 112 (r + k))(1− 112k) = 1− 12r + 1144 k (k + r)�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ R5(k) 6

4(r)k2 :îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ r 6 k = [gn x℄ = gn x − � , ÓÌÕÞÁÊ r > k ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ×ÎÁÞÁÌÅ. äÌÑ (1 + r=k) = exp{ln(1 + r=k)} �ÏÌÕÞÁÅÍ

(1 + r=k)k+r−1=2 (32)= exp{(k + r − 1=2) (r=k − r2=(2k2))}+R6(k)= er (1 + r2 − r2k +R7(k))+R6(k) (50)= er (1 + r2 − r2k )+R8(k) ;ÇÄÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ (k+r−1=2)g1(r=k) (32)
6 (1=3)(k+r−1=2) r3k−3 6
5(r) k−2,R6(k) = er e(r2−r)=(2k) e−(r−1=2) r2=(2k2) (e(k+r−1=2)g1(r=k) − 1)

6 er e(r2−r)=(2k)
5(r) k−2e
5(r)=k2 6 
6(r)k−2 ;
|R7(k)| =e(r2−r)=(2k)∣∣e−(r−1=2)r2=(2k2)−1∣∣+e(r2−r)=(2k)−1−(r2−r)=(2k)(37)

6 e(r2−r)=2((r − 1=2) r2=(2k2) + (r2 − r)2=(8k2)) 6 
7(r) k−2É R8(k) = R6(k) + er|R7(k)| 6 
8(r) k−2 :
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(nrx)r B(r; k) = kr

(nrx)r (1 + r2 − r2k + R9(k)); (51)ÇÄÅR9(k) = e−rR8(k) +R5(k)(1 + (r2 − r)=(2k) +R8(k)) 6 
9(r)k−2 :÷ ×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ � 6 1 6 k = [gnx℄ = [(nr + 1)x℄ = (nr + 1)x − � ,�ÏÌÕÞÁÅÍ1 + x− �nrx = knrx = [(nr + 1)x℄nrx 









6
(nr + 1)xnrx 6 1 + 1r(n− 1) < 2

>
[nr + 1)x℄(nr + 1)x > kk + � > 12 :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, z = x− �nrx ∈

(

− 12 ; 1) É, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ∣

∣

∣

11 + z−1∣∣∣ = |z|1 + z 62|z|, �ÏÌÕÞÁÅÍ1k = 1nrx(1 + x− �nrx )−1 = 1nrx +R10(n; x); ÇÄÅ |R10(n; x)| 6
2x+ 2(nrx)2 :éÓ�ÏÌØÚÕÑ nr = r(n− 1) > r ÄÌÑ n > 2 É x > 1=(nr + 1), ÎÁÈÏÄÉÍi) ∣

∣

∣

1k − 1nrx ∣

∣

∣
6

2 + 2x(nrx)2 ; ii) 1k2 6
4(nrx)2 É iii) 1nrx 6 1 + 1r : (52)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÍ

( knrx)r = (nrx+ x− �nrx )r = (1 + x− �nrx )r= 1 + r(x − �)nrx +R11(n; x); (53)ÇÄÅ
|R11(n; x)| = ∣

∣

∣

(1 + x− �nrx )r
− 1− r(x − �)nrx ∣

∣

∣

(34)
6

r(r − 1)2 (x− �nrx )22|r−2|
6 (
10(r) + x2
11(r))(nrx)−2:ïÂßÅÄÉÎÑÑ (51), (53) É (52), �ÏÌÕÞÁÅÍ�(r)

(nrx)r B(r; k) = 1 + r(x − �)nrx + r2 − r2nrx +R12(n; x); (54)
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|R12(n; x)| 6

r|x − � |(r2 − r)2k nrx + |R11(n; x)|(1 + r2 − r2k +R9(k))+ (1 + r|x− � |nrx )R9(k) 6

12(r) + x2
13(r)(nrx)2 : (55)ïÂßÅÄÉÎÑÑ (15), (44), (46), (47), (48) É (54), ÎÁÈÏÄÉÍB1=n(r; k)B(r ; k) = (Gr;r(x) − rxrnrxGr+1;r(x) + r(r + 1)2nrx Gr+2;r(x) +R2(n))

×
(1 + r(x − �)nrx + r2 − r2nrx +R12(n; x))= Gr;r(x) + a0Gr;r(x) + a1Gr+1;r(x) + a2Gr+2;r(x)2(n− 1)x +R13(n; x);ÇÄÅ a0 = 2(x− �) + r − 1, a1 = −2(x+ r − �), a2 = r + 1 ÉR13(n; x) = Gr;r(x)R12(n; x) +R2(n)(1 + a02(n− 1)x +R12(n; x))+ (a1Gr+1;r(x) + a2Gr+2;r(x)(n− 1)x )( a02(n− 1)x +R12(n; x)) :þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ �Ï x > 0 Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ R13(n; x), ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁGr+j;r(x) 6 1 ÄÌÑ j = 0; 1; 2;Gr;r(x) 6 rr xr=�(r + 1) ÄÌÑ 1 < r 6 2;Gr+j;r(x) = (r + j)r+j�(r + j) x

∫0 y yr+j−2e−ry dy
6

(r + j)r+j�(r + j) (r + j − 2e r )r+j−2x22ÄÌÑ j = 0; r > 2 É j = 1; 2; r > 1, Á ÔÁËÖÅ x−1Gr+2;r(x) 6 Gr+1;r(x) 6 1.ïÂßÅÄÉÎÑÑ (47), (48), (55),
|a0a1| 6 12x2 + 12r2; |a0a2| 6 2(r + 1)x+ (r + 1)2É (n−1)x > 1 (ÓÍ. (39)), ÎÁÈÏÄÉÍ |R13(n; x)| 6 
14n−min{r;2}. �ÅÏÒÅÍÁ 1ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ C2(r) = 
14(r) . �



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 193äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. åÓÌÉ n = 1, ÔÏ P(N1(r) = 1) = 1 É (23)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó C(r) = 1. ðÕÓÔØ n > 2. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Nn(r) × (14) ÄÌÑr > 1 ÉÍÅÅÍE(Nn(r))−3=2 = 1nr (

[r℄
∑k=1+ ∞

∑k=[r℄+1) �(k + r − 1)k3=2 �(r)�(k)(1− 1n)k−1=: ∑1 +∑2 ;ÇÄÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ∑1 6 
1(r)n−r . äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ∑2 ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÂÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀB(r ; k) Ó k > r > 1 É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (49) É (50) Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉÏ�ÅÎËÁÍÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ�(k + r − 1)�(r)�(k) = 1(k + r − 1)B(r ; k) = kr−1�(r) (1 +R1(k));
|R1(k)| 6


2(r)k : (56)äÌÑ r > 1 É x > k > 2, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (1− 1=n)x 6 e−x=n, ÎÁÈÏÄÉÍkr−1(1− 1=n)k−1k3=2 6

k+1
∫k xr−1 (1− 1=n)x−2(x − 1)3=2 dx 6 8√2 k+1

∫k xr−5=2 e−x=ndx:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ 
3 = 8√2(1 + 
2)=�(r), �ÏÌÕÞÁÅÍ
∑2 6 
3(r)n−rJr(n); ÇÄÅ Jr(n) = ∞

∫1 xr−5=2 e−x=ndx:ðÏÓËÏÌØËÕ Jr(n) 6 (3=2 −r)−1 ÄÌÑ 1<r<3=2, Jr(n) 6 nr−3=2 �(r−3=2)ÄÌÑ r > 3=2 É J3=2(n) 6
n
∫1 1xdx + 1n ∞

∫n e−x=ndx 6 lnn+ e−1 Ï�ÅÎËÁ (23)ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ r = 3=2. õÞÉÔÙ×ÁÑ (56),0 6

∞
∑k=2 k−1|R1(k)| 6 
2(3=2)�2=6 < ∞;

∑(n) := n−1
∑k=2 1k > lnn− 1É n−1

∑k=2 1− (1− 1=n)k−1k 6

n−1
∑k=2 k − 1k n 6 1;



194 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ E(Nn(3=2))−3=2:E(Nn(3=2))−3=2
> n−3=2 ∑2

> (2=√�)n−3=2(∑(n) −
2(3=2)) > (2=√�)n−3=2(lnn − 
2(3=2)− 1): �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. �ÁË ËÁË × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ 1 ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ (10) ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ H(x) =Gr;r(x) ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒËÉ Nn(r) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó 
 =r > 1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ (11). õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ gn =E(Nn(r)) = r(n − 1) + 1, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍJ1(x) = ∞
∫0 �(x√y) dGr;r(y); J2(x) = ∞

∫0 H2(x√y)'(x√y)√y dGr;r(y);J3;1(x) = ∞
∫0 H3(x√y)'(x√y)y dGr;r(y);J3;2(x) = ∞
∫0 H5(x√y)'(x√y)y dGr;r(y) É J4(x) = ∞

∫0 �(x√y) dh2(y);ÇÄÅ h2(y) = ((y− 1) (2− r)+ 2Q1((r(n− 1)+ 1)y)) gr;r(y)=(2r), Q1(y) =1=2 − (y − [y℄), É �ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅ×Á{üÒÍÉÔÁ Hm(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÆÏÒÍÕÌÅ (6). �ÏÇÄÁG2;n(x; 0)=J1(x)− �3 J2(x)6√gn − 1gn (�424 J3;1(x)+ �2372 J3;2(x))+J4(x)n : (57)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ 2.3.3.1 ÉÚ ËÎÉÇÉ ðÒÕÄÎÉËÏ×Á, âÒÙÞËÏ×Á É íÁ-ÒÙÞÅ×Á [21, Ó. 259℄ Ó � = r − 1=2; r + 1=2; r + 3=2 É p = 1+ x2=(2 r)K�(x) = rr�(r)√2� ∞
∫0 y�−1e−(r+x2=2)y dy = �(�) rr−��(r)√2� (1 + x2=(2r))−�;(58)×ÙÞÉÓÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × (57). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ��xJ1(x)= ∞

∫0 y1=2 '(x√y) gr;r(y) dy = rr�(r)√2� ∞
∫0 yr−1=2 e−(r+x2=2)y dy



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 195=Kr+1=2(x) = s2r(x) É J1(x) = S2r(x) :éÎÔÅÇÒÁÌÙ J2(x), J3;1(x) É J3;2(x) × (57) ×ÙÞÉÓÌÉÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ (58),ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Kr−1=2(x)=s2r(x) (2r+x2)=(2r−1) É Kr+1=2(x)=s2r(x):J2(x) := ∞
∫0 (x2y − 1)√y '(x√y) gr;r(y) dy= x2Kr+1=2(x)−Kr−1=2(x) = 22 r − 1 ((r − 1)x2 − r) s2r(x) ;J3;1(x) := rr√2� �(r) ∞

∫0 1y (x3y3=2 − 3x y1=2) yr−1 e−(r+x2=2)ydy= (x3Kr+1=2(x)− 3xKr−1=2(x)) = 2 (r − 2)x2 − 3r2r − 1 x s2r(x);É ÔÁË ËÁË Kr+3=2(x) = 2r + 12r + x2 s2r(x), �ÏÌÕÞÁÅÍJ3;2(x) := rr√2��(r) ∞
∫0 1y (x5y5=2−10x3y3=2+15xy1=2)yr−1e−(r+x2=2)ydy= x5Kr+3=2(x) − 10x3Kr+1=2(x) + 15xKr−1=2(x)= (r − 2)(r − 3)x4 + 10 r(2− r)x2 + 15 r2(2r − 1) (2r + x2) 4x s2r(x):éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ J4(x) × (57) ÄÁÅÔJ4(x) = ∞

∫0 �(x√y) dh2(y) = − x2√2� ∞
∫0 e−x2y=2√y h2(y) dy=− xrr4 r√2��(r) ∞

∫0 yr−3=2((y−1); (2−r)+2Q1(gny))e−(r+x2=2)y dy= (r − 2)x4r (Kr+1=2(x)−Kr−1=2(x)) − J∗4 (x)= (2− r)x (x2 + 1)4 r(2r − 1) s2r(x)− J∗4 (x);
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∫0 yr−3=2Q1(gny) e−(r+x2=2)y dy :æÕÎË�ÉÑ Q1(y) �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 1:Q1(y) = Q1(y + 1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ R É Q1(y) := 1=2− y ÄÌÑ 0 6 y < 1:(59)ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó�ÒÁ×Á É ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÓËÁÞÏË × ËÁÖÄÏÊ�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ y. úÁ�ÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉQ1(y) ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅ�ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ yQ1(y) = 1=2− (y − [y℄) = ∞

∑k=1 sin(2� k y)k � ; y 6= [y℄; (60)ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ 5.4.2.9 × ËÎÉÇÅ [21, Ó. 576℄ Ó a = 0. �Å�ÅÒØ Ï�ÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌJ∗4 . éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ (60), ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á-ÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÕ 2.5.31.4 ÉÚ ËÎÉÇÉ [21, Ó. 362℄ Ó � = r−1=2; p = (r+x2=2)É b = 2�kgnJ∗4 (x) = x rr−12√2� �(r) ∞
∫0 yr−3=2 e−(r+x2=2)y( ∞

∑k=1 sin (2�kgny)�k ) dy= x rr−12�√2� �(r) ∞
∑k=1 1k ∞

∫0 yr−3=2 e−(r+x2=2)y sin (2�kgny) dy= xrr−1�(r − 1=2)2�√2� �(r) ∞
∑k=1 sin ((r − 1=2) ar
tan (4�kgn=(x2 + 2r)) )k ((2�kgn)2 + (r + x2=2)2)(r−1=2)=2=: rr−1 �(r − 1=2)2�√2� �(r) ∞
∑k=1 ak(x;n)k :�Å�ÅÒØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅ�ÅÎØ (r−1=2)=2 = (r−1)=2+1=4.éÍÅÅÍ

|ak(x;n)| 6
|x|

((2� k gn)2 + (r + x2=2)2)(r−1)=2+1=4
6

|x|(2� k gn)r−1 (r + x2=2)1=2 6

√2(2� r k (n− 1))r−1 :



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 197ðÏÓËÏÌØËÕ r > 1 É n > 2, Ï�ÅÎËÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ �Ï xn−1 |J∗4 | 6

(r)nr ∞

∑k=1 k−r = 
1(r)nr :ïÂßÅÄÉÎÑÑ |1=gn − 1=(rn)| 6 max{2; r}(r − 1)(rn)−2, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÉÌÅÍÍÕ 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ (24).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ r = 3=2. åÓÌÉ Ó.×. X ÉÍÅÅÔ ÍÏÍÅÎÔE |X |5+Æ < ∞ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 0 < Æ < 1, ÔÏ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ Tm ×ÍÅ-ÓÔÏ (5) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ m−(3+Æ)=2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 1 ÎÁÈÏÄÉÍ E(Nn(r))−(3+Æ)=2 6 Cn−3=2. äÏÂÁ×ÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ×ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ þÅÂÙÛÅ×Á{üÄÖ×ÏÒÔÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅm−3=2f3(x) = −m−3=2'(x)(H4(x)�5=5! +H6(x)�3�4=(3!4!)+H8(x)(�3=3!)3);ÇÄÅ �k , k = 3; 4; 5, { ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÕÍÕÌÑÎÔÙX , ÉHm(x) ÓHm(0) > 0ÓÕÔØ �ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅ×Á{üÒÍÉÔÁ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉm = 4; 6; 8, ÓÍ. ËÎÉ-ÇÕ ðÅÔÒÏ×Á [22, ÔÅÏÒÅÍÁ 5.18, r = 5 + Æ℄.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ TNn(3=2) {g−3=2n ∞
∫1=gn y−3=2 f3(x√y) dG3=2;3=2(y), ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1℄. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Hm(0)g−3=2n J(x) ÓJ(x) = ∞

∫1=gn y−1e−(x2−3)y=2 dy >

1
∫(x2−3)y=(2gn) (y−1 − y−1(1− e−y)) dy

> − ln((x2 − 3)y=(2gn))− 1 = ln(3(n− 1) + 2)− ln(x2 + 3)− 1:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ |x| 6 K < ∞ × ÓÌÕÞÁÅ r = 3=2 ÍÎÏÖÉÔÅÌØ lnn ÉÚ(24) ÉÓÞÅÚÁÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ �3 = �5 = 0. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4. ðÕÓÔØ � = nx−[nx℄ ∈ [0 ; 1), Ô.Å. [nx℄ =nx− � . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ0 6
max{s; 1}nx− � < 13 ; ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊ 0 6

snx < 13 É 0 6
�nx < 13 : (61)



198 ç. ëòéó�ïæ, í. í. íïîáèï÷, ÷. ÷. õìøñîï÷îÁ�ÉÛÅÍ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (31).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ É Ï�ÅÎÉÍa(n; x) := −n( snx− � − s22(nx− �)2 ) (61)
6 − 5ns6(nx− �) 6 − 5 s6x (62)b(n; x) := − sx + s2 − 2 s�2nx2 6 − sx + s2x snx (61)

6 − 5 s6x ; (63)f(n; x) := − sxg2( �nx)+ s22nx2 g3( �nx); (64)ÇÄÅ g2( · ) > 0 É g3( · ) > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × (35) É (36). �ÏÇÄÁ
|f(n; x)| 6 max{ sx g2( �nx) ; s22nx2 g3( �nx)}(35);(36)

6
15 s max{1; s}8n2x3 (61)

6
5 s24x: (65)�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ (31):P(Nn(s)n 6 x) = P(Nn(s) 6 nx) = P(Nn(s) 6 [nx℄) (27)= ( [nx℄s+ [nx℄)n= (1 + s[nx℄)−n = exp{

− n ln(1 + snx− � )}(32);(62)= exp{ − n g1( snx− �)+ a(n; x)} = ea(n;x) − r1(n; x)= exp{

− sx(1− �nx)−1 + s22nx2(1− �nx)−2}
− r1(n; x)(63)= eb(n;x) + r2(n; x)− r1(n; x)= e−s=x(1 + s (s− 2�)2nx2 )+ r3(n; x) + r2(n; x) − r1(n; x);ÇÄÅ r1(n; x) := (1− exp{− n g1( snx− �)})ea(n;x)(37)i;(62)

6 ng1( snx− � )e−5s=(6x)(32)
6

ns3e−5s=(6x)3(nx− �)3 = s3e−5s=(6x)3n2x3(1− �=(nx))3(61)
6

9 s3e−s=(2x)8n2x3 (38)
6


1(s)n2 ;
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∣

∣
exp{

− sx g2( �nx)+ s22nx2 g3( �nx)}

− 1∣∣
∣
eb(n;x)(37)i

6 |f(n; x)|e{|f(n;x)|+b(n;x)}(65);(63)
6

15 s max{1; s}8n2x3 exp{ 5s24x − 5s6x}= 15 s max{1; s}8n2x3 e−5s=(8x) (38)
6


2(s)n2 ;É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ s(�) := s2 − 2s� É |s(�)| 6 max{s2 ; 2s}, �ÏÌÕÞÁÅÍr3(n; x) := ∣

∣

∣
eb(n;x) − e−s=x(1 + s(�)2nx2)∣

∣

∣= e−s=x∣∣
∣
exp{ s(�)2nx2}

− 1− s(�)2nx2 ∣

∣

∣(37)ii
6 e−s=x s2(�)8n2x4 e|s(�)|=(2nx2)(61)
6

max{s4; 4s2}8n2x4 e−2s=(3x) (38)
6


3(s)n2 :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (31) ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ s=(nx − �) 6 1=3 Ó C2(s) = 
1(s) +
2(s) + 
3(s).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï s=(nx− �) = s=[nx℄ > 1=3, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓËÁÞËÏ× x = k=n of Nn(s)=n Ó k = 1; 2; : : : ; 3s. �ÏÇÄÁÄÌÑ x 6 3s=nP(Nn(s)n 6 x) = 3s
∑k=1P(Nn(s) = k) (28)= (3 s4 s)n = n2n2(34)n (38)

6

4n2 :åÓÌÉ s=(nx− �) > 1=3, ÔÏ 1 6 (3s+ 1)=(nx), Ée−s=x∣∣

∣
1 + s (s− 2 �)2x2 n ∣

∣

∣
6

(3s+ 1)2n2x2 {1 + max{s2; 2s}2x2 } e−s=x (38)
6


5(s)n2 :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (31) ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ s=(nx − �) > 1=3 Ó C2 = 
4 + 
5(s) .�ÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. ðÕÓÔØ s > 0 É n > 1 ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ. äÌÑk > 1 �ÏÌÏÖÉÍ ak = k=(s+k) É bk = (k−1)=(s+k−1). �ÏÇÄÁ ak− bk =s=((s+k)(s+k−1)), ak > bk É ank − bnk = (ak− bk) (an−1k +an−2k bk+ · · ·+akbn−2k + bn−1k ) > (ak − bk)nbn−1k : äÁÌÅÅ, ÄÌÑ k > s∗ = 2s + 1 ÎÁÈÏÄÉÍ
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∞
∑k=s∗ k(ank − bnk ) >

∞
∑k=s∗ 4n9 k (23)n−1 =∞:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ENn(s) =∞. éÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏEW (s) = s ∞

∫0 x−1e−s=x dx = s ∞
∫0 y−1e−sy dy = ∞:þÔÏÂÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ �ÓÅ×ÄÏ-ÍÏÍÅÎÔ �1, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n > 1 ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÞÁÓÔÉ ×ÉÄÁ R+ = (0 ; ∞) = (R+ \ Mn) ∪ Mn, ÇÄÅ Mn = {k=n :k ∈ N} { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á P(Nn(s) 6 nx). ðÏÓËÏÌØËÕ Æ.Ò.e−s=xIR+(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, É ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ �(Mn) = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ �1 =

∫R+ x ∣

∣d(P(Nn(s) 6 nx)

− e−s=x)∣∣ >
∫R+\Mn x de−s=x = ∞ :åÓÌÉ k=n 6 x < (k + 1)=n, ÔÏ 0 6 e−s=x − 1 + s=x (37)ii

6 s2=(2x2) 6n2s2=(2 k2); (1+s=k)−n−1+ns=k (33)
6 n (n+1) s2=(2 k2), 0 6 ns=k−s=xÉ

∣

∣e−s=x −P(Nn(s) 6 nx)
∣

∣

(27)= ∣

∣e−s=x − (1 + s=k)−n∣

∣

6 ns=k − s=x+ 2n(n+ 1)s2=k2:âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,Ik = (k+1−0)=n
∫k=n (ns=k − s=x) dx 6 s=k − s ln(1 + 1=k) 6 s=(2 k2):�ÏÇÄÁ ÄÌÑ k > s∗ = 2s+ 1 É 1 6 r < 2 ÉÍÅÅÍ

∞
∑k=s∗ (k+1−0)=n

∫k=n xr−1∣
∣e−s=x −P(Nn(s) 6 nx)∣

∣dx
6

∞
∑k=s∗ (k + 1n )r−1(Ik + 2n(n+ 1)s2k2 )

6 
(s; n) ∞
∑k=s∗ (k + 1)r−1k2 < ∞;É �r < ∞ ÄÌÑ 1 6 r < 2. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 201äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 3. ðÕÓÔØ n > 2. äÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁË ÖÅ ËÁË ×ÒÁÂÏÔÅ [3℄, É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑP(Nn(s) = k) = ( ks+ k)n
−

( k − 1s+ k − 1)n = s n k
∫k−1 xn−1(s+ x)n+1 dx;É ÆÏÒÍÕÌÕ 2.2.4.24 ÉÚ ËÎÉÇÉ [21, Ó. 239℄, �ÏÌÕÞÁÅÍE(N−3=2n ) = s n ∞

∑k=1 1k3=2 k
∫k−1 xn−1(s+ x)n+1 dx 6 s n ∞

∑k=1 k
∫k−1 xn−5=2(s+ x)n+1 dx= s n ∞

∫0 xn−5=2(s+ x)n+1 dx = s nB(5=2; n− 3=2) (51)
6

sn�(5=2) (n− 3=2)5=2 :âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, E(N−3=21 ) 6
∞
∑k=1 k−3=2 = �(3=2) = 2:612 : : :. ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁ-ÚÁÎÁ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5. ÷ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ 1 ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÑ (10) ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ H(x) = e−s=x I(0 ;∞)(x) ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÂÏÒ-ËÉ Nn(s), s > s0 > 0 É h2(y) = e−s=y s (s − 1 + 2Q1(y n))=(2 y2),Q1(y) = 1=2 − (y − [y℄), y > 0 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó gn = n É 
 = 3=2, ÇÄÅh2(0) = limy↓0 h2(y) = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ (11).ïÂÏÚÎÁÞÉÍJ1(x) = ∞

∫0 �(x√y) de−s=x(y); J2(x) = ∞
∫0 H2(x√y)'(x√y)√y de−s=x(y);J3;1(x) = ∞

∫0 H3(x√y)'(x√y)y de−s=x(y);J3;2(x) = ∞
∫0 H5(x√y)'(x√y)y de−s=x(y) É J4(x) = ∞

∫0 �(x√y) dh2(y);ÇÄÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅ×Á{üÒÍÉÔÁ Hm(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × (6). �ÏÇÄÁG2;n(x; 0)=J1(x)− �3 J2(x)6√n − 1n (�424 J3;1(x)+ �2372 J3;2(x))+ J4(x)n : (66)
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∞
∫0 e−py−s=yym+1=2 dy = (−1)m √�p �m�sm e−2√p s; p > 0; s > 0; m = 0; 1; 2; : : :(67)É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ II.1 ÉÚ ËÎÉÇÉ [21, Ó. 611℄:
∞
∫0 y−m−1=2e−s=y dy = s−m+1=2 ∞

∫0 tm−3=2e−t dt = s−m+1=2 �(m− 1=2) ;ÇÄÅ s > 0 É m > 1=2. äÌÑ p = x2=2 É s > 0 ÎÁÈÏÄÉÍKm(x) := ∞
∫0 e−(x2=2)y−s=y

√2� ym+1=2 dy= 









(−1)m
|x| �m�sm e−√2 s |x|; x 6= 0; m = 0; 1; 2;s−m+1=2 �(m− 1=2); x = 0; m = 1; 2: (68)ðÏÓËÏÌØËÕ �(1=2) = √� É �(3=2) = √�=2, ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ x 6= 0K0(x) = 1

|x| e−√2s |x| = 2√2s |x| l1=√s(x);K1(x) = 1√2s e−√2s |x| = 1s l1=√s(x);K2(x) = e−√2s |x|( 1(2s)3=2 + |x|2s ) = 2(2s)2 (1 +√2s|x|) l1=√s(x);ÇÄÅ K1(x), K2(x) É |x|
K0(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 
 > 1 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ �ÒÉx ∈ R.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × (66). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ��xJ1(x) = s√2� ∞
∫0 y−3=2e−(x2=2)y−s=ydy = s K1(x) = l1=√s(x)É J1(x) = L1=√s(x) :



òáúìïöåîéñ þåâùûå÷á{üäö÷ïò�á é ëïòîéûá{æéûåòá 203ðÅÒ×ÙÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ × (66) ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ (68)J2(x) := s√2� ∞
∫0 x2y − 1y5=2 e−(x2=2)y−s=ydy = s(x2K1(x)−K2(x))= (x2 − |x|√2s − 12 s)l1=√s(x);J3;1(x) := s (x3K1(x)− 3xK2(x)) = x2 s(2 sx2 − 3√2s|x| − 3)l1=√s(x);É J3;2(x) := s (x5K0(x) − 10x3K1(x) + 15xK2(x))= x2s((2s)3=2|x|3 − 20sx2 + 15√2 s |x|+ 15)l1=√s(x):éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × (66), �ÏÌÕÞÁÅÍJ4(x) := ∞
∫0 �(x√y) d(h2(y)) = −

∞
∫0 x2√y'(x√y)h2(y)dy= −x s(s− 1)4√2� ∞

∫0 y−5=2e−(x2=2)y−s=ydy + J∗4 (x)(68)= x s (1− s)4 K2(x) + J∗4 (x)= x (1− s)8 s (
√2 s |x|+ 1)l1=√s(x) + J∗4 (x);ÇÄÅ J∗4 = − x s2√2� ∞
∫0 y−5=2 e−(x2=2)y−s=y Q1(n y)) dy:éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ æÕÒØÅ (60) �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Q1(y),Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × (59), ÍÅÎÑÑ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÎÁÈÏÄÉÍJ∗4 = − s x2√2� ∞

∑k=1 1k ∞
∫0 y−5=2 e−(x2=2)y−s=y sin(2� k n y) dy: (69)
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òÉÓ. 7. æÕÎË�ÉÑ h(y) = y−5=2e−(x2=2)y−s=yQ1(n y) ÉÚ�ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ J∗4 ÄÌÑ 0 6 y 6 2 É x = 1Ó s = 2 É n = 10ðÕÓÔØ p > 0, s > s0=2 > 0 É b > 0 { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÙ. úÁ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ 2.5.37.3 ÉÚ ËÎÉÇÉ [21, Ó. 368℄

∞
∫0 y−3=2 e−p y−s=y sin(b y) dy = √�√s e− 2√s z+ sin(2√s z−); (70)ÇÄÅ 2 z2± = √p2 + b2 ± p.þÔÏÂÙ Ï�ÅÎÉÔØ J∗4 (x) × (69), ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÁ×É-ÌÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ìÅÊÂÎÉ�Á, É �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ �Ï s �ÏÄ ÚÎÁËÏÍÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × (70). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀf(s; y) = √2 p y−3=2 e−p y−s=y sin(b y):äÌÑ p > 0 ÎÁÈÏÄÉÍ Ï�ÅÎËÕ

∞
∫0 |f(s; y)|dy 6

√2 p ∞
∫0 y−3=2 e−p y−s=ydy (67)= √2� p ss e− 2√p s (38)

6

√2�e s0ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ �Ï p > 0, b > 0 É s > s0=2. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÞÁÓÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÁÑ ��sf(s; y) = √2 p y−5=2 e−p y−s=y sin(b y) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ �Ï s É y ×ÏÂÌÁÓÔÉ (s0=2;∞)× (0;∞) É ÄÌÑ s > s0=2
∣

∣

∣

∣

��sf(s; y)∣∣∣∣ 6
√2 p e−p y−s=yy5=2 = √2 p e−p yy1=2 e−s=yy2(38)

6
√2 p e−p yy1=2 16e2 s20 =: g(y);
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∞
∫0 g(y)dy = 16e2 s20√2 p ∞

∫0 e−p yy1=2 dy = 16e2 s20 √2�(1=2) <∞ÄÌÑ ×ÓÅÈ p > 0, b > 0 É s > s0=2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×ÁÔØ �Ï s �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × (70). ðÏÌÕÞÁÅÍ
∞
∫0 y−5=2 e−p y−s=y sin(b y) dy = (√�=2) e−2√s z+ (s−3=2 sin(2√s z−)+ 2 s−1 z+ sin(2√s z−)− 2 s−1 z− 
os(2√s z−)):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ z±, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (70) Ó p = x2=2, b = 2�kn,k > 1 É n > 1: z± = (1=√2)√√x4=4 + (2�kn)2 ± x2=2 :�ÏÇÄÁ 0 < z− 6 z+; z+ > |x|=2 É z+ >

√�kn >
√�(√k + √n)=2,(1 + z+) e−√s z+=2 (38)

6 1 + 2=(e√s0); É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ∞
∑k=1 e−√�sk=2=k 6 C,�ÏÌÕÞÁÅÍ

|J∗4 | 6 C1(s) |x| ∞
∑k=1 (1 + z+) e−2√s z+k 6 C2(s) |x|e−√s|x|=4 ∞

∑k=1 e−√sz+k
6 C3(s) e−√�sn=2 ∞
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