
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 465, 2017 Ç.á. ÷. é×ÁÎÏ×ï òáúíåòîïê òåçõìñòéúáãéé îá ðòéíåòå�åïòéé ñîçá{íéììóá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× × ÔÁËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ËÁË �4, Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÁÑ ÜÌÅËÔÒÏÄÉÎÁÍÉËÁ, Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÈÒÏÍÏÄÉÎÁÍÉËÁ (ÓÍÏÔÒÅÔØ [4{6℄ÉÌÉ [7℄) �ÒÉ×ÅÌÏ Ë ÒÁÚ×ÉÔÉÀ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ,ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÎÏÇÏ ÇÌÕÂÏËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏ-ÂÌÅÍ É ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ. ëÌÀÞÅ×ÙÍÏÂßÅËÔÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ×�ÅÒ×ÙÅ ×ÏÚÎÉËÌÁ × ÓÔÁÔØÑÈ [1℄ É [2℄ É Ó ÔÅÈ �ÏÒ ÓÔÁÌÁ ÎÅÏÔßÅÍÌÅÍÏÊÞÁÓÔØÀ ÔÅÏÒÉÉ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÏË.÷ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Ñ×ÎÏÅ ÏÔ-ÌÉÞÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÏÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ Ó ÉÍ�ÕÌØÓÏÍ ÏÂÒÅ-ÚÁÎÉÑ (1). ÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÇÏÌÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ (2,6), ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ × �ÒÅÄÅÌÅ " → +0 (7).÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÔÅÏÒÉÉ ñÎÇÁ{íÉÌÌÓÁ ÒÁÚÂÉÒÁ-ÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÁÑ ÔÒÁÎÓÍÕÔÁ�ÉÑ É �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÒÉ �ÏÍÏ-ÝÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÇÏÌÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ (15, 17, 18). ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ [3℄ É [8℄, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÉÍ�ÕÌØÓÁÏÂÒÅÚÁÎÉÑ.

§2. òÁÚÍÅÒÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑäÌÑ �ÏÑÓÎÅÎÉÑ ÔÏÇÏ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ, ÓÔÏÉÔ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ×ÅÓØÍÁ �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÏÈÏÖÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ É ÕÞÅÂÎÉËÁÈ �Ï Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÏÌÑ ([4, 5, 11℄)12� ∫
R2 dp1dp2p21 + p22 +m2 ; m > 0:ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÔÅÏÒÉÑ ñÎÇÁ{íÉÌÌÓÁ, �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ, ÒÅÎÏÒÍÇÒÕ��Á, ÒÁÚ-ÍÅÒÎÁÑ ÔÒÁÎÓÍÕÔÁ�ÉÑ, ÒÁÚÍÅÒÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ çÅÌÌ-íÁÎÎÁ-ìÏÕ, ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó×ÑÚÉ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ æÏÎÄÁ æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ éÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÇÒÁÎÔ 17-01-00283-á. 147



148 á. ÷. é÷áîï÷1) äÌÑ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÏÌÑÒÎÙÍ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÁÍ É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÍÅÔÏÄÕ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ Ó ÉÍ�ÕÌØÓÏÍ ÏÂÒÅÚÁÎÉÑ,ÏÂÒÅÚÁÔØ ÉÍ�ÕÌØÓ ÎÁ �, ÔÏÇÄÁ
∞
∫0 pdpp2 +m2 7−→

�
∫0 pdpp2 +m2 = 12 ln(�2 +m2m2 ) ;ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉ �→ ∞ ÄÁÅÔln( �m)+ o(1):2) ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÏÌÑÒÎÙÍ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÎÕÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á D × ÑËÏÂÉÁÎÅÎÁ D − " É ××ÅÓÔÉ ×Ó�ÏÍÁÇÁÔÅÌØÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ � ([�℄ = L−1) ÄÌÑ ÏÂÅÚ-ÒÁÚÍÅÒÉ×ÁÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÔÏÇÄÁ

∞
∫0 pdpp2 +m2 7−→ �" ∞

∫0 p1−"dpp2 +m2 = 12 ( �m)" �("2)�(1− "2) ;ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉ "→ 0 ÄÁÅÔ1" + ln( �m)+ o(1):÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ: �ÒÉ ÓÎÑÔÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á � = � exp(1") : (1)�Ï ÅÓÔØ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ (")É ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒÎÙÊ ÍÁÓÛÔÁÂÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ (�) ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ,× ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ Ó ÉÍ�ÕÌØÓÏÍ ÏÂÒÅÚÁÎÉÑ, ÇÄÅ � ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ× ÓÅÂÅ ÜÔÉ Ä×Á �ÏÎÑÔÉÑ.
§3. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó×ÑÚÉðÒÉ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÅ Ë×ÁÎÔÏ×Ï-�ÏÌÅ×ÙÈ ÔÅÏÒÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ÓÈÅÍÙ (MS; MS; MOM). òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ ËÏÎÔÒÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏËÒÁÝÁÀÔ ÒÁÓ-ÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× (ÍÁÓÓÁ,ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó×ÑÚÉ) ÎÁ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ �ÅÒÅ-ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ.



ï òáúíåòîïê òåçõìñòéúáãéé 1493.1. Z-ÆÕÎË�ÉÑ. ðÕÓÔØ � { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó×ÑÚÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏ-ÒÉÉ �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ É �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ ÇÏÌÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó×ÑÚÉ � 7−→ �(") ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ", É× ÔÅÏÒÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �r = �r(�; �("); "),ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ�(") = ( �m)" �rZ(�r; "); (2)ÇÄÅ [�℄ = [m℄ = L−1, a Z(�r; ") { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ. ðÁÒÁ-ÍÅÔÒ m ××ÅÄÅÎ ÄÌÑ ÏÂÅÚÒÁÚÍÅÒÉ×ÁÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ó×ÑÚÉ �("). ÷�ÏÌÎÅÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÑ ÓÈÅÍÁÍ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Z-ÆÕÎË�ÉÀ ××ÉÄÅ Z(�r; ") = 1 + ∞
∑k=1 ∞

∑n=k zn;k�nr"k : (3)ïÄÎÁËÏ ÁÎÁÌÉÚ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ �Ï " ×ÅÓØÍÁ ÚÁ-ÔÒÕÄÎÉÔÅÌÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ù×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Z(�r; "), ÕÄÏÂÎÕÀÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �ÒÉ " → +0. ðÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, ÓÏÇÌÁÓ-ÎÏ [10℄, Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � dd� Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (2)0 = ��rZ(�r; �) +(Z(�r; �) + �r dZ(�r; �)d�r )��rd�Ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÒÅÎÏÒÍÇÒÕ��Ù� dd��r = −"�r + ∞
∑i=0 �i+1�i+2r = −"�r + �(�r); (4)�r|�=1 = �(1; ");ÇÄÅ �(1; ") { ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ", ÚÁ-ÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

{Z ′�r (�r; �)− �(x)dxx("x−�(x))Z(�r; �) = 0;Z(0; �) = 1: (5)ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (5) ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊZ(�r; ") = exp �r
∫0 �(x)dxx("x− �(x)): (6)



150 á. ÷. é÷áîï÷3.2. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ × �ÒÅÄÅÌÅ ÓÎÑÔÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ. äÌÑ ÔÏ-ÇÏ ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÇÏÌÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ �ÒÉ ÓÎÑÔÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ,ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Z-ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ " → +0. ó�ÅÒ×Á ÓÄÅÌÁÅÍÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (6)�(x)x("x− �(x)) = ( �(x)x("x − �(x)) − �1x2x("x− �(x)))++( �1x2x("x − �(x)) − �1x2"x2 − �1x3)+ �1x2"x2 − �1x3 :ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó�ÒÁ×Á ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ " → +0 É�r → +0, �ÏÜÔÏÍÕ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ�r
∫0 �1x2dx"x2 − �1x3 = ln( ""− �1�r) ;ÆÏÒÍÕÌÁ (6) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄZ(�r; ") = ( ""− �1�r) exp �r

∫0 ( �(x)x("x − �(x)) − �1x2"x2 − �1x3) dxÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ �ÒÉ " → +0Z(�r; ") = ( ""− �1�r) (1 + o(1)):ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏÒÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÕÅÍÏÊ, �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó×ÑÚÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ ÓÎÑÔÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ.÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó�ÒÁ×ÉÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �ÒÉ " → +0:
• ÅÓÌÉ �r ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ " ÉÌÉ �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ, ÔÏ�(") = −

"�1 (1 + o(1)); (7)
• ÅÓÌÉ �r = a"(1 + o(1)), a 6= �−11 , ÔÏ�(") = a"1− �1a (1 + o(1));
• ÅÓÌÉ �r ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ", ÔÏ�(") = �r(1 + o(1)):



ï òáúíåòîïê òåçõìñòéúáãéé 151îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �r �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ, ÔÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÅÎÏÒÍÇÒÕ��Ù (4) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ× ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ çÅÌÌ-íÁÎÎÁ-ìÏÕ� dd��r( �m;�(0); 0) = �(�r( �m;�(0); 0));�r(1; �(0); 0) = �(1; 0):óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁÂÏÔÅ [3℄, ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�r( �m;�(0); 0) = eln(�=m)�(x)�xx∣∣∣x=�(1;0) : (8)3.3. çÒÕ��Ï×ÏÊ ÚÁËÏÎ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �(") É ( �m)−"ÉÇÒÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÒÏÌØ, �ÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �Ï ÇÏÌÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ Ó×ÑÚÉÓ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ�(�) ��r��(") = �r − �(�r)" ;�r|�(")=1 = �(1; "):÷ [3℄ �ÏÈÏÖÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÕÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÌÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÔ×ÅÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�r(1; b; ") = G(a; b)�r(1; a; "); (9)ÇÄÅ G { ÇÒÕ��Ï×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ a × ÔÏÞËÕ b, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ�Ï ÆÏÒÍÕÌÅG(a; b)�r(1; a; ") = eln(b=a)(x− �(x)" )�xx∣∣∣x=�r(1;a;") : (10)÷ �ÒÅÄÅÌÅ ÓÎÑÔÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ (9) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × (8), �ÏÓËÏÌØËÕln((�=m)−")(x−
�(x)" )

→ ln(�=m)�(x) :
§4. ðÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ Ó ÉÍ�ÕÌØÓÏÍ ÏÂÒÅÚÁÎÉÑ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ�ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÅÒÅÈÏÄÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ó×Ñ-ÚÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÄÒÕÇÕÀ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ�ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ � 7−→ �("), ÏÄÎÁËÏ �ÅÒÅÄ ÜÔÉÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ � 7−→ �r ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ ÚÁ-ËÏÎÁ (4). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Ï×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (9, 10) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ�ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ Ó×ÑÚÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ � × ÔÏÞËÕ �(").



152 á. ÷. é÷áîï÷4.1. �ÅÏÒÉÑ ñÎÇÁ{íÉÌÌÓÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔ-ÒÅÔØ ÔÅÏÒÉÀ Ó ÏÄÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ Ó×ÑÚÉ. �ÁËÏ×ÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑÔÅÏÒÉÑ ñÎÇÁ{íÉÌÌÓÁ × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å{×ÒÅÍÅÎÉ. ëÌÁÓ-ÓÉÞÅÓËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄS = 1� ∫ trF ∧ F ∗ :ðÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ ÆÏÎÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ ( [7, 9, 12, 14℄ É [15℄) ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ × ÒÑÄ �Ï ËÏÎÓÔÁÎÔÅ Ó×ÑÚÉW (B) = 1�W−1(B) + ∞
∑k=0�kWk(B) ; (11)ÇÄÅ W−1(B) = ∫ trF 2��d4x ;Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Wn { ÏÔ×ÅÞÁÀÔ n+ 1 �ÅÔÌÑÍ.4.2. òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÅÒ×ÏÊ �ÅÔÌÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÅÔÏÄÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ-ÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÷. á. æÏËÁ [13℄ �ÅÒ×ÁÑ �ÅÔÌÑ ÄÌÑ d = 4 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ: W0 = ∞

∫0 �d��d=2 T (�) ;ÇÄÅ T (�) = T0 + T1(�) ; T0 = 12�1W−1 ;Á T1(�) → 0 �ÒÉ � → 0 É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ [� ℄ = L2.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑd 7−→ d− " ; W−1 7−→ �−"W−1(") ; (12)�ÅÒ×ÁÑ �ÅÔÌÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅW reg0 = �" 1p2
∫0 d��1−"=2 (�−" 12�1W−1(")) + �" ∞

∫1p2 d��1−"=2 (�−" 12�1W−1("))+ �" ∞
∫0 d��1−"=2 T1(�) = 1"W0;1 +W0;0(") ;



ï òáúíåòîïê òåçõìñòéúáãéé 153ÇÄÅ W0;1 = p−"�1W−1(") ;Á ÔÁËÖÅ ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÁÓÓÉ×ÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ p, ÉÇÒÁÀ-ÝÉÊ ÒÏÌØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.4.3. òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÅÔÅÌØ. ðÒÉ ××ÅÄÅÎÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÊÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × (11) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÒÑÄ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ "  ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ × ÎÕÌÅ. õÞÉÔÙ×ÁÑ(12), ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄW0 7−→
1"W0;1 +W0;0(") ;Wk 7−→ �k"( k

∑i=1 1"iWk;i +Wk;0(")) ; k > 0 ;ÇÄÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔ " ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ × ÎÕÌÅ × ÒÑÄ �ÅÊ-ÌÏÒÁ. ÷ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÒÁÚÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁÞÉÓÌÁ �ÅÔÅÌØ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (2). �ÁËÖÅ �Õ-ÔÅÍ ÄÅÌÅÎÉÑ É ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ××ÅÓÔÉ ÍÁÓÓÉ×ÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÄÌÑÏÂÅÚÒÁÚÍÅÒÉ×ÁÎÉÑ �. ÷ ÉÔÏÇÅ � 7−→ �=m, É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: mdWreg(B)dm = 0 ;mdWk;kdm = �dWk;kd� = 0 ; k > 0 :÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×ÏÊ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØ-ÎÙÊ ×ÉÄWreg(B) = m−"� ( �m)"W−1(") + 1"W0;1++ ∞
∑j=1 ∞

∑k=j 1"jWk;j (�( �m)")k + ∞
∑k=0Wk;0(")(�( �m)")k : (13)4.4. ðÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó×ÑÚÉ � ÏÂÒÅÔÁÅÔ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ", ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÞÅÍÕ ÓÏËÒÁ-ÝÁÅÔ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÍÁÓÓÉ×ÎÏÇÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ �, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÞÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÄÞÉ-ÎÑÔØÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. éÈ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ,



154 á. ÷. é÷áîï÷�ÏÄÓÔÁ×É× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (3) × (13) É ×Ù�ÉÓÁ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ " É �r.òÁÎÅÅ �Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÒÅÎÏÒÍÇÒÕ��Ù ÂÙÌÁ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ �ÅÒÅÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ É ÇÏÌÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ó×ÑÚÉ É ÉÚÕÞÅÎÏ ÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ × �ÒÅÄÅÌÅÓÎÑÔÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×-ËÕ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉË. ðÕÓÔØ " → +0, ÔÏÇÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (7):
(�(")( �m)")k ( k

∑i=1 1"iWk;i +Wk;0(")) 7−→ (−1)kWk;k�k1 ; k > 0;W0;0(") 7−→ W1 loop(p):âÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × (13). ðÒÉÜÔÏÍ ÓÔÏÉÔ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ 1�(") = −
�1" + C + o(1) ; (14)ÇÄÅ C { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚ-ÚÁ (18) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÁÓÓÉ×ÎÏÇÏ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÁ. ïÎÁ �ÏÓÞÉÔÁÎÁ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ É ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (17). ÷ ÔÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ, �ÒÉ " → +0m−"�(") ( �m)"W−1(") + 1"W0;1 = (−�1" + C)�−"W−1(") + o(1)+ �1" p−"W−1(") 7−→ (C + ln(�=p))W−1 :ïÓÔÁÌÏÓØ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ É ×ÙÂÒÁÔØ p = �, ÔÏÇÄÁ�ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄWren(B) = CW−1 +W1 loop(�) + ∞

∑k=1(−1)kWk;k�k1 : (15)äÁÎÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ, ËÁË É × ÓÌÕ-ÞÁÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ Ó ÉÍ�ÕÌØÓÏÍ ÏÂÒÅÚÁÎÉÑ [3℄, ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ �ÏÎÑÔÉÅÒÁÚÍÅÒÎÏÊ ÔÒÁÎÓÍÕÔÁ�ÉÉ. ÷ (15) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÉÉ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ �, ÒÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ó×ÑÚÉ ÕÈÏÄÉÔ.
§5. âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉá×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ó. ü. äÅÒËÁÞÅ×Õ ÚÁ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ.
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§6. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅäÌÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÇÏÌÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ó×ÑÚÉ ÓÔÏÉÔÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÚ (8). ðÕÓÔØ g(x) = �1x2+�2x3 É f(x) = �(x)−g(x). �ÏÇÄÁ �ÒÉ " → +0�

∫0 ( �(x)"x2 − x�(x) − g(x)"x2 − x�(x) + f(x)x�(x) + "f(x)�2(x)) dx = o(") ;�
∫0 ( g(x)"x2−x�(x)− g(x)"x2 − xg(x)− f(x)x�(x)− "f(x)�2(x)− "f(x)�(x)g(x)) dx=o(");ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�

∫0 g(x)dx"x2 − x�(x) = �
∫0 g(x)dx"x2 − xg(x) + " �

∫0 f(x)dx�(x)g(x) + o(") :åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ 2�2x1 = −�1 +√�21 + 4"�2 É 2�2x2 = −�1 −√�21 + 4"�2,ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ�
∫0 �(x)dx"x2 − xg(x) = 12 ln( "�"x− g(x))−

�12�2(x1 − x2) ln( (�− x1)x2(�− x2)x1) :åÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ",ÔÏ �
∫0 �(x)dx"x2 − x�(x) = ln( "

−��1)−
"�2�21 ln(")+ " 1�1� + �2�21 ln( �21�

−�1 − �2�)+ �
∫0 f(x)dx�(x)g(x)+ o(") : (16)éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (16) É (2) ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C:C = ln( �m)+ 1�1� + �2�21 ln( �21�

−�1 − �2�)+ �
∫0 f(x)dx�(x)g(x) : (17)�ÁËÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ�dCd� = 0 ; (18)
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