
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 464, 2017 Ç.ë. ð. ëÏÈÁÓØ, á. ó. ìÁÔÙÛÅ×îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�øã÷å� èï�ñ âù ïäîïê ûìñðù1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÊÓÀÖÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÇÒÏÊ × ÛÌÑ�Ù ÉÌÉ ÉÇÒÏÊ \Hats".åÓÔØ n ÍÕÄÒÅ�Ï× É ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁ�ÁÓ ÛÌÑ� k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔÏ×. íÕÄÒÅ-�Ù ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G. ä×Á ÍÕÄÒÅ�Á×ÉÄÑÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÅÓÌÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ. ó ÍÕÄÒÅ�Á-ÍÉ �ÒÏ×ÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �åó�. ÷ÅÄÕÝÉÊ ÎÁÄÅ×ÁÅÔ ÍÕÄÒÅ�ÁÍ ÛÌÑ�ÙÔÁË, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÁÖÄÙÊ ×ÉÄÉÔ ÛÌÑ�Ù ×ÓÅÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, ÎÏ ÎÅ ×ÉÄÉÔÓ×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù É ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÅÅ �×ÅÔÁ. íÕÄÒÅ�Ù ÎÅ ÏÂÝÁÀÔÓÑ. ðÏ ËÏÍÁÎÄÅ×ÅÄÕÝÅÇÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �×ÅÔ. óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÕ-ÄÒÅ�Ù ÕÓ�ÅÛÎÏ �ÒÏÛÌÉ ÔÅÓÔ, Ô.Å. ×ÙÉÇÒÁÌÉ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈÕÇÁÄÁÌ �×ÅÔ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù.ðÅÒÅÄ ÔÅÓÔÏÍ ÍÕÄÒÅ�ÁÍ ÓÏÏÂÝÉÌÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ÔÅÓÔÁ É ÄÁÌÉ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ ÕÓÔÒÏÉÔØ óï÷åýáîéå, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ�ÕÂÌÉÞÎÕÀ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. ðÕÂÌÉÞÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ×ÓÅ, ×ËÌÀÞÁÑ ×ÅÄÕÝÅÇÏ, ÚÎÁÀÔ ÅÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓËÌÁÄËÅ ÛÌÑ�, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÍÕÄÒÅ�ÕÇÁÄÁÅÔ �×ÅÔ ÎÁÄÅÔÏÊ ÎÁ ÎÅÇÏ ÛÌÑ�Ù. �ÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ,É �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ×Ï�ÒÏÓ, �ÏÄÌÅÖÁÝÉÊ ×ÙÑÓÎÅÎÉÀ, { ÎÁ ËÁËÉÈ ÇÒÁÆÁÈ ÍÕ-ÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ? íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÉÇÒÕ × ÛÌÑ�Ù ÔÏÌØËÏ �ÒÉk = 3.÷�ÅÒ×ÙÅ ÉÇÒÁ \Hats" ÂÙÌÁ Õ�ÏÍÑÎÕÔÁ × 1961 Ç. × ËÎÉÇÅ í.çÁÒÄÎÅ-ÒÁ [3℄. ïÄÎÁËÏ �Ï�ÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÚÁ×ÏÅ×ÁÌÁ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅ 1998 Ç., ËÏÇÄÁ�. üÂÅÒÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÅÅ × Ó×ÏÅÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ [2℄. ó ÔÅÈ �ÏÒ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÁÒÉÁ�ÉÊ ÉÇÒÙ \Hats", ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ. �ÏÌØËÏ × ÓÔÁÔØÅ [4℄ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÏ 36 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ× �ÒÁ×ÉÌ.ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÉÇÒÙ × ÛÌÑ�Ù.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÉÇÒÁ, ÇÒÁÆ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ.48



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 49ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ G′ { �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G. åÓÌÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G′ ÍÕÄÒÅ�ÙÉÍÅÀÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÔÏ É ÎÁ ÇÒÁÆÅ G ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ-×ÁÀÔ.üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 2 ([1℄). åÓÌÉ ÇÒÁÆ G { ÄÅÒÅ×Ï, ÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 ([1℄). ðÕÓÔØ G { ÄÅÒÅ×Ï, A { ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á �×ÅÔÁ 1 É 2 É Ä×Å �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÛÌÑ�,ÔÁËÉÅ ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÅÔ ÍÕÄÒÅ�Õ A ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ 1, Á ×ÔÏÒÁÑ{ ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ 2.óÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÌÏÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÌ W. Szzehla [5℄.�ÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G { ÜÔÏ �ÉËÌ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÇÄÅ n ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 3 ÉÌÉ n = 4, ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ. îÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÉËÌÁÈÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Ï�ÉÓÙ-×ÁÅÍ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ { ÔÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÕÀ É ÄÅ×ÑÔÉ×ÅÒ-ÛÉÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌÉ. äÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ { ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÔÁÔØÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÇÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ ÓÞÅÔÁ. ïÎÁ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑÄÌÑ \ÂÙÓÔÒÏÊ", Ô.Å. ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÒÏÍÏÚÄËÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ,ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ. óÔÒÁÔÅÇÉÉ ÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÏ ËÏÇÄÁ ÏÎÉÕÖÅ �ÒÅÄßÑ×ÌÅÎÙ, ÉÈ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÏ-×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ 9× 9. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÌÉÛØ ×ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ.÷ ÔÒÅÔØÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÉÇÒÙ, ËÏÇÄÁ ÍÕ-ÄÒÅ�ÁÍ ÄÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ { \�ÏÄÓËÁÚËÁ". üÔÉ ×Á-ÒÉÁÎÔÙ ÉÇÒÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,�ÏÄÓËÁÚËÉ ÍÏÇÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (ÓÌÏÖÎÙÈ) ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ×ÏÂÝÅÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÉÇÒÙ.÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÏËÁÚÁÎ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ, ÏÎÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÌÎÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÇÒÁÆÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÍÕÄÒÅ�Ù.á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 20. íÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ G ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G { ÄÅÒÅ×Ï ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÉËÌ Cn, ÇÄÅ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, n > 5.



50 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷2. �ÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ É ÄÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌÉ. ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÊÒÁÂÏÔÅ ÞÅÒÅÚ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑÍÕÄÒÅ�Ù. çÒÁÆ G ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈÄÕÇ. íÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÍÕÄÒÅ�Ï× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ.þÅÒÅÚ H ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �×ÅÔÏ× ÛÌÑ�, H = {0; 1; 2}. þÅÒÅÚCn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÉËÌ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ, Pn { �ÕÔØ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏÕËÁÚÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ É ËÏÎÅÞÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ �ÕÔÉ, ÍÙ �ÉÛÅÍ Pn(AB) ÉÌÉ�ÒÏÓÔÏ P (AB) (�ÒÉ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÎÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ×ÄÏÌØ �ÕÔÉ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ A Ë B).ðÏ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÉÇÒÙ �×ÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÍÕÄÒÅ�, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏÏÔ ÔÅÈ �×ÅÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ×ÉÄÉÔ Õ ÓÏÓÅÄÅÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÕÄÒÅ�Á, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ v, { ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ fv : Hdeg(v) → H .óÔÒÁÔÅÇÉÀ fv ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ deg(v)-ÍÅÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. þÔÏÂÙ �ÏÄ-ÞÅÒËÎÕÔØ Ó�Å�ÉÆÉËÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁËÌÀÞÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÓÔÒÁ-ÔÅÇÉÉ, × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ, ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �Ï ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ 2. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÕÄÒÅ�, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ××ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ, ÍÏÖÅÔ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ \ÞÔÏ ×ÉÖÕ,ÔÏ É ÇÏ×ÏÒÀ", ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ [0 1 2]. á ÅÓÌÉ ÍÕÄÒÅ�v ÉÍÅÅÔ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÅÊ { ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ, ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ



0 1 21 1 11 1 1ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÏÓÅÄ ÓÌÅ×Á ÉÍÅÅÔ ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ 0, ÔÏ ÍÕÄÒÅ� ××ÅÒÛÉÎÅ v ÎÁÚÙ×ÁÅÔ �×ÅÔ ÛÌÑ�Ù �ÒÁ×ÏÇÏ ÓÏÓÅÄÁ, Á ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÓÌÕÞÁÑÈ ÍÕÄÒÅ� v ÎÁÚÙ×ÁÅÔ �×ÅÔ 1. ïÂÙÞÎÏ ÍÙ �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍ ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÉ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÕÄÒÅ�Ù ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÉÌÉ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ, É ÔÏÇÄÁËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÁÔÒÉ�, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÉ. ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ {fv; v ∈ V } ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (ËÏÌÌÅË-ÔÉ×ÎÏÊ) ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ ÍÕÄÒÅ�Ï×.ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ�Ù ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÌÉ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. âÕÄÅÍ ÇÏ-×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ�, ÅÓÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ C : V → H ,Ô.Å. ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v ÇÒÁÆÁ G �ÒÉ�ÉÓÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �×ÅÔ C(v). ÷ ÓÌÕ-ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �×ÅÔ×ÅÒÛÉÎÙ v ÞÅÒÅÚ v. òÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ� ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÍ ÉÌÉ



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 51Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓËÌÁÄÁ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÕÄÒÅ�Ï×, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÑ �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÎÅ ÕÇÁÄÁÌ �×ÅÔ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ v fv(C(u1); : : : ; C(uk)) 6= C(v);ÇÄÅ u1, . . . , uk { Ó�ÉÓÏË ÓÏÓÅÄÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v. åÓÌÉ P { ÜÔÏ �ÕÔØ × ÇÒÁÆÅG (ÉÌÉ �ÉËÌ), ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÓËÌÁÄËÕ ÛÌÑ� × ×ÅÒÛÉÎÁÈ P Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÅÊ�Å�ÏÞËÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÍÕÄÒÅ�Ù, ÓÔÏÑÝÉÅ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÕÔÉP , ÎÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÀÔ (ÄÌÑ �ÉËÌÁ { ×ÓÅ ÍÕÄÒÅ�Ù ÎÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÀÔ).2.1. �ÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁG = 〈V;E〉 ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 3∗G ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ { ÜÔÏ V ×H , Ä×Å×ÅÒÛÉÎÙ (u; i), (v; j) ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁuv ∈ E. çÒÁÆ 3∗G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÔÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏÇÒÁÆÁ G.ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÅ �Å�ÏÞËÉ É ×ÏÏÂÝÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ ÛÌÑ� ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ ÇÒÁÆÅ 3∗G. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓËÌÁÄÁ ÛÌÑ�  = (1; : : : ; `) ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ V = {v1; : : : :v`} ÇÒÁÆÁ G Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ �ÏÄÎÑÔÉÅ(\ÅÇÏ" { ÜÔÏ ÒÁÓËÌÁÄÁ ÛÌÑ� ÉÌÉ ÇÒÁÆÁ G, ËÁË ÈÏÔÉÔÅ) × ÇÒÁÆ 3 ∗ G.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÄÎÑÔÉÅ { ÜÔÏ �ÏÄÇÒÁÆ G ÇÒÁÆÁ 3 ∗G, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊÇÒÁÆÕ G, Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ (vi; i); ×ÅÒÛÉÎÙ (vi; i), (vj ; j) ÓÏÅÄÉ-ÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ vivj { ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁG, ÓÍ. ÒÉÓ. 2. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÁÆ G ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ�× ÔÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.�ÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÂÙÌÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÁÂÏÞÉÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ × ÒÁ-ÂÏÔÅ W. Szzehla [5℄, ÇÄÅ Á×ÔÏÒ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 4, Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁÔÝÁÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ �Å�ÏÞÅË.
- �

R

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 8 ÎÉÖÅ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔ-ÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ ×ÉÚÕÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ �Å-�ÏÞÅË { × ×ÉÄÅ �ÕÔÅÊ íÏ�ËÉÎÁ. ðÕÔØ íÏ�ËÉÎÁ { ÜÔÏ(ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ) ÌÏÍÁÎÁÑ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅÚ×ÅÎØÑ ÉÄÕÔ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ, �ÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Ó�ÒÁ×Á.ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ�Ù, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÕÔÉ A1A2 : : : An, �ÏÌÕÞÉ-ÌÉ ÛÌÑ�Ù 1, 2, . . . n, ÇÄÅ i ∈ {0; 1; 2} �ÒÉ ×ÓÅÈ i. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÜÔÏÔ ÒÁÓ-ËÌÁÄ ÛÌÑ� × ×ÉÄÅ �ÕÔÉ íÏ�ËÉÎÁ. îÁÞÁÌÏ �ÕÔÉ �ÏÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞËÕ (1; 1)ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 3 ËÁÖÄÙÊ ÏÓÔÁ-ÔÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ −1, 0 ÉÌÉ 1.



52 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷
6

-01201ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÉÍ�ÕÔØ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ÅÓÌÉ ÕÖÅ�ÏÓÔÒÏÅÎÁ i-Ñ ÔÏÞËÁ �ÕÔÉ, ÔÏ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ Ú×ÅÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ →, ÅÓÌÉ i+1 = i;
ց, ÅÓÌÉ i+1 = i − 1 mod 3; É ր, ÅÓÌÉi+1 = i+1 mod 3. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n = 9ÒÁÓËÌÁÄÕ ÛÌÑ� 122021200 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÕÔØ íÏ�ËÉÎÁ Ó�ÒÁ×Á.2.2. äÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ L(G) ÒÅÂÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G { ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ L(G) ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÕ ÇÒÁÆÁ G, Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ L(G) ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁ × ÇÒÁÆÅ G ÓÍÅÖ-ÎÙ.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÇÒÁÆ G { ÜÔÏ �ÕÔØ P = Pn (ÉÌÉ �ÉËÌ Cn). òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÇÒÁÆ G[9℄ = L(3∗G). åÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ { ÜÔÏ �ÁÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÍÕÄÒÅ�Ï×× ÇÒÁÆÅ G Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÕÄÒÅ�Á �×ÅÔÁ (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ�×ÅÔ ÅÇÏ ÛÌÑ�Ù). çÒÁÆ G[9℄ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÄÅ×ÑÔÉ-×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. ëÁÖÄÏÍÕ �ÕÔÉ T × ÇÒÁÆÅ 3 ∗ G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÕÔØ T̃ × ÇÒÁÆÅ G[9℄, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÄÎÑÔÉÅÍ�ÕÔÉ T . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ�  ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍ �ÕÔÉ P ÚÁÄÁÅÔ�ÏÄÎÑÔÉÅ P × ÇÒÁÆÅ 3 ∗G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ�ÏÄÎÑÔÉÅ P̃ × ÇÒÁÆÅ G[9℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓËÌÁÄÙ ÛÌÑ� × ÇÒÁÆÁÈ PÉ Cn ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ �ÕÔÑÍÉ × ÇÒÁÆÅ G[9℄ (ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 1. ðÕÔØ P É ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ�  ÎÁ ÎÅÍ.÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍÄÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÒÅÂÅÒÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆ G[9℄ ÇÒÁÆÁ 3∗G, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G[9℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÅÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ 3 ∗ G. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ × ÇÒÁÆÅ G ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 9 ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ 3∗GÉ 9 ×ÅÒÛÉÎ × ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÅ G[9℄. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G[9℄, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÍÕÄÒÅ�Ï×, Ô. Å. ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÇÒÁÆÁG, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÅÍ. �ÁË, 9 ×ÅÒÛÉÎ AiBj , ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÌÅ×ÏÍ
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òÉÓ. 2. ðÕÔØ P { �ÏÄÎÑÔÉÅ ÒÁÓËÌÁÄÁ  × ÇÒÁÆ 3 ∗ P .ÓÔÏÌÂ�Å ÒÉÓ. 3, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÌÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÁÒÅ ÍÕÄÒÅ�Ï× A, BÎÁ ÒÉÓ. 1.ï�ÉÛÅÍ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ G[9℄. ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁG ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G[9℄, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ u { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G, v1, v2,. . . , vk { (ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ É (�; �1; : : : ; �k){ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �×ÅÔÏ×. �ÏÇÄÁ �ÁÒÙ (u; �), (v1; �1), . . . , (vk; �k)ÓÕÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ 3 ∗ G, Á ÞÅÔ×ÅÒËÉ ×ÉÄÁ ((u; �); (vi; �i)) { ×ÅÒÛÉ-ÎÙ G[9℄. çÉ�ÅÒÒÅÂÒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ u, ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (k + 1)×ÅÒÛÉÎ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ G[9℄

((u; �); (v1; �1)); ((u; �); (v2; �2)); : : : ; ((u; �); (vk ; �k)):äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÏ × ×ÉÄÅ
((u; �); (v1; �1); : : : ; (vk; �k)︸ ︷︷ ︸ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ Ó�ÉÓÏË �ÁÒ): (1)ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÂÒÁÌÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ f . õÄÁÌÉÍ ÉÚ ÇÉ�ÅÒÇÒÁ-ÆÁ G[9℄ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� u ×ÉÄÉÔ ÎÁ ÍÕÄÒÅ�Å v1�×ÅÔ �1, ÎÁ ÍÕÄÒÅ�Å v2 { �×ÅÔ �2, . . . , ÎÁ ÍÕÄÒÅ�Å vk { �×ÅÔ �k, É �ÒÉÜÔÏÍ �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÇÏ×ÏÒÉÔ �×ÅÔ � = fu(�1; : : : ; �k). �ÏÇÄÁ ÕÄÁÌÉÍ ÉÚÇÒÁÆÁ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÏ ((u; �); (v1; �1); : : : ; (vk; �k)). �ÁËÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �ÒÏ-ÄÅÌÁÅÍ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ u É ×ÓÅÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÔÁÍÉ �×ÅÔÏ× (�1; : : : ; �k).ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÇÒÁÆÁ G ÄÌÑÓÔÒÁÔÅÇÉÉ f É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G[9℄f .åÓÌÉ ÚÁÄÁÎ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ�  ÄÌÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ f ÎÁ ÇÒÁ-ÆÅ G, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÕËÁÚÁÎ �×ÅÔ ÛÌÑ�Ù v , ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉ
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òÉÓ. 3. ðÕÔØ P̃ × ÄÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ P [9℄.ÜÔÏÍ ÎÉ ÏÄÉÎ ÍÕÄÒÅ� ÎÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ �×ÅÔ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍÓ �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓËÌÁÄÁ  Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÄÎÑÔÉÅ ÇÒÁÆÁ G × G[9℄f .äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÄÎÉÍÅÍ G × ÇÒÁÆ 3 ∗ G, �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÄÇÒÁÆ GÇÒÁÆÁ 3 ∗ G. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ×ÚÑÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ�, ÄÌÑÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G É ÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÅÒ ×ÉÄÁ (1)ÎÅ ÂÙÌÏ ÕÄÁÌÅÎÏ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÁ G[9℄f . ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÙÂÉÒÁÑ ÒÅÂÒÁÇÒÁÆÁ G × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ, Á ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁG ×ÉÄÁ (1) × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÉ�ÅÒÒÅÂÅÒ, ÍÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÊ ÇÉ�ÅÒ�ÏÄÇÒÁÆ G̃ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ G[9℄f , ËÏÔÏÒÙÊ É ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÄÎÑÔÉÅÍÇÒÁÆÁ G × G[9℄f .



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 55ìÅÍÍÁ 5. óÔÒÁÔÅÇÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÔ ÒÁÓËÌÁÄ �×ÅÔÏ×, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ �ÏÄÎÑÔÉÅ ÇÒÁÆÁ G × ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆ G[9℄f .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �Ï, ÞÔÏ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ� �ÏÄÎÉÍÁ-ÅÔÓÑ × ÇÒÁÆ G[9℄f , ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÒÉÌÉ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÉ�ÅÒ�ÏÄÇÒÁÆÁ �G × ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÅ G[9℄f ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ × ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ G, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÊ �ÒÏ-ÅË�ÉÉ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ G ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÎÅÅÒÅÂÒÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÏ × ÇÒÁÆÅ G[9℄f , ÔÏ �ÏÄ-ÇÒÁÆ �G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ� ÎÁ ÇÒÁÆÅ G, Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊÓÔÒÁÔÅÇÉÀ f . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆ �G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÎÑÔÉÅÍ ÇÒÁÆÁ G × G[9℄fÓ �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓËÌÁÄÁ ÛÌÑ�. �ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G = P Ó ÒÁÓËÌÁÄÏÍ ÛÌÑ� ÎÁ ÒÉÓ. 1 (×ÅÒÛÉ-ÎÙ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ) ×ÙÂÒÁÎÙ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÍÕÄÒÅ�Ï× BÉ C fB = 

1 0 01 2 12 2 0 ; fC = 


2 1 10 0 02 1 1 : (2)�ÏÇÄÁ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÁ P [9℄f , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÕ ÇÒÁÆÁ L(3 ∗ P )ÎÁ ÒÉÓ. 2, �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 4. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ� ÎÁ ÒÉÓ. 1 ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÙÊ ÄÌÑ ÍÕÄÒÅ�Ï× (ÍÕÄÒÅ� C ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ �×ÅÔ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù �ÏÓÔÒÁÔÅÇÉÉ f), ÜÔÏÔ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ� ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÏÄÎÑÔÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏÇÒÁÆÁ P × ÇÒÁÆ P [9℄f { ÒÅÂÒÏ (B2C1){(C1D2), ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÜÔÏÍ �ÏÄÎÑÔÉÉ, × ÇÒÁÆÅ P [9℄f ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ.2.3. �ÅÎÚÏÒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ É �ÏÄÓÞÅÔ ÞÉÓÌÁ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ ÒÁÓËÌÁÄÏ×.ðÕÓÔØ u { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G, v1, v2, . . . , vk { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ. ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ uvi ÇÒÁÆÁ G ÚÁÄÁÅÔ ÓÌÏÊ Vi, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊÉÚ 9 ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G[9℄f ×ÉÄÁ w(i) = (u; �)(vi; �), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ  = (�; �) ∈H×H ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ �ÁÒÙ �×ÅÔÏ×. ðÏÓÔÒÏÉÍ \ÔÅÎÚÏÒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ"M (u),Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÊ, × ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ(w(1)1 ; w(2)2 ; : : : ; w(k)k ) ∈ V1×V2×· · ·×Vk; ÇÄÅ ×ÓÅ i = (�i; �i) ∈ H×H;
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òÉÓ. 4. çÒÁÆ P [9℄f ÄÌÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ f , ÚÁÄÁÎÎÏÊÆÏÒÍÕÌÏÊ (2).�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G[9℄f . ðÕÓÔØ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀM (u)12:::k=




1; ÅÓÌÉ �1 = �2 = · · · = �k É �ÒÉ ÜÔÏÍ((u; �1); (v1; �1); : : : ; (vk; �k)){ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G[9℄f ,0; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ �ÒÉ k = 2 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ Ä×Õ-ÄÏÌØÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÓÌÏÑÍÉ ÇÒÁÆÁG[9℄f . îÁ ÒÉÓ. 5 �ÏËÁÚÁÎ �ÒÉÍÅÒ ÍÁÔÒÉ�Ù M (B), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ×ÅÒÛÉÎÅ B ÇÒÁÆÁ P (ÒÉÓ. 1) É ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ f ÉÚ (2), ÏÎÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÏÅ× AB É BC ÇÒÁÆÁ P [9℄f , ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 4.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÕÀ ÄÅÔÁÌØ: × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ M (u)12:::k ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× i = (�i; �i) �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ u Ë ÅÅ ÓÏÓÅÄÑÍ: �i { ÜÔÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ �×ÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙu, Á �i { �×ÅÔ ÓÏÓÅÄÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ vi. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÍÁ-ÔÒÉ�ÁÍÉ ÕÄÏÂÎÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÔØ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù �ÁÒÁÍÉ�×ÅÔÏ×  = (�; �) ∈ H ×H ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5, Ô. Å. ËÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 5700 01 02 10 11 12 20 21 22000102101112202122



1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 1 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 11 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 11 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 1 1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1

òÉÓ. 5. íÁÔÒÉ�Á M (B) { ÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏÑ ABÇÒÁÆÁ P [9℄f ÓÏ ÓÌÏÅÍ BC. éÎÄÅËÓÁ�ÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÕÓËÁÎÉÅÍ ÂÕË× ÉÚ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ ×ÅÒÛÉÎ.�ÁÒÁÍÅÔÒ 1 = (�1; �1) ÚÁÄÁÎ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ ÓÏÓÅÄÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë×ÅÒÛÉÎÅ u (ÎÁ ÒÉÓ. 5 { × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A Ë ×ÅÒÛÉÎÅ B).äÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ  = (�; �) �ÏÌÏÖÉÍ ∗ = (�; �).åÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ u É v ÇÒÁÆÁ G ÚÁÄÁÎÙ ÔÅÎÚÏÒÙÓÍÅÖÎÏÓÔÉ M (u)12:::k É M (v)′1′2:::′` , ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÒÅÄÉ ÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× �ÒÉ-ÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÉÎÄÅËÓÙ j = (�u; �v) É ′j = (�v; �u) = ∗i , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ ÒÅÂÒÕ uv. �ÁËÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÉÓÑ.ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÉÓ. 4, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �Ï-ÓÔÒÏÉÌÉ ÔÁËÖÅ ÍÁÔÒÉ�Õ M (C), Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÕÀ ÓÍÅÖÎÏÓÔØ ÓÌÏÅ× BC ÉCD. ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ M (B)1;2M (C)∗2 ;3 �Ï �Ï×ÔÏÒÑÀÝÅÍÕÓÑ ÉÎ-ÄÅËÓÕ 2, Ô. Å. ×ÙÞÉÓÌÑÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� M (B)M (C), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÍÁÔÒÉ�Õ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅG[9℄f , ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ÓÌÏÑ AB Ë ÓÌÏÀ CD. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ �ÕÔØ { ÜÔÏ Ï�ÒÏ-×ÅÒÇÁÀÝÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G = P ÎÁ ÒÉÓ. 1, Ô. Å. ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ�, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÁ ÍÕÄÒÅ�Á B É C ÎÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÀÔ �×ÅÔ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó×ÅÒÔËÉ ÔÅÎÚÏÒÏ× ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ�ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ ÒÁÓËÌÁÄÏ× ÛÌÑ�. îÁ�ÒÉÍÅÒ



58 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷×Ù�ÉÛÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÏ× ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ �Ï ×ÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ É ×ÓÅ-×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏ×:M (u)12:::kM (v)′1′2:::′` : : :ïÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÌØËÏ ÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊ (ÎÉÖÎÉÊ) ÉÎÄÅËÓ�Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ { �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÉÓÑ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍÌÉÛØ ÉÎÄÅËÓÙ  ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÏÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÁÓËÌÁÄ �×ÅÔÏ× ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ. ðÒÏ×ÏÄÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ�Ï ×ÓÅÍ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ (ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÏÍÎÏÖÅÓÔ×Õ H×H) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÌÎÕÀ Ó×ÅÒÔËÕ ÔÅÎÚÏÒÏ× ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ
∑M (u)12:::kM (v)′1′2:::′` : : :÷ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ u, v, . . . { Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G. ðÕÓÔØÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÍÕÄÒÅ�Ï× f É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ u ÚÁÄÁÎ ÔÅÎ-ÚÏÒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ × ÇÒÁÆÅ G[9℄f . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÎÕÀ Ó×ÅÒÔËÕ ÔÅÎÚÏÒÏ×ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎN = ∑M (u)12:::kM (v)′1′2:::′` : : : (3)÷ ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ É ÍÙ �ÒÅÄ-�ÏÌÁÇÁÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ, �Ï ×ÓÅÍ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ (ËÁÖÄÙÊÉÚ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÉÎÄÅËÓÏ× �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ H × H). �Ï-ÇÄÁ N ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ ÒÁÓËÌÁÄÏ× ÛÌÑ� ÄÌÑ ÓÔÒÁ-ÔÅÇÉÉ f .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ: Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÅ ÒÁÓ-ËÌÁÄÙ ÛÌÑ� ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ (Á ËÁ-ÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÏ 1).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ� ÄÁÅÔ ÕÎÉ-ËÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �×ÅÔÏ× �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ G. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÁ × G[9℄f É ÔÅÎÚÏÒÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ u ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï M (u)12:::k = 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕÏ�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÅÍÕ ÒÁÓËÌÁÄÕ ÛÌÑ� × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1. é ÎÁÏÂÏ-ÒÏÔ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ u ÕËÁÚÁÔØ �×ÅÔ ÅÅ É ÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ× ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏM (u)12:::k = 1, ÔÏ ÜÔÏÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ �×ÅÔÏ× ÎÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÓËÒÁÓËÕ



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 59×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, Ô. Å. ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ�. ïÎ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÍ. �ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × 9-×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ G = Ck+1, Ô.Å. ÇÒÁÆ G { ÜÔÏ �ÉËÌ AS1S2 : : : Sk.ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� A ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ A, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÕÄÒÅ�ÙÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ S, ÇÄÅA = 

0 1 10 1 01 1 0 ; S = 


2 1 10 0 02 1 1 : (4)�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ k + 1 Ï�ÒÏ-×ÅÒÇÁÀÝÉÈ �Å�ÏÞÅË ÎÁ ÇÒÁÆÅ G, É ×ÓÅ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÍÕÄÒÅ�Õ A ÛÌÑ�Õ�×ÅÔÁ 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. CÔÒÁÔÅÇÉÉ A É S �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÄÌÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ ÍÕÄÒÅ�Ï×, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ Õ ÍÕÄÒÅ�Á A ÌÅ-×ÙÍ ÓÏÓÅÄÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÄÒÅ� Sk, Á �ÒÁ×ÙÍ { ÍÕÄÒÅ� S1, Õ ÍÕÄÒÅ�Á S1ÌÅ×ÙÍ ÓÏÓÅÄÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÄÒÅ� A, Á �ÒÁ×ÙÍ { ÍÕÄÒÅ� S2 É Ô. Ä. Õ ÍÕ-ÄÒÅ�Á Sk ÌÅ×ÙÍ ÓÏÓÅÄÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÄÒÅ� Sk−1, Á �ÒÁ×ÙÍ { ÍÕÄÒÅ� A.óÔÒÁÔÅÇÉÑÍ A É S ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù × 9-×ÅÒÛÉÎ-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.

A=


0 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 10 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 11 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 1



; S=


1 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 1 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 11 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 1



:
íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� Sk �ÏÄÞÉÎÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. íÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×Å-ÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ k > 3
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Sk = 



1 1 1 k − 1 0 0 0 k − 1 k − 10 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 0 0k − 2 k − 2 k − 2 k2−3k+42 1 1 1 k2−3k+42 k2−3k+421 1 1 k − 1 0 0 0 k − 1 k − 11 1 1 k − 1 0 0 0 k − 1 k − 10 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 1 1



:
�ÏÇÄÁ

ASk =
00 01 02 10 11 12 20 21 22000102101112202122




0 0 0 1 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 k 0 0 0 k k0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 k − 1 0 0 0 k − 1 k − 11 1 1 k 0 0 0 k k1 1 1 k 0 0 0 k k0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 k 0 0 0 k k



(5)
(ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÌÉ Ë ÍÁÔÒÉ�Å ÉÎÄÅËÓÁ�ÉÀ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ-�Ï×  �ÏÍÏÝØÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×  = (�; �) ∈ H ×H).÷ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉ� ASk ÉÎÄÅËÓÁ�ÉÑ ÓÔÒÏË \ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ" ÏÔÍÁÔÒÉ�Ù A, �ÁÒÁÍÅÔÒ ÓÔÒÏËÉ (�; �) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÒÁÓËÌÁÄ�×ÅÔÏ× ÛÌÑ� ÎÁ ÒÅÂÒÅ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÍ ×ÌÅ×Ï ÏÔ A, Ô. Å. ÎÁ ÒÅÂÒÅ SkA.á ÉÎÄÅËÓÁ�ÉÑ ÓÔÏÌÂ�Ï× \ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ" ÏÔ ÍÁÔÒÉ�Ù S, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ�ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÍÕÄÒÅ�Õ Sk, ÚÄÅÓØ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÓÔÏÌÂ�Á (�; �) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÊ ÒÁÓËÌÁÄ �×ÅÔÏ× ÛÌÑ� ÎÁ ÒÅÂÒÅ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÍ ×�ÒÁ×Ï ÏÔ Sk, Ô. Å.ÔÏÖÅ ÎÁ ÒÅÂÒÅ SkA. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù
ASk ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á \ÚÁ�ÉËÌÉ×ÛÉÈÓÑ" Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ �Å�ÏÞÅËÎÁ ÇÒÁÆÅ Ck+1 ÄÌÑ �ÒÅÄßÑ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ.�ÁË, ÅÄÉÎÉ�Á, ÓÔÏÑÝÁÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ 1 = (0; 2), 2 = (0; 2)(ÏÎÁ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔÁ), ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ �Å�ÏÞËÁ, ËÏÔÏÒÁÑÄÁÅÔ ÍÕÄÒÅ�Õ A �×ÅÔ 2, Á ÓÏÓÅÄÎÅÍÕ ÍÕÄÒÅ�Õ Sk { �×ÅÔ 0 (ÔÁËÉÅ �Å-�ÏÞËÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÒÅÂÒÁ (Sk)0A2 × ÓÍÙÓÌÅ ÔÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 61É, ÏÂÏÊÄÑ ËÒÕÇ, ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÀÔÓÑ, Ô. Å. ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÒÅ-ÂÒÏÍ). äÒÕÇÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ { ÞÉÓÌÏ k { ÓÔÏÉÔ ÎÁÍÅÓÔÅ (22)(22) É ÔÏÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �Å�ÏÞËÅ, ÄÁÀÝÅÊ ÍÕÄÒÅ�Õ A ÛÌÑ-�Õ �×ÅÔÁ 2. �2.4. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ SAT. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ ×Ï-�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÁ ÇÒÁÆÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ×Ù-�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏÓ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÓÔÏÌ-ËÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ Ó ÎÕÌÅÍ: ÅÓÌÉ N = 0, ÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÁÌÉ, ÁÅÓÌÉ N 6= 0 { ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÁÌÉ.úÁÍÅÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÝÅÍÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÕÄÒÅ�Ï× f . äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ u, ÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ v1, . . . , vk ×ÇÒÁÆÅ G, �×ÅÔÁ � É ËÏÍ�ÌÅËÔÁ �×ÅÔÏ× � = (�1; : : : ; �k) ÄÌÑ ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎÚÁ×ÅÄÅÍ ÂÕÌÅ×Õ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ m(u)�;�. ðÕÓÔØ ÜÔÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÕÄÒÅ� × ×ÅÒÛÉÎÅ u ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ �ÒÉ ÔÁ-ËÏÍ ÒÁÓËÌÁÄÅ �×ÅÔÏ×, Ô.Å. ËÏÇÄÁ f(�) = � (ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �, �×ÍÅÓÔÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× , ÍÙ \ÏÔÓÅËÁÅÍ" ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÁÓÍÅÖÎÏÓÔÉ). þÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌËÁËÏÊ-ÔÏ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÎÕÖÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏËÏÍ�ÌÅËÔÁ �×ÅÔÏ× � ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ m(u)0;� , m(u)1;�, m(u)2;� ÉÍÅÌÁÌÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅ
∧u;�((

¬m(u)0;�∨¬m(u)1;�∨¬m(u)2;�)
∧

(m(u)0;�∨m(u)1;�)
∧

(m(u)0;�∨m(u)2;�)
∧

(m(u)1;�∨m(u)2;�))(6)×ÓÅÇÄÁ ÂÙÌÏ ÉÓÔÉÎÎÙÍ. ìÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ (3)
∨(m(u)�;�1;:::;�k ∧m(v)�′;�′1;:::;�′` ∧ : : :) (7)ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ \ÌÏÖØ", ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓËÌÁÄÁ ÛÌÑ�ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØm(u)�;�1;:::;�k × ËÁÖÄÏÊ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ ÏËÁÖÅÔÓÑÌÏÖÎÙÍ. üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ ÒÁÓËÌÁÄÏ×,Ô.Å. ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÓÔÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (6) É ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (7) ÏÂÁ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÉÓÔÉÎ-ÎÙÍÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×Ï�ÒÏÓ Ï �ÏÉÓËÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÍÕÄÒÅ�Ï× Ó×ÅÄÅÎ Ë ÚÁ-ÄÁÞÅ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (SAT). éÍÅÎÎÏ ÜÔÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ



62 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷ÍÙ ÎÁÛÌÉ ×ÓÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, �ÒÅÄßÑ×ÌÅÎÎÙÊ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ.÷ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ SAT-ÓÏÌ×ÅÒÏÍ lingeling, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ �ÏÄ ÒÕËÏ-×ÏÄÓÔ×ÏÍ A. Biere (Institute for Formal Models and Veri�ation, Austria)(http://fmv.jku.at/lingeling/~).ðÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó \ÎÁÉ×ÎÙÍ" �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÅÎ. �ÁË, ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÁ �ÉËÌÅ Cn ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ3× 3, ËÁË ÎÁ�ÒÉÍÅÒ × ÆÏÒÍÕÌÅ (4). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 39 ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÁËÉÈ ÍÁ-ÔÒÉ�, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÎÙÊ �ÅÒÅÂÏÒ ÄÌÑ �ÉËÌÁ Cn �ÏÔÒÅÂÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ39n ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ÷ ÓÌÕÞÁÅ SAT-�ÏÄÈÏÄÁ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ 33 = 27 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈm(u)�;� ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ u, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó 33n �ÅÒÅÍÅÎÎÙ-ÍÉ.3. �ÅÏÒÉÑ �ÏÄÓËÁÚÏË.3.1. ðÏÄÓËÁÚËÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ \�ÏÄÓËÁÚËÉ",Ô.Å. �ÕÂÌÉÞÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÏÍÏÞØ ÍÕÄÒÅ�ÁÍ. ðÏÄÓËÁÚËÁ { ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ�ÒÁ×ÉÌÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �×ÅÔÏ× ÛÌÑ�, ÉÌÉÍÅÎÑÀÝÅÅ �ÏÒÑÄÏË �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÅÓÔÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ ÍÕÄÒÅ�ÁÍ�ÅÒÅÄ ÓÏ×ÅÝÁÎÉÅÍ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Ï �ÏÄÓËÁÚËÅ × ÍÏÍÅÎÔ ÓÏ×ÅÝÁÎÉÑÂÕÄÕÔ ÚÎÁÔØ ×ÓÅ: É ÍÕÄÒÅ�Ù, É ×ÅÄÕÝÉÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÉÄÙ �ÏÄÓËÁÚÏË.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ�ÏÄÓËÁÚËÉ éÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÓÏÏÂÝÁÅÍÁÑ �ÒÉ �ÏÄÓËÁÚËÅ2A íÕÄÒÅ�Õ A ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÒÁÚÕ Ä×Á �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï �×ÅÔÅ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�ÙA− 1 íÕÄÒÅ� A �ÏÌÕÞÉÔ ÛÌÑ�Õ ÌÉÛØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ�×ÅÔÏ× É ÜÔÉ �×ÅÔÁ ÚÁÒÁÎÅÅ Ñ×ÎÏ ÎÁÚ×ÁÎÙA = B íÕÄÒÅ�Ù A É B �ÏÌÕÞÁÔ ÛÌÑ�Ù ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ�×ÅÔÁA 6= B íÕÄÒÅ�Ù A É B �ÏÌÕÞÁÔ ÛÌÑ�Ù ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×A∗ íÕÄÒÅ� A �ÏÌÕÞÉÔ ÛÌÑ�Õ ÌÉÛØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ�×ÅÔÏ×; ÜÔÉ �×ÅÔÁ ÅÍÕ ÓÏÏÂÝÁÔ × ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÄÅ-×ÁÎÉÑ ÛÌÑ�ÙåÓÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ i ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ �×ÅÔ, ÔÏ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ �ÏÄÓËÁÚËÕ A − 1, ÓÏÏÂÝÁÀÝÕÀ, ÞÔÏ ÍÕÄÒÅ�Õ A ÎÅ ÄÁÄÕÔ ÛÌÑ�Õ�×ÅÔÁ i, ÞÅÒÅÚ A− {i}.ðÏ �Ï×ÏÄÕ �ÏÄÓËÁÚÏË ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÄÕÝÉÊ ×ÓÅÇÄÁ ÉÇÒÁÅÔ �ÒÏ-ÔÉ× ÍÕÄÒÅ�Ï×, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÔØ



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 63ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ� É ÄÁÔØ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÎÕÀ �ÏÄÓËÁÚËÕ, ÞÔÏÂÙ ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏ-ÉÇÒÁÌÉ, ÏÎ ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÏ ÔÁË É �ÏÓÔÕ�ÉÔ.÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄÓËÁÚËÉ A∗ ÍÕÄÒÅ�Ù �Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÓÏ×ÅÝÁÎÉÑ ÆÉËÓÉÒÕ-ÀÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Õ ×ÓÅÈ, ËÒÏÍÅ A. íÕÄÒÅ� A �ÏÌÕÞÁÅÔ × ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÅ ÔÒÉÓÔÒÁÔÅÇÉÉ { �Ï ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �×ÅÔÁ.3.2. ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ × ÉÇÒÅ Ó �ÏÄÓËÁÚËÁÍÉ. ÷ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÍÕÄÒÅ�Ï× Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A 6= B, A = B É A − 1 Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÌÅÍÍÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉÍÕÄÒÅ�Ï×, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ. èÏÔÑ ÎÁÊÔÉ ÉÈ É ÎÅ ÔÁË�ÒÏÓÔÏ, ÎÏ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ, �ÏÞÔÉ ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÁ, É × ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ \ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ"ÜÔÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ.ìÅÍÍÁ 8. îÁ ÇÒÁÆÅ Pn(AB) (n > 2) Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A 6= B ÉÌÉ A = BÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÁ ÇÒÁÆÅ Pn(AB) Ó�ÏÄÓËÁÚËÏÊA 6= B, n > 2. ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ�Ù A É B ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀA = B = [1 2 0]. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ n = 2 ÜÔÏ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑÓÔÒÁÔÅÇÉÑ. ðÒÉ n > 2 �ÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n − 2 ÍÕÄÒÅ�Ï×ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ S = 


1 1 01 2 20 2 0 :âÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ ÛÌÑ� × ×ÉÄÅ �ÕÔÅÊ íÏ�ËÉ-ÎÁ. îÁÌÉÞÉÅ �ÏÄÓËÁÚËÉ A 6= B ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÕÔØ íÏ�ËÉÎÁ, ÎÁÞÁ×ÛÉÊ-ÓÑ × ÔÏÞËÅ (1; 1), ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ × ÔÏÞËÅ ×ÉÄÁ (n; 1 +3k). äÌÑÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ �ÕÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ × ÔÏÞËÅ (n; 1).ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÍÕÄÒÅ� A ÚÁ×ÅÄÏ-ÍÏ ÕÇÁÄÁÅÔ �×ÅÔ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù, ÅÓÌÉ �ÕÔØ íÏ�ËÉÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÉÓ-ÈÏÄÑÝÅÇÏ Ú×ÅÎÁ ց. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÕÄÒÅ� B ÕÇÁÄÁÅÔ �×ÅÔ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù,ÅÓÌÉ �ÕÔØ íÏ�ËÉÎÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍ Ú×ÅÎÏÍր. þÔÏ ËÁÓÁÅÔ-ÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÕÄÒÅ�Ï×, ÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ×ÅÓØÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ËÁÖÄÙÊÉÚ ÎÉÈ ÕÇÁÄÁÅÔ, ÅÓÌÉ �ÕÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ×ÉÄÁ; ÉÌÉ : (8)äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ S. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÏÄÎÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ: ÎÏÌØ, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÌÅ×ÏÍ



64 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÍÁÔÒÉ�Ù S, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �Å�ÏÞËÁ �×ÅÔÏ× 2, 0, 0 ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÁÑ ÄÌÑ ÍÕÄÒÅ�Ï×, ÏÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÆÒÁÇÍÅÎÔÕ × Ó�É-ÓËÅ (8).íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÕÔØ íÏ�ËÉÎÁ, ×ÅÄÕÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ (1; 1)× ÔÏÞËÕ (n; n), ÇÄÅ 1 6= n, ÌÉÂÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ Ú×ÅÎÁ ց,ÌÉÂÏ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍ Ú×ÅÎÏÍր, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ×ÉÄÁ(8). üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ �ÕÔØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ×ÏÓÈÏÄÑÝÅ-ÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁր É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ (8), ÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÆÒÁÇÍÅÎÔÙ �ÕÔÉ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ É �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ �ÅÒ×ÙÊ ÆÒÁÇ-ÍÅÎÔ �ÕÔÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ →, ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ �ÕÔÉ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÌÉÂÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ (ÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ �ÕÔØ ÎÁÍ ÎÅ�ÏÄÈÏÄÉÔ), ÌÉÂÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ, É ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ�ÒÏ×ÅÒÉÌÉ, ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÔÏÖÅ ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄÓËÁÚËÉ A 6= B ÄÌÑ �ÒÅÄßÑ×ÌÅÎÎÏÊ ÓÔÒÁ-ÔÅÇÉÉ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÅÇÏ ÒÁÓËÌÁÄÁÛÌÑ�.÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄÓËÁÚËÉ A = B �ÒÉ n = 2 ÍÕÄÒÅ�Ù, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÂÅÖÄÁ-ÀÔ. ðÒÉ n > 2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ) ÓÏÓÅÄÁ ÍÕÄÒÅ�Á B ÞÅÒÅÚ D.�ÏÇÄÁ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ, ÅÓÌÉ B ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ \þÔÏ ×É-ÖÕ Õ D, ÔÏ É ÇÏ×ÏÒÀ", Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÕÄÒÅ�Ù ÉÇÒÁÀÔ ÎÁ �ÕÔÉ P (A;D)�Ï ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ �ÏÄÓËÁÚËÉ A 6= D. �ìÅÍÍÁ 9. îÁ �ÉËÌÅ Cn (n > 3) Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A− 1 ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ-×ÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÏÄÓËÁÚËÁ A−{2}. ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� A ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ A, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÕÄÒÅ�Ù ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÀ S ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅÍÍÅ 7, ×ÓÅ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÅ �Å�ÏÞËÉÎÁÚÎÁÞÁÀÔ ÍÕÄÒÅ�Õ A ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ 2, ÞÔÏ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÏ �ÏÄÓËÁÚËÏÊ. �çÒÁÆ G Ó �ÏÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ A ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ GA. îÁÚÏ×ÅÍÓÕÍÍÏÊ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× GA1 É GB2 ÇÒÁÆ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉ-ÅÍ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ A É B ÓÏ×ÍÅÝÅÎÙ. óÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈÇÒÁÆÏ× G1 É G2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÛÉÎÙ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÕÍÍÕ �Ï-ÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× GA1 +GA2 , ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ G1+A G2.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÕÄÒÅ� B, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ××ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ G′, �ÏÌÕÞÉÌ �ÏÄÓËÁÚËÕ B − 1, ÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀÎÅÓÌÏÖÎÏÇÏ ÔÒÀËÁ ÏÎ ÍÏÖÅÔ \�ÅÒÅÄÁÔØ" ÜÔÕ �ÏÄÓËÁÚËÕ Ó×ÏÅÍÕ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÓÏÓÅÄÕ { ÍÕÄÒÅ�Õ A, Ô.Å. \�ÒÏÔÏÌËÎÕÔØ" �ÏÄÓËÁÚËÕ ×ÎÕÔÒØ



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 65ÇÒÁÆÁ. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÕÄÒÅ�Ï×ÎÁ ÇÒÁÆÅ G′ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÁÇÒÁÆÅ G = G′ \ {B} Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A− 1.ìÅÍÍÁ 10 (ï \�ÒÏÔÁÌËÉ×ÁÎÉÉ" �ÏÄÓËÁÚËÉ). ðÕÓÔØ G { ÇÒÁÆ, ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÏÍ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A − 1. �ÏÇÄÁ ÍÕÄÒÅ�Ù ×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G′ = G+A P2(AB) Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ B − 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f { ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÁ ÇÒÁÆÅ G Ó �ÏÄ-ÓËÁÚËÏÊ A − {2}. úÁÄÁÄÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÕÄÒÅ�Ï× F ÎÁ ÇÒÁÆÅ G′ Ó �ÏÄ-ÓËÁÚËÏÊ B−{2}. ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� B ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ [0 0 1℄, ÍÕÄÒÅ�Ù ÉÚG \ {A;B} ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ f . úÁÄÁÄÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÕÄÒÅ�Á A:ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÛÌÑ�  = (B ; CG) Õ ÓÏÓÅÄÅÊ ÍÕÄÒÅ�Á A (ÇÄÅ B{ �×ÅÔ ÛÌÑ�Ù ÍÕÄÒÅ�Á B, CG { Ó�ÉÓÏË �×ÅÔÏ× ÛÌÑ� ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊÍÕÄÒÅ�Á A × ÇÒÁÆÅ G) �ÏÌÏÖÉÍFA(B ; CG) = {2; ÅÓÌÉ B = 0;fA(CG); ÅÓÌÉ B = 1:åÓÌÉ B = 0, ÔÏ �ÒÉ A = 2 ÕÇÁÄÁÌ A, Á �ÒÉ A 6= 2 ÕÇÁÄÁÌ B. åÓÌÉ ÖÅB = 1, ÔÏ ÍÕÄÒÅ� B �ÒÉ A = 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ A ×ÉÄÉÔ, ÞÔÏ B = 1, ÔÏÅÍÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÁ ×ÓÅÈ ÒÁÓËÌÁÄÁÈ, ÇÄÅÕ ÍÕÄÒÅ�Á A ÛÌÑ�Á ÎÅ �×ÅÔÁ 2. üÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÇÒÏÊ A É ÏÓÔÁÌØÎÙÈÍÕÄÒÅ�Ï× �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ f . �3.3. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÏÄÓËÁÚËÉ A− 1 Ë ÓÕÍÍÅ ÇÒÁÆÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ GA0 , GA1 É GA2 ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ ÉÇÒ Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A−1. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÇÒÁ-ÆÅ G = G0+A G1+A G2+A P2(AB) ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚÏË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fi ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÕ-ÄÒÅ�Ï× ÎÁ ÇÒÁÆÅ GAi Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A − {i}. ðÏÓÔÒÏÉÍ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G. ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� B ÎÁÚÙ×ÁÅÔ �×ÅÔ ÛÌÑ�Ù, ËÏ-ÔÏÒÕÀ ÏÎ ×ÉÄÉÔ ÎÁ ÍÕÄÒÅ�Å A. ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÍÕÄÒÅ�Ù ÉÚ Gi \ {A} ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÔ �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ fi. îÁËÏÎÅ�, �ÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË: ÅÓÌÉÏÎ ×ÉÄÉÔ ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ j ÎÁ ÍÕÄÒÅ�Å B, ÔÏ ÏÎ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ×�ÏÄÇÒÁÆÁÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ GAj , Á ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÄÇÒÁÆÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÉ fj . íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ A = BÕÇÁÄÁÅÔ B, Á �ÒÉ A 6= B ÕÇÁÄÁÅÔ ËÔÏ-ÔÏ ÉÚ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÁ �ÏÄÇÒÁÆÅGAB . �



66 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷�ÅÏÒÅÍÁ 11 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÇÒÁÆÏ×, ÇÄÅ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÍÕÄÒÅ�Ù.ðÒÉÍÅÒ. ðÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n, m, k (n;m; k > 3) ÍÕÄÒÅ�Ù ×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÇÒÁÆÅ Cn+A Cm+A Ck +A P2(AB) (ÓÍ. ÒÉÓ. 6). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÌÅÍÍÙ 9 É ÔÅÏÒÅÍÙ 11.
òÉÓ. 6. C5+A C5+A C5+A P2(AB).äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎ × ÌÅÍÍÅ 17.3.4. �ÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÇÒÁÈ Ó �ÏÄÓËÁÚËÁÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 12. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ Ó �ÏÄÓËÁÚ-ËÏÊ 2A ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A { ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÎÁ ÇÒÁÆÅ P2(AB)ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÁÀÔ Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ 2A (ÍÕÄÒÅ� B �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ,ÞÔÏ �×ÅÔÁ ÛÌÑ� ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÍÕÄÒÅ� A { ÞÔÏ �×ÅÔÁ ÛÌÑ� ÒÁÚÌÉÞÎÙ). �ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÄÓËÁÚËÁ A−1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÅÉÍÕ-ÝÅÓÔ×Á ÍÕÄÒÅ�ÁÍ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ×ÎÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙA.�ÅÏÒÅÍÁ 13. ðÕÓÔØ G Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, A { ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ. �ÏÇÄÁ ÍÕÄÒÅ�Ù�ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A− 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ G { ÄÅÒÅ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G { ÄÅÒÅ×Ï, ÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏ-ÉÇÒÙ×ÁÀÔ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É Õ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÉÇÒÅ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å GA. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÒÉ ËÏ�ÉÉ ÄÅÒÅ×ÁG. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 11 Õ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ×ÉÇÒÅ ÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚÏË ÎÁ ÄÅÒÅ×Å G′ = G+A G+A G+A P2(AB). îÏ �Ï ÌÅÍ-ÍÅ 2 ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 67äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉËÌ, ÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×Á-ÀÔ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÉËÌÅ, ÍÕÄÒÅ�Ù ÍÏÇÕÔ �ÒÉ-ÍÅÎÉÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 9. åÓÌÉ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÁ A ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÉËÌÅ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÇÒÁÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ É �ÕÔÉ ÏÔ ÎÅÇÏ ÄÏ×ÅÒÛÉÎÙ A. ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 10 ÍÕÄÒÅ�Ù ÍÏÇÕÔ \�ÒÏÔÏÌËÎÕÔØ" �ÏÄ-ÓËÁÚËÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ A ÄÏ �ÉËÌÁ, Á ÎÁ �ÉËÌÅ Ï�ÑÔØ ×ÙÉÇÒÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀÌÅÍÍÙ 9. �éÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ �ÏÄÓËÁÚÏË A = B É A 6= B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ,ÞÔÏ ÜÔÉ �ÏÄÓËÁÚËÉ ÍÏÇÕÔ �ÏÍÏÞØ ÍÕÄÒÅ�ÁÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ A É B ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ× ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ!�ÅÏÒÅÍÁ 14. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊA = B ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ1) ×ÅÒÛÉÎÙ A É B ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ2) ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ A ÉÌÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÙ B { ÎÅ ÄÅÒÅ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) íÕÄÒÅ�Ù, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ �ÕÔÉ P (AB), ÍÏ-ÇÕÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 8.2) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ AÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉËÌ Cn, ÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ. ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� B ×ÓÅÇÄÁÎÁÚÙ×ÁÅÔ �×ÅÔ 2, Á ×ÓÅ ÍÕÄÒÅ�Ù ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙA ÉÇÒÁÀÔ �Ï ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ �ÏÄÓËÁÚËÉ A− {2}, ËÏÔÏÒÁÑÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 13. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ B = A = 2, ÔÏ ÕÇÁÄÁÅÔ B, ÁÅÓÌÉ B = A 6= 2, ÔÏ ÕÇÁÄÁÅÔ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ A.åÓÌÉ ÖÅ ÏÂÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ A É B { ÄÅÒÅ×ØÑ, ÔÏ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á �×ÅÔÁ 1A, 2A É Ä×Å �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ (ÄÌÑ ÉÇÒÙÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚÏË) ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÛÌÑ� × ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ A, × ËÏÔÏÒÙÈÍÕÄÒÅ� A �ÏÌÕÞÁÅÔ ÛÌÑ�Ù �×ÅÔÁ 1A, 2A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �×ÅÔÁ 1B É 2BÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎÙ B. �ÁË ËÁË ÛÌÑ�Ù ÂÙ×ÁÀÔ ÌÉÛØ ÔÒÅÈ �×Å-ÔÏ×, {1A; 2A}
∩

{1B ; 2B}
6= ∅. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅÒÁÓËÌÁÄËÉ × ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ ×ÅÒÛÉÎ A É B ÔÁË, ÞÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù A É B �Ï-ÌÕÞÁÔ ÛÌÑ�Ù ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ �×ÅÔÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÉËÔÏ ÉÚ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÅÕÇÁÄÁÅÔ. ��ÅÏÒÅÍÁ 15. 1) îÁ ÌÀÂÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ G ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ,ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ �ÏÄÓËÁÚËÁ A 6= B.



68 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷2) ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ�Ù A É B ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ Ó×ÑÚÎÏ-ÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G, �ÒÉÞÅÍ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ ÄÌÑ ÉÇÒÙ ÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚÏË. �ÏÇÄÁ ÍÕÄÒÅ�Ù×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒ-ÛÉÎ A É B { ÎÅ ÄÅÒÅ×ØÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) íÕÄÒÅ�Ù, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ �ÕÔÉ P (AB), ÍÏ-ÇÕÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 8.2) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ A É BÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÉËÌÙ, ÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 13 × ÉÇÒÅ ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ A Ó�ÏÄÓËÁÚËÏÊ A − {2} É × ÉÇÒÅ ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ BÓ �ÏÄÓËÁÚËÏÊ B − {2} Õ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÉ. ðÕÓÔØ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÍÕÄÒÅ�Ù ÉÇÒÁÀÔ �Ï ÜÔÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍ. ÷ ÓÉÌÕ�ÏÄÓËÁÚËÉ A 6= B Õ A ÉÌÉ Õ B ÛÌÑ�Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ ×ÔÏ-ÒÏÇÏ �×ÅÔÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ.�Å�ÅÒØ �ÕÓÔØ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ×ÅÒÛÉÎÙ A, { ÄÅÒÅ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÕÀ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÒÁÓËÌÁÄËÕÛÌÑ� ÄÌÑ ÉÇÒÙ ÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚÏË ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ B,�ÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ B × ÎÅÊ ÉÍÅÅÔ �×ÅÔ B . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á�×ÅÔÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ × �ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÒÁÓËÌÁÄËÅ Õ ÍÕÄÒÅ�Á A,ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó B . ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚ-ÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ A �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÒÁÓËÌÁÄËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÄÁÅÔ A ÜÔÏÔ�×ÅÔ. ðÏÌÕÞÉÍ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÒÁÓËÌÁÄËÕ ÎÁ ×ÓÅÍ ÇÒÁÆÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ A 6= B, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ. ��ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 14 ÄÁÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÉÇÒÙ × ÛÌÑ�Ù Ó�ÏÄÓËÁÚËÏÊ A = B. �ÅÏÒÅÍÁ 15 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ �ÏÄÓËÁÚ-ËÉ A 6= B, ÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÛÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊÔÅÏÒÅÍÙ 20 (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÊ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏ-ÒÅÍÕ 15).�ÅÏÒÅÍÁ 16. ðÏÄÓËÁÚËÁ A∗ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÉÓÈÏÄ ÉÇÒÙ × ÛÌÑ�Ù.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ Ó �ÏÄÓËÁÚ-ËÏÊ A∗. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÕÄÒÅ�Ï×, ËÒÏÍÅ A, ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅÏÎÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ �ÒÉ ÉÇÒÅ Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A∗, É �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÚÁ-ÄÁÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÕÄÒÅ�Á A, ÞÔÏÂÙ Ó ÜÔÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÍÕÄÒÅ�Ù×ÙÉÇÒÙ×ÁÌÉ ÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚËÉ.



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 69äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÉ ÍÕÄÒÅ�Õ A ÛÌÑ�Ù �×ÅÔÁ x ÎÁÛÅÌ-ÓÑ ÒÁÓËÌÁÄ ÛÌÑ� ÎÁ ×ÓÅÍ ÇÒÁÆÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÕÄÒÅ� A �ÏÌÕÞÉÌ �×ÅÔx, ÓÏÓÅÄÉ ÍÕÄÒÅ�Á A �ÏÌÕÞÉÌÉ �×ÅÔÁ u, v, w, . . . , ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÕÄÒÅ�ÙÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ �×ÅÔÁ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÔÏ ÉÚ ÍÕÄÒÅ�Ï× (ÉÓ-ËÌÀÞÁÑ A) ÎÅ ÕÇÁÄÁÌ. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÍÕÄÒÅ�A ÕÇÁÄÁÌ Ó×ÏÊ �×ÅÔ, Ô.Å. ÅÇÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÔÒÅÂÏ-×ÁÎÉÀ fA(u; v; w; : : : ) = x.üÔÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÓËÌÁÄÏ×, ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÒÁÓËÌÁÄ,ÇÄÅ Õ ÓÏÓÅÄÅÊ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ �×ÅÔÁ u, v, w, . . . , Á ÍÕÄÒÅ� A �ÏÌÕÞÉÌÄÒÕÇÏÊ �×ÅÔ y, ÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ×ÙÉÇÒÁÔØ Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A∗,�ÏÓËÏÌØËÕ, ÉÍÅÑ ÜÔÉ Ä×Á ÒÁÓËÌÁÄÁ, ×ÅÄÕÝÉÊ ÍÏÇ ÓÏÏÂÝÉÔØ ÍÕÄÒÅ�ÕA, ÞÔÏ �×ÅÔ ÅÇÏ ÛÌÑ�Ù { x ÉÌÉ y, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÌ ÂÙ ÔÏÔ ÉÚÒÁÓËÌÁÄÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A ÎÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ �×ÅÔ Ó×ÏÅÊ ÛÌÑ�Ù. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 16.1. ðÕÓÔØ AB { ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G, �ÒÉÞÅÍ B { ×ÉÓÑ-ÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. åÓÌÉ ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ (ÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚÏË) ÎÁ ÇÒÁÆÅG \ {B}, ÔÏ ÏÎÉ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ É ÎÁ ÇÒÁÆÅ G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ�Ù ÎÁÛÌÉ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÎÁÇÒÁÆÅ G. ðÕÓÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÍÕÄÒÅ�Á B { [0 1 2]. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0,1, 2 { ÜÔÏ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ �×Å-ÔÏ× ÎÅÔ, ÓËÁÖÅÍ, �×ÅÔÁ 2, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ ÛÌÑ�, ×ËÏÔÏÒÙÈ ÍÕÄÒÅ� B �ÏÌÕÞÁÅÔ ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ 2. �Ï, ÞÔÏ ÍÕÄÒÅ� A ×ÉÄÉÔÎÁ B ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ 2, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÓÕÖÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÁ ÇÒÁÆG \ {B}. á ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÕÄÒÅ�Ï× É ÔÁË ÚÁÄÁÎÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÎÁ ÇÒÁÆÅ G \ {B}. ÷ÙÂÉÒÁÑ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÒÁÓËÌÁÄ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G \ {B}É ÄÏÂÁ×ÌÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ 2 Õ ÍÕÄÒÅ�Á B, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀ-ÝÉÊ ÒÁÓËÌÁÄ ÎÁ G.éÔÁË, ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ fB ÍÕÄÒÅ�Á B ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÍÏÖÅÔ ÎÁÚ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒÅÈ �×ÅÔÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÅÍÕ ÄÁÌÉ ÛÌÑ�Õ�×ÅÔÁ ∗, ÔÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ �×ÅÔ ∗∗, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ fB(∗∗) = ∗.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓËÌÁÄÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÕÄÒÅ� A �ÏÌÕÞÁÅÔ ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ ∗∗,(É ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÉÈ) ÍÕÄÒÅ� B ÕÇÁÄÁÅÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÒÁÓËÌÁÄÏ×,× ËÏÔÏÒÙÈ A �ÏÌÕÞÁÅÔ ÛÌÑ�Õ ÎÅ �×ÅÔÁ ∗∗, ÄÏÌÖÅÎ ÕÇÁÄÁÔØ ËÔÏ-ÔÏ ÉÚÍÕÄÒÅ�Ï× ÎÁ ÇÒÁÆÅ G \ {B}. îÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ-×ÁÀÔ Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A∗ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G \ {B} (ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ × ÔÏÔÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ A Õ×ÉÄÉÔ, ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ �×ÅÔ ∗ ×ÙÄÁÎ ÍÕÄÒÅ�Õ B)!ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ: ÒÁÚ ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G \ {B}



70 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷ÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚÏË, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 16 ÏÎÉ �ÒÏÉÇÒÁÀÔ É Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A∗.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �4. áÎÁÌÉÚ ÉÇÒÙ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ. �Å�ÅÒØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÉÇÒÙ { ÂÅÚ �ÏÄÓËÁÚÏË É ÎÁ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×.ìÅÍÍÁ 17. ðÕÓÔØ G { Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á �ÉËÌÁ,ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G ÍÕÄÒÅ�Ù �ÏÂÅÖÄÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ �ÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ �ÉËÌÙ, Ä×Å ÓÏÓÅÄ-ÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ A É B É ×ÙÄÅÌÉÍ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÄÇÒÁ-ÆÁ GA É GB (×ÅÒÛÉÎÁ A É �ÅÒ×ÙÊ �ÉËÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × GA, ×ÅÒÛÉÎÁ B É×ÔÏÒÏÊ �ÉËÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × GB). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 13 ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔÎÁ ÇÒÁÆÅ GA Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ A− 1 É ÎÁ ÇÒÁÆÅ GB Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ B − 1.ï�ÉÛÅÍ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ ÍÕÄÒÅ�Ï×.ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ�Ù ÉÚ GA \ {A} ÉÇÒÁÀÔ ÔÁË, ËÁË ÂÕÄÔÏ ÄÁÎÁ �ÏÄÓËÁÚËÁA− {2}, Á ÍÕÄÒÅ�Ù ÉÚ GB \ {B} { ËÁË ÂÕÄÔÏ ÄÁÎÁ �ÏÄÓËÁÚËÁ B − {2}.ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. åÓÌÉ B = 2, ÔÏ AÎÁÚÙ×ÁÅÔ �×ÅÔ, ËÁË ÔÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÁ ÇÒÁÆÅ GA Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊA−{2}. åÓÌÉ ÖÅ B 6= 2, ÔÏ A ÇÏ×ÏÒÉÔ \2". ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� B ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ�Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ: ÅÓÌÉ A = 2, ÔÏ B ÇÏ×ÏÒÉÔ \2", Á ÅÓÌÉ A 6= 2, ÔÏ BÉÇÒÁÅÔ ÎÁ ÇÒÁÆÅ GB Ó �ÏÄÓËÁÚËÏÊ B − {2}.äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ, × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ ÛÌÑ� ÄÌÑ A É B É ÕËÁÚÁ-ÎÏ, ËÔÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ.A 0 0 0 1 1 1 2 2 2B 0 1 2 0 1 2 0 1 2ëÔÏ ÕÇÁÄÁÅÔ GB GB GA GB GB GA A A B �ìÅÍÍÁ 18. ðÕÓÔØ G { ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á �ÉËÌÁ, ÉÍÅÀÝÉÈÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G ÍÕÄÒÅ�Ù �ÏÂÅÖÄÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÌÉÛØ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×ÏÍ. óÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÁÊÄÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÈËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Maple. äÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ G = Ck+1 +A Cm+1. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÙÉÇÒÙÛ-ÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ ÍÕÄÒÅ�Ï×. ðÕÓÔØ ÍÕÄÒÅ� A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉA, Ä×ÏÅ ÍÕÄÒÅ�Ï× Bk+1 É D1 { �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ T, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÕ-ÄÒÅ�Ù { �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ S (ÓÍ. ÒÉÓ 7, ×ÏÚÌÅ ÍÕÄÒÅ�Ï× �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÍÅÔËÉ,ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÔÉ� ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ).
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A =






2 0 22 0 20 0 2 


2 0 22 0 20 0 2 


2 0 22 0 20 0 2



1 1 11 1 11 1 1 


2 0 22 0 20 0 2 


2 0 22 0 20 0 2



1 1 11 1 11 1 1 


1 1 11 1 11 1 1 


2 0 22 0 20 0 2




;
T = 


0 2 10 1 02 2 1 ; S = 


2 2 10 0 12 2 1òÉÓ. 7. óÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ Ck+1+A Cm+1 (k = 5, m = 3).óÔÒÁÔÅÇÉÑÍ T É S × ÄÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù

T =


0 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 10 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 11 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 1



; S=


1 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 1 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 11 1 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 1



:
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SkT = 



0 k 1 k 1 k − 1 k − 1 0 k2−k+220 1 0 1 0 1 1 0 k − 10 0 0 0 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 0 10 1 0 1 0 1 1 0 k − 10 k 1 k 1 k − 1 k − 1 0 k2−k+220 k 1 k 1 k − 1 k − 1 0 k2−k+220 1 0 1 0 1 1 0 k − 10 0 0 0 0 0 0 0 1



; (9)
T Sm = 



0 0 1 1 1 0 0 0 m− 10 0 1 1 1 0 0 0 m− 11 1 m− 1 m− 1 m− 1 0 0 0 m2
−3m+620 0 1 1 1 0 0 0 m− 21 1 m− 1 m− 1 m− 1 0 0 0 m2
−3m+621 1 m m m 0 0 0 m2
−m+221 1 m m m 0 0 0 m2
−m+220 0 1 1 1 0 0 0 m− 10 0 0 0 0 0 0 0 1


äÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ ÒÁÓËÌÁÄÏ× ÛÌÑ� ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉÓ×ÅÒÔËÕ ÔÅÎÚÏÒÁ A, ËÏÔÏÒÙÊ × ÄÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ A, Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ SkT É T Sm. ïÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ �ÒÏ×ÅÒËÕ ÂÅÚ ËÏÍ�ØÀÔÅ-ÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ �ÉËÌÅ AD1D2 : : :Dm ÍÕÄÒÅ�D1 ÉÇÒÁÅÔ �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ T, ÍÕÄÒÅ�Ù D2, . . . , Dm { �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ S, ÁÍÕÄÒÅ� A { �Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÉA(00)(00) = 


2 0 22 0 20 0 2ÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÉËÌÅ ÍÕÄÒÅ�Ù ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÀÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ�ÏÄÓËÁÚËÉ A−{1}, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÌÉÛØ Ä×Á ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� A′T Sm ÎÅ ÒÁ×ÎÙ 0 É ÏÂÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �Å�ÏÞËÁÍ,ÎÁÚÎÁÞÁÀÝÉÍ ÍÕÄÒÅ�Õ A ÛÌÑ�Õ �×ÅÔÁ 1, ÇÄÅA′ { ÜÔÏ ÄÅ×ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á ÄÌÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ (A(00)(00))t (ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÕÞÅÔÁ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÅÇÏÓÑ ÉÎÄÅËÓÁ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÕÄÒÅ�



îá ëáëéè çòáæáè íõäòåãù íïçõ� õçáäá�ø 73A × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÉÄÉÔ Õ ÓÏÓÅÄÅÊ B1 É Bk+1, ÌÉÂÏ ×ÓÅ-ÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ 1, ÌÉÂÏ ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ �ÉËÌÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ A−{1}.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÕÄÒÅ� A ÉÌÉ ËÔÏ-ÔÏ ÎÁ ×ÔÏ-ÒÏÍ �ÉËÌÅ ÎÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÀÔ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÇÁÄÁÅÔ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ�ÉËÌÅ. üÔÉ ÓÌÕÞÁÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�ÅA 0 0 0 2 2 2 1 1 1 1 1 1B1 1 2 2 1 2 2 0 1 2 0 0 1Bk 0 0 1 0 0 1 0 1 2 1 2 2ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ �Å�ÏÞÅË ÄÌÑ �ÕÔÉ B1 : : : Bk+1, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÓÌÕÞÁÑÍ, \ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÏ" × ÍÁÔÒÉ�Å SkT , ÓÍ. (9). äÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ × ÔÁÂÌÉ�Å ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ �Å�ÏÞÅË ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÅÒ×ÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ ÔÁÂÌÉ�Ù ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (SkT )(01)(00), ÓÍ.�ÒÁ×ÉÌÏ ÉÎÄÅËÓÁ�ÉÉ ÎÁ ÒÉÓ. 5. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÙ ×ÙÄÅÌÉÌÉ �ÏÌÕÖÉÒ-ÎÙÍ ÛÒÉÆÔÏÍ ÎÕÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÔÁÂÌÉ�Ù, É ÏÂ-×ÅÌÉ × ÒÁÍÏÞËÕ ÎÕÌÉ ÄÌÑ �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÔÁÂÌÉ�Ù. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÈ �Å�ÏÞÅË,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ. �ìÅÍÍÁ 19. ðÕÓÔØ G { Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÙ A É B,ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ �ÕÔÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÒÏ-ÍÅ A É B. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G ÍÕÄÒÅ�Ù �ÏÂÅÖÄÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÌÉÛØ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×ÏÍ. âÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÕÔÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 8, É ËÏ-ÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÕÔÅÊ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÒÅÂÒÏ AB { ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁÒÉÓ. 9. îÁ ÜÔÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÓÌÅ×Á �ÒÉ×ÅÄÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÏËÏÌÏ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÎÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ-ÓÑ, Ó�ÒÁ×Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÓÁÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.îÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÏÓÅÄÉ ×ÅÒÛÉÎ A É B Õ�ÏÒÑÄÏÞÅ-ÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Á A[0℄ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁË ÉÇÒÁÅÔÍÕÄÒÅ� A, ÅÓÌÉ Õ ÓÏÓÅÄÎÅÇÏ ÍÕÄÒÅ�Á ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÍ �ÕÔÉ ÛÌÑ�Á �×ÅÔÁ0. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÅÍ × 9-×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ ÉÚ ÌÅÍ-ÍÙ 18.úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÜÔÉÈÓÔÒÁÔÅÇÉÊ: ÏÎÉ �ÏÄÈÏÄÑÔ ÄÌÑ �ÕÔÅÊ AB �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÄÌÉÎ, Ó Ä×ÕÍÑ



74 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ. óÔÒÁÔÅÇÉÑ, �ÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 9, ÒÁÂÏÔÁÅÔ × �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÕÔÅÊ P (AB) (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÉÖÎÉÊ�ÕÔØ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÅÒÁÂÏÔÁÅÔ, ËÏÇÄÁ Ä×Á �ÕÔÉ { ×ÅÒÈÎÉÊ É ÓÒÅÄÎÉÊ { ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄ-ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÁ ÓÌÕÞÁÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ÄÌÑ ÍÕÄÒÅ�Ï× × ÓÉÌÕÔÅÏÒÅÍÙ 4. üÔÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁË É ÆÏÒÍÕÌÅ(5), ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 7, Õ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÁÔÒÉ� SkÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÙÈ É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÁ-ÒÕÛÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÌÉÛØ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ k, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ ÅÝÅÎÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÁ. �

A[0℄ = 


0 0 01 1 11 1 1 ; A[1℄ = 


0 0 02 1 20 0 2 ; A[2℄ = 


0 0 02 2 20 0 2 ;B[0℄ = 


1 2 20 2 00 0 0 ; B[1℄ = 


1 1 11 2 21 2 2 ; B[2℄ = 


1 1 10 2 00 2 0 ;W = 


2 2 21 2 01 1 0 ; S = 


1 1 10 2 00 2 0 ; S′ = 


1 1 01 2 21 2 0 :òÉÓ. 8. ÷ÅÒÈÎÉÊ É ÓÒÅÄÎÉÊ �ÕÔÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÄ-ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, Á ÎÉÖÎÉÊ { ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ. äÌÑ ×ÅÒÈÎÅÇÏ�ÕÔÉ AB ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ S ÚÁÄÁÎÁ ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎ, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÈ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, Á ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ �ÕÔÉ AB { Ó�ÒÁ×ÁÎÁÌÅ×Ï.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 20. íÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ G ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G { ÄÅÒÅ×Ï ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÉËÌ Cn, ÇÄÅ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, n > 5.
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A[0℄ = 


1 1 02 0 21 1 0 ; A[1℄ = 


0 0 02 2 20 0 0 ; A[2℄ = 


1 1 02 2 21 1 2 ;B[0℄ = 


0 2 11 2 10 2 2 ; B[1℄ = 


1 2 11 2 11 2 1 ; B[2℄ = 


1 2 11 0 10 2 0 ;S = 


1 2 11 1 10 2 0 :òÉÓ. 9. óÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÕÔÅÊ { ÜÔÏÒÅÂÒÏ AB, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÕÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ. äÌÑ ÓÒÅÄ-ÎÅÇÏ �ÕÔÉ AB ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ S ÚÁÄÁÎÁ ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎ, Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, Á ÄÌÑ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÕÔÉ AB {Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G { ÄÅÒÅ×Ï, ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ 2. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G { ÜÔÏ �ÉËÌ Cn, ÇÄÅ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, n > 5,ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 4. ÷ÓÑËÉÊ ÇÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÉËÌ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ \ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÅÂÒÁ Ó ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ".ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 16.1 �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ë ÇÒÁÆÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ, ÄÁÅÔ ÇÒÁÆ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÕÄÒÅ�Ù ÔÏÖÅ �ÒÏ-ÉÇÒÙ×ÁÀÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÕÄÒÅ�Ù �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÎÁ ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÁÈ,Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ. îÁ ÇÒÁ-ÆÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÉËÌ Cn, ÇÄÅ n = 4 ÉÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3,ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 4.ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ G ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÉËÌÁ. åÓÌÉ × ÎÅÍ ÅÓÔØÄ×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÉËÌÁ, ÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ �Ï ÌÅÍÍÅ 17. åÓ-ÌÉ × ÎÅÍ ÅÓÔØ Ä×Á �ÉËÌÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÍÕÄÒÅ�Ù ×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÀÔ �Ï ÌÅÍÍÅ 18. äÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÁË



76 ë. ð. ëïèáóø, á. ó. ìá�ùûå÷ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×Á �ÉËÌÁ, ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ A É B, ÓÏÅÄÉÎÅÎ-ÎÙÅ ÔÒÅÍÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ �ÕÔÑÍÉ (É ÎÁ ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÁÈÍÕÄÒÅ�Ù ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ �Ï ÌÅÍÍÅ 19). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ ÎÁ-ÛÌÏÓØ Ä×Á �ÉËÌÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ �Ï Ä×ÕÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ.ïÂÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÜÔÉ �ÉËÌÙ ÎÁ \ÄÕÇÉ". ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈËÒÁÔÞÁÊÛÕÀ ÄÕÇÕ AB. �ÏÇÄÁ ÜÔÁ ÄÕÇÁ AB, Á ÔÁËÖÅ Ä×Á �ÕÔÉ ÉÚ A ×B ×ÄÏÌØ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÉËÌÁ { ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÕÔÉ. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. S. Butler, M. T. Hajiaghayi, R. D. Kleinberg, T. Leighton, Hat guessing games. |SIAM review 51 (2009), 399|413.2. T. Ebert, Appliations of Reursive Operators to Randomness and Complexity.University of California, Santa Barbara, 1998.3. M. Gardner, The Sienti� Amerian book of mathematial puzzles & diversions.Simon and Shuster, 1959.4. M. Krzywkowski On the hat problem, its variations, and their appliations. | An-nales Universitatis Paedagogiae Craoviensis Studia Mathematia. 9, No. 1 (2010),55{67.5. W. W. Szzehla The three-olour hat guessing game on the yle graphs. | Ele-troni J. of Combinatoris 24, No. 1 (2017), #P1.37.Kokhas K., Latyshev A. For whih graphs sages an guess a olor of atleast one hat.Several sages wearing oloured hats are situated at the verties of agraph. Eah sage tries to guess his own hat olour merely on the basisof observing the hats worn by their neighbours without exhanging theinformation. Eah hat an have one of three olours. A predeterminedguessing strategy is winning if it guarantees at least one orret individualguess for every assignment of olours. We ompletely solve the questionfor whih graphs the sages win. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 16 ÎÏÑÂÒÑ 2017 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ,õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÁÑ ÎÁÂÅÒÅÖÎÁÑ 7-9,199034 óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : kpk�arbital.ruæÁËÕÌØÔÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ é�íï,197101 óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : alex 700 95�mail.ru


