
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 464, 2017 Ç.ä. ÷. ëÁÒ�Ï×òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òéó÷ñúîùè ðïäçòáæáïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ ÉËÒÁÔÎÙÈ Ò£ÂÅÒ. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ V (G), ÁÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï { ÞÅÒÅÚ v(G). íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÔ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ E(G). äÌÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× X;Y ⊂ V (G)ÞÅÒÅÚ EG(X;Y ) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G, ÓÏÅÄÉÎÑ-ÀÝÉÈ X Ó Y .óÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ x × ÇÒÁÆÅ G ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ dG(x), ÁÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁG ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �(G).ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ x × ÇÒÁÆÅ G (ÔÏ ÅÓÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ, ÓÍÅÖÎÙÈ Ó x) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ NG(x).äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ U ⊂ V (G) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ G(U)ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U . îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï U Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G(U) Ó×ÑÚÅÎ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ u ∈ V (G) ÓÍÅÖÎÁ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍW ⊂ V (G), ÅÓÌÉ u =∈ W É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÓÍÅÖÎÕÀÓ u. ðÒÏ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U;W ⊂ V (G) ÂÕÄÅÍ ÇÏ×Ï-ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÍÅÖÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ u ∈ U Éw ∈ W .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R ⊂ V (G) ∪ E(G).1) þÅÒÅÚ G−R ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÕÄÁÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ ÉÚ R, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÉÚ R.2) îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G−R ÎÅÓ×ÑÚÅÎ.3) çÒÁÆ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ |V (G)| > k É G ÏÓÔÁÅÔ-ÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k − 1×ÅÒÛÉÎÙ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ äØÏÒÉ-ìÏ×ÁÓÁ.éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæîû-9721.2016.1 É �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ (ÇÒÁÎÔ 14.Z50.31.0030).26



òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òé ó÷ñúîùè ðïäçòáæá27åÓÌÉ R 6⊂ V (G) ∪ E(G), ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ G − R = G − R′, ÇÄÅR′ = R ∩ (V (G) ∪E(G)).ðÕÓÔØ x; y ∈ V (G). �ÏÇÄÁ G+ xy { ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ xy (ÅÓÌÉ xy =∈ E(G)). ðÒÉ xy ∈ E(G) ÇÒÁÆ G+xy ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ G.äÌÑ Ä×ÕÈ ÇÒÁÆÏ× G É H ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ G ∪H ÅÓÔØ ÇÒÁÆ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ V (G) ∪ V (H) Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ò£ÂÅÒ E(G) ∪ E(H).
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ÷ 1976 ÇÏÄÕ E. Gy�ori [1℄, Á ÚÁÔÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ × 1977 ÇÏÄÕ L. Lov�asz [2℄ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G { k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, v1; : : : ; vk ∈V (G), Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n1, . . . , nk ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ k

∑i=1ni = n. �Ï-ÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ k ÔÁËÉÈ Ó×ÑÚ-ÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× V1,. . . ,Vk , ÞÔÏ |Vi| = ni É vi ∈ Vi ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi ∈ {1; 2; : : : ; k}.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ { Á ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÍÅÎØÛÅÊÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ k Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×? ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ (k − 1)-Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÜÔÏ ÔÁË. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (k − 1)-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ GÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T , ÞÔÏ Õ ÇÒÁÆÁ G − T ÂÏÌÅÅ kËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ { ÓËÁÖÅÍ, W1; : : : ;Wm, m > k + 1. ìÉÛØ k − 1ÉÚ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× V1, . . . , Vk, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙÇÒÁÆÁ G, ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T , Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÄÎÏ ÉÚÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ W1; : : : ;Wm.äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, �ÕÓÔØ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÚÍÅÒ p > 2.�ÏÇÄÁ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÇÒÁÆ G ÎÁ k Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÒÁÚÍÅÒÙ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÂÏÌÅÅ p, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ v(G) = mp+(k−1) > k(p+1) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØÎÁ k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÂÏÌØÛÉÈ ÞÅÍ p.üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ-ÂÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ k-Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ k+1Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.çÉ�ÏÔÅÚÁ. ðÕÓÔØ k > 3, Á G { (k − 1)-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ (k − 1)-×ÅÒÛÉÎÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ G ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ k ÞÁÓÔÅÊ, Á n1 + n2 + · · ·+ nk = n. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ ÔÁËÉÅ Ó×ÑÚÎÙÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1, V2, . . . , Vk, ÞÔÏ |Vi| = ni ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i.



28 ä. ÷. ëáòðï÷ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÇÉ-�ÏÔÅÚÙ ÄÌÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ G { ÔÁËÏÊ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÞÔÏËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ 2-×ÅÒÛÉÎÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ G ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ, Á n1+n2+n3 = n. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ ÔÁËÉÅ Ó×ÑÚÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1, V2É V3, ÞÔÏ |Vi| = ni ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ {1; 2; 3}.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ k = 2 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÎÅ×ÅÒÎÏ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ äØÏÒÉ-ìÏ×ÁÓÁ × ÓÌÕÞÁÅÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÉÍ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ × ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ �ÏÎÑÔÉÑ ÂÌÏËÁ ÉÔÏÞËÉ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ÷ÅÒÛÉÎÁ a ∈ V (G) { ÔÏÞËÁ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏÇÒÁÆÁ G, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G− a ÎÅÓ×ÑÚÅÎ.âÌÏË ÇÒÁÆÁ G { ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄÇÒÁÆ, ÎÅ ÉÍÅ-ÀÝÉÅ ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ.÷ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ Int(B) ÂÌÏËÁ B { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ,ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G.óÔÒÕËÔÕÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÂÌÏËÏ× É ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ Ï�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÒÅ×Á ÂÌÏËÏ× É ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁ-ÆÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÒÅ×Ï ÂÌÏËÏ× É ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅ-ÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G { ÜÔÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ B(G), ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÉËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ a1; : : : ; an ÇÒÁÆÁ G,Á ÄÒÕÇÏÊ { ×ÓÅÍ ÅÇÏ ÂÌÏËÁÍ B1; : : : ; Bm. ÷ÅÒÛÉÎÙ ai É Bj ÓÍÅÖÎÙ, ÅÓÌÉÉ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ai ∈ V (Bj).îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÇÒÁÆ { ÄÅÒÅ×Ï, ×ÓÅ ×É-ÓÑÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÂÌÏËÁÍ (ÔÁËÉÅ ÂÌÏËÉ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ).�ÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÔÁËÖÅ ×ÅÓØÍÁ ÎÅÓÌÏÖÎÏ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ G { Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÏ×-ÎÏ Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÂÌÏËÁ B1 É B2. ðÕÓÔØ v1 ∈ Int(B1), v2 ∈ Int(B2), Á ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n1 É n2 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ n1+n2 = n. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÔÁËÉÈ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁV1 ∋ v1 É V2 ∋ v2, ÞÔÏ |V1| = n1 É |V2| = n2.



òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òé ó÷ñúîùè ðïäçòáæá29äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 Ë Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÍÕÇÒÁÆÕ G+ v1v2, ×ÅÒÛÉÎÁÍ v1, v2 É ÞÉÓÌÁÍ n1, n2. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ äØÏÒÉ-ìÏ×ÁÓÁ ÄÌÑ Ä×ÕÓ×ÑÚ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕ-ÞÁÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÉÓËÏÍÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ: ÎÕÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ × ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 7.�ÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ×ÅÒÎÏ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏÅ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ä×ÕÈ×ÅÒÛÉÎÎÙÍÉ ÒÁÚÄÅÌÑ-ÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.úÁÔÅÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎ ÒÑÄ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁÄ×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÙ �ÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÕÔÅÏÒÅÍÙ 2.
§2. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÙîÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ 2-×ÅÒ-ÛÉÎÎÙÍÉ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. äÌÑ ÎÁÛÉÈ �ÅÌÅÊ ÕÄÏÂÎÅÅ ÂÕ-ÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÉÚ ËÎÉÇÉ �ÁÔÔÁ [3℄, Á × �ÅÌÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ { ÄÅÒÅ×Ï ÂÌÏËÏ× ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [8℄. îÁÞÎ£Í Ó �ÏÎÑÔÉÑ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ × [6℄.2.1. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ïÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ { ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á × ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÏ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ�Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ Ó×ÑÚÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ.÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ k > 2, ÁG { k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rk(G)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ k-×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÇÒÁÆÁ G.



30 ä. ÷. ëáòðï÷ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ S ⊂ Rk(G).1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ V (G) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÁÓÔØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ-ÂÏÒÏÍ S, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ A ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÉËÁËÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÚ S, ÎÏ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G ÏÔÄÅÌÅÎÁ ÏÔÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÂÏÒÁ S.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÂÏÒÏÍ S ÍÙ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Part(G;S).2) ÷ÅÒÛÉÎÙ ÞÁÓÔÉ A ∈ Part(G;S) ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ÎÉ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÂÏÒÁ S. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÞÁÓÔÉ A É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Int(A).÷ÅÒÛÉÎÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÂÏÒÁ S, ÍÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ, Á ×ÓÅ ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï { ÇÒÁÎÉ�ÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ Bound(A).îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ÞÁÓÔÉ Part(G;S) ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÎÁÂÏÒÁ S.îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ [7℄), ÞÔÏ ÄÌÑ A ∈ Part(G;S) ÇÒÁ-ÎÉ�Á Bound(A) ÓÏ
ÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÞÁÓÔÉ A, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÍÅÖÎÙÅ×ÎÅ A. åÓÌÉ Int(A) 6= ∅, ÔÏ Bound(A) ÏÔÄÅÌÑÅÔ Int(A) ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S; T ∈ Rk(G) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ S ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ T É T ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ S. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ k-Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G É ÍÎÏÖÅÓÔ×S; T ∈ Rk(G) ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ: ÌÉÂÏ S É T ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÌÉ-ÂÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÄÒÕÇÏÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ {ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏÅ.2.2. äÅÒÅ×Ï ÂÌÏËÏ× Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÇÒÁÆ G{ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. 1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï S ∈ R2(G) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÏÞÎÙÍ,ÅÓÌÉ S ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ R2(G).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O(G) ÎÁÂÏÒ ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÄÉÎÏÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÇÒÁÆÁ G.2) ÷ÍÅÓÔÏ Part(G;O(G)) ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ �ÒÏÓÔÏ Part(G), Á ÞÁ-ÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÁÓÔÑÍÉ ÇÒÁÆÁ G.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. äÅÒÅ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G { ÜÔÏ ÇÒÁÆBT(G), ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÉÎÏÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ



òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òé ó÷ñúîùè ðïäçòáæá31É ÞÁÓÔÑÍ ÇÒÁÆÁ G. ÷ÅÒÛÉÎÙ S ∈ O(G) É A ∈ Part(G) ÓÍÅÖÎÙ ×BT(G), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ S ⊂ A. äÒÕÇÉÈ Ò£ÂÅÒ × BT(G) ÎÅÔ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ { ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ ÓÔÁÔØÉ [8℄.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ.1) BT(G) { ÜÔÏ ÄÅÒÅ×Ï, ×ÓÅ ×ÉÓÑÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á BT(G) ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÞÁÓÔÑÍ Part(S).2) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ∈ O(G) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ dBT(G)(S) =
|Part(S)|. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ A ∈ Part(G;S) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÔÁËÁÑ ÞÁÓÔØ B ∈ Part(G), ÞÔÏ B ⊂ A É B ÓÍÅÖÎÁ Ó S× BT(G).3) íÎÏÖÅÓÔ×Ï S ∈ O(G) ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ × ÇÒÁÆÅ G ÞÁÓÔÉ B;B′ ∈Part(G), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ S ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ B É B′ × BT(G).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. þÁÓÔØ A ∈ Part(G) ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÒÁÊÎÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÄÅÒÅ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ BT(G).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. 1) åÓÌÉ A ∈ Part(G) { ËÒÁÊÎÑÑ ÞÁÓÔØ, ÔÏ Bound(A) {ÏÄÉÎÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ G.2) ÷ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ Part(G) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. 1) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G′ ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ Ä×Õ-Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ × G Ò£ÂÅÒ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á {xy : {x; y} ∈ O(G)}.2) îÁÚÏ×£Í ÞÁÓÔØ A �ÉËÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G′(A) { �ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ ÉÂÌÏËÏÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G′(A) ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ. åÓÌÉ ÞÁÓÔØ A { �ÉËÌ, ÔÏ ÍÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ |A| ÄÌÉÎÏÊ �ÉËÌÁ A.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ { ÜÔÏ ÌÅÍÍÁ 2 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [9℄.ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ.1) ëÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÚ Part(G) { ÌÉÂÏ �ÉËÌ, ÌÉÂÏ ÂÌÏË.2) åÓÌÉ ÞÁÓÔØ A ∈ Part(G) { �ÉËÌ, ÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ Int(A) ÉÍÅÀÔÓÔÅ�ÅÎØ 2 × ÇÒÁÆÅ G.3) ðÕÓÔØ A ∈ Part(G) { �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ 4. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ �Á-ÒÁ ÅÇÏ ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÅÏÄÉÎÏÞÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ G É ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÏÄÉÎÏÞÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × ÇÒÁ-ÆÅ G ÎÅÔ.



32 ä. ÷. ëáòðï÷ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ ÞÁÓÔØ A ∈ Part(G) { ÂÌÏË É w ∈ Int(B), ÔÏ ÇÒÁÆG− w Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÛÉÎÁ w ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × ÏÄÉÎÏÞÎÙÅ ÒÁÚÄÅ-ÌÑÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÒÁÆÁ G, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ { ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÞÁÓÔÉÉÚ Part(G). ÷ÅÒÛÉÎÁ w ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅÏÄÉÎÏÞÎÙÅ ÒÁÚÄÅÑÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÇÒÁÆÁ G �Ï �ÕÎËÔÕ 3 ÌÅÍÍÙ 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, w ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ R2(G), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆ G− w Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ. �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ { ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [8℄.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ G { Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÏÄÉÎÏÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. �Ï-ÇÄÁ ÌÉÂÏ G ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ, ÌÉÂÏ G { ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÌÅÍÍÙ 3 ÉÚ [8℄.ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ H { Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, S = {x; x′} ∈ O(H) { ÏÄÉÎÏÞ-ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á B { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÁÓÔÅÊ Part(S). �ÏÇÄÁÇÒÁÆ H(B) + xx′ Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ.ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ î { Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Á A { ËÒÁÊÎÑÑ ÞÁÓÔØ Part(H),Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ �ÉËÌÏÍ. �ÏÇÄÁ ÇÒÁÆ H − Int(A) Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Bound(A) = {x; x′} { ÏÄÉÎÏÞÎÏÅ, Á ÚÎÁ-ÞÉÔ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ R2(H), ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÇÏ x É x′. ðÏ ÔÅÏ-ÒÅÍÅ íÅÎÇÅÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ xx′-�ÕÔÉ P1, P2 É P3 ÂÅÚ ÏÂÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ H . ÷ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Int(A) ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÓÔÏÊxx′-�ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ H , �ÏÜÔÏÍÕ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÕÔÅÊ P1, P2 É P3�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Int(A). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÇÒÁÆÅ H − Int(A) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÁÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ xx′-�ÕÔÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ×ÅÒÛÉÎÙ x É x′ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-ÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ × H − Int(A). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÓÔØÇÒÁÆÁ H − Int(A). �

§3. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁîÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙäØÏÒÉ-ìÏ×ÁÓÁ.ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ G { Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ n1 É n2 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ n1 + n2 = n. ðÕÓÔØ Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ⊂ V (G) ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G −M Ó×ÑÚÅÎ, v2 ∈ V (G) \M , Á ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n1 É n2 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ n1 + n2 = n É |M | 6 n1. �ÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÔÁËÉÈ Ó×ÑÚÎÙÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 ⊃ M É V2 ∋ v2, ÞÔÏ |V1| = n1 É |V2| = n2.



òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òé ó÷ñúîùè ðïäçòáæá33äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï n1, ÂÁÚÁ ÄÌÑ n1 = |M | ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÎÁÍ�ÏÄÏÊÄ£Ô V1 =M É V2 = V \M .ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ n1 = m. îÁÍ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÍÅÖÎÕÀ Ó V1 ×ÅÒÛÉÎÕ a ∈ V2, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ v2 É ÎÅ Ñ×ÌÑÀ-ÝÕÀÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G2 = G(V2), ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1∪{a}É V2 \ {a} ÎÁÍ �ÏÄÏÊÄÕÔ. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G2 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ, ÔÏÎÁÍ �ÏÄÏÊÄÅÔ ÌÀÂÁÑ ÓÍÅÖÎÁÑ Ó V1 ×ÅÒÛÉÎÁ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ v2, ËÏÔÏÒÁÑ,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ðÕÓÔØ G2 ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÉ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G2 ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙÄ×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÂÌÏËÁ É ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁËÏÊ ÂÌÏË B, ÞÔÏ v2 ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. ðÕÓÔØ B ÏÔÄÅÌÅÎ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÏÊÞÁÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G2 ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ 
. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎU = V (B) \ {
} ÎÅ�ÕÓÔÏ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÄÅÌÅÎÏ × ÇÒÁÆÅ G ÔÏÞËÏÊÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ 
, �ÏÜÔÏÍÕ, × U ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ a, ÓÍÅÖÎÁÑ Ó V1. üÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁÎÁÍ �ÏÄÈÏÄÉÔ. �äÁÌÅÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎÄ×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÅÓÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÌÑ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁ 3 Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ G { Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ÉÍÅÅÔ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ w(x), Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n1 É n2 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ n1+n2ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÅ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ÅÒÛÉÎÁ a ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ, �ÒÉÞ£Íw(a) 6 max(n1; n2). òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ x, ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÅÅ×ÅÓ ÎÁ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k (ÇÄÅ 0 6 k < w(x)) É Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ×ÅÓ a ÎÁ k. �Ï-ÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ V (G) ÎÁ Ä×Á ÔÁËÉÈÓ×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 É V2, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1ÒÁ×ÎÁ n1, Á ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ×ÅÒÛÉÎ V2 ÒÁ×ÎÁ n2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ w(a) 6 n2.äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ U ⊆ V (G) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w(U) ÓÕÍÍÕ ×ÅÓÏ×ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ.éÚÎÁÞÁÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÍ V1 = {b}, ÇÄÅ b 6= a É V2 = V (G) \ {b}, ÏÂÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á Ó×ÑÚÎÙ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ w(b) > n1. �ÏÇÄÁ ÕÍÅÎØÛÉÍ ×ÅÓ b ÎÁw(b)−n1 É Õ×ÅÌÉÞÉÍ ×ÅÓ a ÎÁ ÜÔÕ ÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓËÏÍÙÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÓÔÒÏÅÎÙ. åÓÌÉ w(b) < n1, ÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ.âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ V (G) ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 É V2 ×ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ×, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ V1. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØÜÔÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ |V1| 6 n1 É a ∈ V2 �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÇÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. îÁÞÁÌÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ï�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ.



34 ä. ÷. ëáòðï÷ûÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 É V2 ∋ a Ó w(V1) 6 n1. åÓÌÉw(V1) = n1, ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÍ �ÏÄÈÏÄÉÔ. ðÒÅ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ w(V1) < n1.÷ ÓÉÌÕ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G, ÎÅÌØÚÑ ÏÔÄÅÌÉÔØ V2 ÏÔ V1 ÍÅÎÅÅ ÞÅÍÄ×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.ðÅÒ×ÁÑ �ÅÌØ { ÎÁÊÔÉ ÓÍÅÖÎÕÀ Ó V1 ×ÅÒÛÉÎÕ x ∈ V2, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ aÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G2 = G(V2).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ w(a) 6 n2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ w(V (G−a)) > n1. ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ v(G2) > 2. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G2 Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ ÉÌÉ v(G2) = 2, ÔÏ �ÏÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ x 6= a, ÓÍÅÖÎÕÀ Ó V1. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G2ÎÅÄ×ÕÓ×ÑÚÅÎ É v(G2) > 3, ÔÏ ÇÒÁÆ G2 ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÉ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ. �Ï-ÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÒÁÊÎÉÊ ÂÌÏË D, ÏÔÄÅÌÑÅÍÙÊ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉÇÒÁÆÁ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ d É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a =∈ Int(D). ÷ÅÒÛÉÎÁ d ÎÅ ÍÏ-ÖÅÔ ÏÔÄÅÌÉÔØ Int(D) ÏÔ V1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ Int(D),ÓÍÅÖÎÁÑ Ó V1. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ x 6= a.äÁÌÅÅ ÍÙ Õ×ÅÌÉÞÉÍ V1 É ÕÍÅÎØÛÉÍ V2.äÏÂÁ×ÉÍ x Ë V1, ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 ∪ {x} É V2 \ {x} Ó×ÑÚÎÙ. åÓÌÉw(V1) + w(x) 6 n1, ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÛÁÇÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.åÓÌÉ ÖÅ w(V1) + w(x) > n1, ÔÏ ÕÍÅÎØÛÉÍ ×ÅÓ x ÄÏ n1 − w(V1) > 0,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ× ×ÅÓ ×ÅÒÛÉÎÙ a ∈ V2. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍÒÁÚÂÉÅÎÉÅ V (G) ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 É V2 ÎÕÖÎÏÇÏ ÎÁÍ ×ÅÓÁ, ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ.�ÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V1 ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÒÁÚ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔ ÒÁÂÏÔÕ. �

§4. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÉ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁìÅÍÍÁ 9. ðÕÓÔØ G { Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, Á n1+n2+n3=n.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ T ∈ O(G) É A ∈ Part(T ) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏn1 6 |Int(A)| 6 min(n1 + n2; n1 + n3)− 1:�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ ÔÒÉ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁV1, V2, V3 ÒÁÚÍÅÒÏ× n1, n2, n3, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ T = {x; y}. çÒÁÆ G′ = G(A)+xy �Ï ÌÅÍÍÅ 5Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ, Á ÇÒÁÆ G′ −T = G(Int(A)) { Ó×ÑÚÅÎ. úÎÁÞÉÔ, �Ï ÌÅÍÍÅ 7 ÍÙÍÏÖÅÍ ÒÁÚÂÉÔØ ÇÒÁÆ G′ ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 É U ⊃ T ÔÁË,ÞÔÏ |V1| = n1.



òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òé ó÷ñúîùè ðïäçòáæá35òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ G(U). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ ÎÅÓ×ÑÚÅÎ, ÔÏG(U) = G′(U)− xy;Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÎÅÍ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Wx ∋ x É Wy ∋ y.åÓÌÉ ÇÒÁÆ G(U) Ó×ÑÚÅÎ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁWx ∋ x É Wy ∋ y. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |Wx| 6 n2É |Wy | 6 n3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,k2 = n2 + 1− |Wx| > 1 É k3 = n3 + 1− |Wy | > 1:çÒÁÆ G∗ = G− Int(A)+xy �Ï ÌÅÍÍÅ 5 Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÍÙ ÍÏ-ÖÅÍ ÒÁÚÂÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G∗ ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ′2 ∋ xÉ V ′3 ∋ y ÒÁÚÍÅÒÏ× |V ′2 | = k2 É |V ′3 | = k3. íÎÏÖÅÓÔ×Á V2 =Wx ∪ V ′2É V3 =Wy ∪ V ′3 Ó×ÑÚÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÎÕÖÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎÏÞÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÜÔÏ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÉÌÉ �ÉËÌ. äÌÑ �ÉËÌÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á ÄÌÑ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ, ÍÏÖÎÏ É ÎÅ �ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ äØÏÒÉ-ìÏ×ÁÓÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÇÒÁÆÁ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ E ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆ G−EÎÅ ÂÙÌ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ 2-×ÅÒÛÉÎÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÂÕÄÅÔ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ G−E ÎÁ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ (�ÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏËÏÎ�Ù ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÚ E �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ). �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÒÁÆ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀÔÅÏÒÅÍÙ 2.äÁÌÅÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎÏÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. îÅÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n1 > n2 > n3. îÁÞÎÅÍ Ó ×ÙÂÏÒÁ\�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ" ÏÄÉÎÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÌÉ ÞÁÓÔÉ, ÞÔÏÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÒÅ×Á BT(G).÷ÙÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÌÉ ÞÁÓÔÉ.ðÏÄ×ÅÓÉÍ BT(G) ÚÁ ËÒÁÊÎÀÀ ÞÁÓÔØ A0 (�ÏÌÕÞÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ × A0, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×Á× Ò£ÂÒÁ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ ËÏÒÎÑ).íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ò£ÂÅÒ ÄÅÒÅ×Á BT(G) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(BT(G)). åÓÌÉ XY ∈ A(BT(G)), ÔÏ ÎÁÚÏ×£Í X �ÒÅÄ-ËÏÍ Y , Á Y { �ÏÔÏÍËÏÍ X .åÓÌÉ Y ∈ V (BT(G)), Y 6= A0, ÔÏ �ÒÅÄÏË Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×Å-ÎÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ P [Y ℄.
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M [B]òÉÓ. 1. M [B℄.ðÏÌÏÖÉÍ M [A0℄ = V (G). äÌÑ ÞÁÓÔÉ B ∈ Part(G), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ A0,ÍÙ ÉÍÅÅÍ P [B℄ ∈ O(G). �ÏÇÄÁ �ÕÓÔØM [B℄ ∈ Part(P [B℄) { ÞÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÁÑB (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 1a). äÌÑ ÏÄÉÎÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ∈ O(G) �ÕÓÔØM [B℄ { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÅÊ Part(B), ËÒÏÍÅ ÔÏÊ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ A0(ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 1b). ÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÌÏÖÉÍ m[B℄ = |M [B℄|.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, m[A0℄ = n > n2+2. îÁÞÉÎÁÑ Ó A = A0, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ðÕÓÔØ A ∈ V (BT(G)), m[A℄ > n2 + 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ �ÏÔÏÍÏË B ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÞÔÏ m[B℄ > n2+2 (ÅÓ-ÌÉ ÔÁËÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ). �ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ A = BÉ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÎÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÞÔÏm[A℄ > n2 + 2, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÏÔÏÍËÏ× B ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÂÕÄÅÔ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ m[B℄ 6 n2 + 1 (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÔÏÍËÏ× ÎÅÔ). áÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÂÏÒÁÎÁ ÜÔÏÍ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ.òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÔÒÉ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.éÔÁË, ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ A { ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÁ ÉÌÉ ÏÄÉÎÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.1. A | ÏÄÉÎÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.ðÕÓÔØ A = T = {x; y}, a B ∈ Part(T ) { ÞÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ A0. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔØ B′ ∈ Part(T ), ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ B. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 
ÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÁÑ ÞÁÓÔØ B∗ ∈ Part(G), ÞÔÏ B∗ ÓÍÅÖÎÁ Ó T × BT(G) É B∗ ⊂ B′.�ÏÇÄÁ B∗ { �ÏÔÏÍÏË T , Á ÚÎÁÞÉÔ,M [B∗℄ = B′ É �Ï ×ÙÂÏÒÕ T ÍÙ ÉÍÅÅÍ
|Int(B′)|+ 2 = m[B∗℄ 6 n2 + 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |Int(B′)| 6 n2 − 1.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ |Int(B′)| 6 n3 − 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÔÏÇÄÁn3 6 |Int(B′)| 6 n2 − 1 < n3 + n2 − 1 6 n3 + n1 − 1



òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òé ó÷ñúîùè ðïäçòáæá37É �Ï ÌÅÍÍÅ 9 ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ V (G) ÎÁ ÔÒÉ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔØ B É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |Int(B)| > n1. �ÁËËÁË
|Int(B)|+m[T ℄ = n = n1 + n2 + n3 É m[T ℄ > n2 + 2;ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ |Int(B)| 6 n1 + n3 − 2 6 n1 + n2 − 1. �ÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ V (G) ÎÁ ÔÒÉ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÌÅÍÍÅ 9.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ |Int(B)| 6 n1 − 1. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|Part(T )| 6 3, Á ÚÎÁÞÉÔ, × Part(T ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×Å ÏÔÌÉÞ-ÎÙÅ ÏÔ B ÞÁÓÔÉ É �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÉÈ ÎÉÈÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n3 − 1 ×ÅÒÛÉÎ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,n− 2 = |V (G) \ T | 6 n1 − 1 + 2(n3 − 1) 6 n− 3;�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.2. A ∈ Part(G).ðÕÓÔØ A ÓÍÅÖÎÁ × ÄÅÒÅ×Å BT(G) Ó ÏÄÉÎÏÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Ti =
{yi; zi}, ÇÄÅ i ∈ {1; : : : ; k}, �ÒÉÞÅÍ T1 = P [A℄. ðÕÓÔØ Ai { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÅÊ Part(Ti) ËÒÏÍÅ ÞÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ A. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Int(Ai) = Ai \ Ti É mi = |Int(Ai)|.÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ÞÁÓÔÉ Ami = m[Ti℄− 2 6 n2 − 1 �ÒÉ i ∈ {2; : : : ; k}: (1)�ÁË ËÁË T1 = P [A℄, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Int(A1) ∪M [A℄ = V (G). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
|Int(A1)|+m[A℄ = n = n1 + n2 + n3. �ÁË ËÁË m[A℄ > n2 + 2,m1 6 n1 + n3 − 2: (2)íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G(Aj) + yjzjÄ×ÕÓ×ÑÚÅÎ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j ∈ {1; : : : ; k} (ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 5).�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÏÍÅÒÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ m1 ÂÙÌÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÉÚ×ÓÅÈ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) É (2) ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ É �ÏÓÌÅ�ÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ F = G(A) + y1z1 + · · · + ykzk. îÁÚÏ×ÅÍ ÒÅÂÒÁ yizi ∈ E(F )(ÇÄÅ i ∈ {1; : : : ; k}) ÏÓÏÂÙÍÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÓÏÂÏÍÕÒÅÂÒÕ yizi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Int(Ai) É �ÒÉÄÁÄÉÍÅÍÕ ×ÅÓ w(yizi) = mi = |Int(Ai)|:÷ÅÓÁ ÎÅÏÓÏÂÙÈ Ò£ÂÅÒ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ 0. �ÏÇÄÁ m1 { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ×ÅÓÏ×.



38 ä. ÷. ëáòðï÷òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.2.1. þÁÓÔØ A { �ÉËÌ.�ÏÇÄÁ ÇÒÁÆ F { �ÉËÌ. ðÕÓÔØ × �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ F ×ÅÒÛÉÎÙy1; z1; y2; z2; : : : ; yk; zkÓÌÅÄÕÀÔ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË. (÷ÏÚÍÏÖÎÏ, yi+1 = zi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i, ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀÓÞÉÔÁÅÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ k.)ðÕÓÔØ F = a0a1 : : : a`, ÇÄÅ a0 = y1 É a1 = z1. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÙÊ�ÉËÌ C, �ÏÓÔÁ×É× ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ aiai+1 ÒÏ×ÎÏ w(aiai+1) ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2. âÏÌØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (Á ÉÍÅÎÎÏ, w(a0a1) 6n1 + n3 − 2) { ÎÁ ÒÅÂÒÅ a0a1, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ n2 − 1 ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ �ÉËÌ C ÎÁ ÔÒÉ �ÕÔÉ ÉÚ n1, n2 É n3 ×ÅÒÛÉÎ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÒÁÚÒÅÚÁ ÎÅ �Ï�ÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÕÄÕÇÕ aiai+1. òÁÚÂÅÒ£Í Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.a. w(a0a1) + 1 > n1.ðÅÒ×ÙÊ ÒÁÚÒÅÚ �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÍÅÖÄÕ a0 É �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ 
 (ÓÏÓÅ-ÄÏÍ a0, ÌÅÖÁÝÅÍ ÎÁ ÄÕÇÅ a`a0). ïÔÓÞÉÔÁÅÍ ÏÔ a0 ÒÏ×ÎÏ n1 ×ÅÒÛÉÎ(×ËÌÀÞÁÑ a0) É �ÒÏ×ÅÄÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚÒÅÚ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ ÒÁÚÒÅÚ�Ï�ÁÄÅÔ ÎÁ ÄÕÇÕ a0a1. íÙ ÈÏÔÉÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÒÅÔÉÊ ÒÁÚÒÅÚ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÍÅÖÄÕ ×ÔÏÒÙÍ É ÔÒÅÔØÉÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÂÙÌÏ ÒÏ×ÎÏ n3 ×ÅÒÛÉÎ. éÚ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÕÇÅ a0a1 ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n3−1 ×ÅÒÛÉÎÙ,�ÏÜÔÏÍÕ, ÔÒÅÔÉÊ ÒÁÚÒÅÚ �Ï�ÁÄÅÔ ÎÅ ÎÁ ÄÕÇÕ a0a1 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2a). óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁ ÄÕÇÅ a`a0 ÏÓÔÁÌÏÓØ w(a`a0) 6 n2 − 1 ×ÅÒÛÉÎ, ÁÍÅÖÄÕ ÔÒÅÔØÉÍ É �ÅÒ×ÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÏ×ÎÏ n2 ×ÅÒÛÉÎ.ðÏÜÔÏÍÕ, ÔÒÅÔÉÊ ÒÁÚÒÅÚ ÎÅ �Ï�ÁÄÅÔ ÎÁ ÄÕÇÕ a`a0.b. w(a0a1) + 1 < n1.ðÒÏ×ÅÄÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚÒÅÚ ÍÅÖÄÕ a0 É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ b (ÓÏÓÅ-ÄÏÍ a0, ÌÅÖÁÝÅÍ ÎÁ ÄÕÇÅ a0a1). ïÔÓÞÉÔÁÅÍ ÏÔ b ÒÏ×ÎÏ n1 ×ÅÒÛÉÎ(×ËÌÀÞÁÑ b) É �ÒÏ×ÅÄÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚÒÅÚ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ ÒÁÚÒÅÚÎÅ �Ï�ÁÄÅÔ ÎÁ ÄÕÇÕ a0a1. ðÕÓÔØ ÏÎ �Ï�ÁÌ ÎÁ ÄÕÇÕ aiai+1 (ÓÍ. ÒÉÓÕ-ÎÏË 2b). ïÔÓÞÉÔÁÅÍ ÏÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ ÒÏ×ÎÏ n2 ×ÅÒÛÉÎ É �ÒÏ×ÅÄÅÍÔÒÅÔÉÊ ÒÁÚÒÅÚ. �ÁË ËÁË ÎÁ ÄÕÇÅ aiai+1 ÒÏ×ÎÏ w(aiai+1) 6 n2−1 ×ÅÒÛÉÎ,ÔÒÅÔÉÊ ÒÁÚÒÅÚ ÎÅ �Ï�ÁÄÅÔ ÎÁ ÄÕÇÕ aiai+1. îÁ ÄÕÇÕ a0a1 ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ�Ï�ÁÓÔØ �Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ.éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÒÁÚÒÅÚ ÎÁ ÄÕÇÅajaj+1 (ÇÄÅ 0 6 j 6 `). åÓÌÉ w(ajaj+1) = 0, ÔÏ ÍÙ �ÒÏÓÔÏ ÄÏÌÖÎÙÏÔ�ÒÁ×ÉÔØ aj × ÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á aj+1 { × ÄÒÕÇÏÅ, ÞÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÏÖÎÏ.
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òÉÓ. 2. òÁÚÒÅÚ �ÉËÌÁ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ.ðÕÓÔØ w(ajaj+1) 6= 0, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �, ÞÔÏ ajaj+1 = y�z�,Á ÒÅÂÒÕ ajaj+1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ Int(A�). îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚ-ÄÅÌÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G(A�) + ajaj+1 ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× W1 ∋ aj É W2 ∋ aj+1, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ-ÌÁÔØ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.2.2. þÁÓÔØ A { ÂÌÏË.�ÁË ËÁË ÞÁÓÔØ A { ÂÌÏË, ÇÒÁÆ F ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï U ⊂ V (G), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ. ðÏÌÏÖÉÍU ′ = U ∩ V (F ).îÁÚÏ×£Í ÏÓÏÂÏÅ ÒÅÂÒÏ yjzj Ï�ÁÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÎ�Ï×ÌÅÖÉÔ × U ′.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÓÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ F . ðÕÓÔØ ÒÅÂÒÏ yjzj { Ï�ÁÓÎÏÅ, yj ∈U .�ÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÅ yj �ÒÉÄÁÄÉÍ ×ÅÓ w(yj) = 1 + |Int(Aj) ∩ U |, Á ×ÅÒÛÉÎÅzj { ×ÅÓ w(zj) = 1 +mj − |Int(Aj) ∩ U |. ïÓÔÁÌØÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÄÁÄÉÍ×ÅÓÁ 1.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ w(U ′) ËÁË ÓÕÍÍÕ ×ÅÓÏ× ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ U ′ �ÌÀÓ ÓÕÍÍÕ ×ÅÓÏ×ÏÓÏÂÙÈ Ò£ÂÅÒ, ÏÂÁ ËÏÎ�Á ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × U ′.íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1◦ |U | 6 n1;2◦ y1 ∈ U , z1 6∈ U ;3◦ w(y1) > w(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ x ∈ A \ {z1};



40 ä. ÷. ëáòðï÷4◦ ÇÒÁÆÙ G(U), F (U ′) É G−U Ó×ÑÚÎÙ, Á ÇÒÁÆ F −U ′ Ó×ÑÚÅÎ É ÎÅÉÍÅÅÔ ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. 1) åÓÌÉ yi; zi ∈ U ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i, ÔÏ Int(Ai) ⊂ U .äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ yi; zi ∈ U , ÎÏ Int(Ai) 6⊂ U , ÔÏ ÇÒÁÆ G−U ÎÅÓ×ÑÚÅÎ,ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 4◦.2) ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2◦ ÒÅÂÒÏ y1z1 ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÔÁ�ÁÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á U ÂÕÄÅÔ Ï�ÁÓÎÙÍ.3) îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ w(U ′) = |U |.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1◦ − 4◦.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G′ ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G − U ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Int(Aj), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ yj É zjÌÅÖÉÔ × U ′.ìÅÍÍÁ 10. åÓÌÉ ÇÒÁÆ F − U ′ Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ, ÔÏ É ÇÒÁÆ G′ Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØJ = {j ∈ [1::k℄ : yj ; zj =∈ U ′}; Y = {yjzj}j∈J :îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏG′ = F − U ′ − Y ∪
(

⋃j∈J G(Aj))(ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ∈ J ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ \×ÅÒÎÕÔØ" × ÇÒÁÆ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ G(Aj) ÉÕÂÒÁÔØ ÏÓÏÂÏÅ ÒÅÂÒÏ yjzj , ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÔ × ÇÒÁÆÅ G). �ÁË ËÁË ÇÒÁÆ F−U ′,Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÇÒÁÆÙ G(Aj) + yjzj Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆ ÔÁËÖÅ Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ. �ðÅÒÅÊÄÅÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ V (G) ÎÁ ÔÒÉÓ×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÏ× n1, n2 É n3.îÁÞÁÌÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.åÓÌÉ m1 6 n1 − 1, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÍ U = {y1} ∪ Int(A1). åÓÌÉm1 > n1 − 1, ÒÁÚÄÅÌÉÍ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G(A1) + y1z1 ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á W1 ∋ y1 É W2 ∋ z1 ÔÁË, ÞÔÏ |W1| = n1 (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ 1) É �ÏÌÏÖÉÍ U =W1.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÑ 1◦ É 2◦ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁ-ÆÁ F , ÇÒÁÆ F −U ′ = F − y1 Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 4◦.ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ 3◦. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ yizi { Ï�ÁÓÎÏÅ É i > 2, ÔÏw(yi); w(zi) 6 mi + 1 6 n2:



òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òé ó÷ñúîùè ðïäçòáæá41ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÌÉÂÏ w(y1) = n1 > n2, ÌÉÂÏ w(y1) = m1 + 1 > mi + 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, w(y1) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ×ÅÓÏ× ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA \ {z1}.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. 1) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ (2) ÍÙ ÉÍÅÅÍw(z1) 6 max(0;m1 − n1 + 1) 6 n3: (3)÷ÅÓ w(z1) ÎÅ ÂÕÄÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÄÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.2) çÒÁÆ F − U ′ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÍ ÉÌÉ �ÏÌÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÉÚÄ×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ F −U ′ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ z1, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ.ûÁÇ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.éÔÁË, �ÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1◦ −4◦. åÓÌÉ |U | = n1, ÍÙ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏËÏÎÞÁÎÉÀ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÖÅ
|U | < n1, ÍÙ ×Ù�ÏÌÎÉÍ ÛÁÇ É Õ×ÅÌÉÞÉÍ U , �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÅÒÅÊÄÅÍ ËÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÛÁÇÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.éÔÁË, ÄÁÌÅÅ |U | < n1.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Ï�ÁÓÎÏÅ ÒÅÂÒÏ yjzj, ÞÔÏInt(Aj) 6⊂ U .íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ yj ∈ U , zj =∈ U . ÷ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁG(Aj) + yjzj ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Uj ∋ yj É Wj ∋ zj ,�ÒÉÞÅÍ Uj ⊂ U , Wj ∩ U = ∅ É Wj 6= {zj}. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÍÏÖÎÏÒÁÚÂÉÔØ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G(Aj) + yjzj ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ′j ∋ yjÉW ′j ∋ zj , ÇÄÅ |U ′j | = |Uj |+1 É �ÏÍÅÓÔÉÔØ × U ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ′j ×ÍÅÓÔÏ Uj ,Õ×ÅÌÉÞÉ× |U | ÎÁ 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÑ 1◦−4◦ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ.äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÁÓÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ yjzj ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Int(Aj) ⊂ U: (4)ìÅÍÍÁ 11. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (4), ÔÏ ÇÒÁ-ÆÙ F − U ′ É G− U Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÇÒÁÆ F −U ′ ÎÅÄ×ÕÓ×ÑÚÅÎ, ÔÏ �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 5É ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÙ ÉÍÅÅÍ v(F − U ′) = 2. åÓÌÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁ-ÆÁ F − U ′ { ÎÅÏÓÏÂÏÅ, ÔÏ G − U = F − U ′, Á ÚÎÁÞÉÔ, v(G − U) = 2 6n2+n3. åÓÌÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ F − U ′ { ÏÓÏÂÏÅ, ÔÏ �ÕÓÔØ ÜÔÏÒÅÂÒÏ yjzj . ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ j 6= 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, mj = |Int(Aj)| 6 n2 − 1 ××É-ÄÕ (1). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ V (G−U) = V (Aj), Á ÚÎÁÞÉÔ, v(G−U) 6 n2+1 6n2 + n3. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÌÕÞÁÅÍ |U | > n1, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÔÁË.



42 ä. ÷. ëáòðï÷éÔÁË, ÇÒÁÆ F −U ′ Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ. ÷×ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (4) ÇÒÁÆ G−U ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÆÏÍ G′. úÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆ G− U Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ �Ï ÌÅÍÍÅ 10. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ H = F−U ′. �ÁË ËÁË ÇÒÁÆ F ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ, Á U ′ 6= ∅,ÎÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂ V (H) ÎÅÌØÚÑ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ U ′ × ÇÒÁ-ÆÅ F ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂ V (H) ÎÅÌØÚÑ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ U × ÇÒÁÆÅ GÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. (5)ðÏ ÌÅÍÍÅ 11 ÇÒÁÆ H Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ. åÓÌÉ ÇÒÁÆ H ÎÅ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ É ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÉËÌÏÍ, ÔÏ H ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ËÒÁÊÎÉÅ ÞÁÓÔÉ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. �ÏÇÄÁ �ÕÓÔØ B ∈ Part(H) { ÔÁËÁÑ ËÒÁÊÎÑÑÞÁÓÔØ, ÞÔÏ Int(B) 6∋ z1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.a. çÒÁÆ H ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ ÉÌÉ ÞÁÓÔØ B | ÂÌÏË.åÓÌÉ H ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ, ÔÏ × ÓÉÌÕ (5) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ z1 ×ÅÒÛÉ-ÎÁ w ∈ V (H), ÓÍÅÖÎÁÑ Ó U . åÓÌÉ H ÎÅÔÒ£ÈÓ×ÑÚÅÎ É ÞÁÓÔØ B { ÂÌÏË,ÔÏ × ÓÉÌÕ (5) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÍÅÖÎÁÑ Ó U ×ÅÒÛÉÎÁ w ∈ Int(B), ÔÏÇÄÁw 6= z1. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÒÁÆ H − w = F − (U ′ ∪ {w}) Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ (×�ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ { ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3). çÒÁÆÙF (U ′∪{w}) É G(U∪{w}), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ó×ÑÚÎÙ. çÒÁÆ G−U−w Ó×ÑÚÅÎ, ÔÁËËÁË ÇÒÁÆ G−U Ä×ÕÓ×ÑÚÅÎ �Ï ÌÅÍÍÅ 11. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ 4◦ ÄÌÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ∪{w} ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ w, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏU ∪{w} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1◦−3◦. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÛÁÇÕÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó ÎÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U := U ∪ {w}.b. çÒÁÆ H { �ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ ÉÌÉ ÞÁÓÔØ B { �ÉËÌ.åÓÌÉ ÞÁÓÔØ B { �ÉËÌ, �ÕÓÔØ ÜÔÏ �ÉËÌ C = a0a1 : : : a`a`+1, �ÒÉÞÅÍBound(B) = {a0; a`+1}. åÓÌÉ z1 ∈ Bound(B), ÔÏ �ÕÓÔØ z1 = a0. åÓÌÉÇÒÁÆ H { �ÉËÌ, �ÕÓÔØ ÜÔÏ �ÉËÌ C = a0a1 : : : a`, �ÒÉÞÅÍ a0 = z1.éÚ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ F ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ a1; : : : ; a` ÓÍÅÖ-ÎÙ Ó U ′ × ÇÒÁÆÅ F (ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 2 × ÇÒÁÆÅH = F − U ′).äÌÑ i; j ∈ {0; : : : ; ` + 1} (ÇÄÅ i < j) �ÕÓÔØ Si;j { ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÅ ai+1; : : : ; aj−1 É ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ò£ÂÒÁÍ aiai+1, . . . ,aj−1aj (�ÒÉ j = i+1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Si;j ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÕÇÅ ai;i+1). ðÏÌÏÖÉÍ si;j = |Si;j |.ðÕÓÔØ s0;` 6 n1−|U |. �ÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U∗ = U ∪S0;`. ÷ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ |U∗| 6 n1, ÕÓÌÏ×ÉÑ 1◦ − 4◦ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U∗, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÛÁÇÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó U := U∗.



òáúâéåîéå ä÷õó÷ñúîïçï çòáæá îá �òé ó÷ñúîùè ðïäçòáæá43ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ s0;` > n1 − |U |. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÚÁËÏÎ-ÞÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÙÊ �ÉËÌ C ′, �ÏÓÔÁ×É× ÎÁËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ajaj+1 ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÓÁ ÒÏ×ÎÏ w(ajaj+1) ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎÓÔÅ�ÅÎÉ 2. ðÕÓÔØ b { ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅ a0 ×ÅÒÛÉÎÁ �ÉËÌÁ C ′ (ÎÁ ÄÕÇÅa0a1), Á �ÕÔØ P �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �ÉËÌÁ C ′ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÒÅÂÒÁ a0b. òÁÚÂÅÒÅÍ Ä×Á�ÏÄÓÌÕÞÁÑ.b1. s0;1 < n1 − |U |.ïÔÒÅÖÅÍ ÏÔ �ÕÔÉ P , ÎÁÞÉÎÁÑ Ó b, ÒÏ×ÎÏ n1−|U | ×ÅÒÛÉÎ. ðÕÓÔØ ÒÁÚÒÅÚ�ÒÉÛÅÌÓÑ ÎÁ ÄÕÇÕ aiai+1 �ÕÔÉ P . ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i > 1.ïÔ�ÒÁ×ÉÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ U ∪ S0;i (ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÏ, ÔÁË ËÁË a1ÓÍÅÖÎÏ Ó U) × V1, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÔÕÄÁt = n1 − |U | − s0;i > 0×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ Ó ÄÕÇÉ aiai+1.åÓÌÉ aiai+1 { ÎÅÏÓÏÂÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÔÏ t = 0 É V1 �ÏÓÔÒÏÅÎÏ. ðÕÓÔØaiai+1 = yjzj { ÏÓÏÂÏÅ ÒÅÂÒÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, j > 2. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØÄ×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G(Aj) + aiai+1 ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W ∋ aiÉ W ′ ∋ ai+1 ÔÁË, ÞÔÏ |W | = t + 1. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.ðÏÌÏÖÉÍ V1 = U ∪S0;i∪W , ÔÏÇÄÁ |V1| = n1, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÏ.ðÕÓÔØ q = |W ′|, ÔÏÇÄÁ q 6 mj + 1 6 n2, �ÏÍÅÓÔÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ′ × V2.îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÇÒÁÆ G∗ = G− U − S0;i+1 ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á Z ∋ ai+1 É V3, ÇÄÅ |V3| = n3 É |Z| = n2− q+1 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 3a).îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ai+1 { ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÒÁÊÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ ÇÒÁ-ÆÁ G∗, ÔÁË ËÁË ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G − U ÒÁÚ-ÒÅÚÏÍ �Ï ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {a0; ai+1}. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ××ÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1.b2. s0;1 > n1 − |U |.�ÏÇÄÁ s0;1 > 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÒÅÂÒÏ a0a1 { ÏÓÏÂÏÅ. ðÕÓÔØ a0a1 = y�z�.ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ � > 2. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ s0;1 = m�, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÕÇÅ a0a1 { ÜÔÏ Int(A�). åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ a1a2 { ÏÓÏÂÏÅ, ÔÏ�ÕÓÔØ a1a2 = y�z� , ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÕÇÅa1a2 { ÜÔÏ Int(A�).ðÕÓÔØ t = n1−|U |. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ V (G−U) ÔÏÞÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÙa0; a1; a2, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÕÇÁÍ a0a1 É a1a2.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, v(G) = n1 + n2+ n3, Á |U | = n1− t. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,3 + s0;1 + s1;2 6 v(G− U) = n2 + n3 + t: (6)
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òÉÓ. 3. äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÄÏ V1.íÙ ×ÙÂÅÒÅÍ Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ∋ a1 ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S0;2ÔÁË, ÞÔÏÂÙ S0;2 \ T ÂÙÌÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó×ÑÚÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× W2 ∋ a2 É W3 ∋ a0 ÒÁÚÍÅÒÏ× |W2| 6 n2 É |W3| 6 n3. ðÏÓÌÅÞÅÇÏ �ÏÌÏÖÉÍ V1 = U ∪T (ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ n1 ×ÅÒ-ÛÉÎ É ÂÕÄÅÔ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ×ÅÒÛÉÎÁ a1 ∈ T ÓÍÅÖÎÁ Ó U). ÷ÅÒÛÉÎÙÉÚ W2 ÂÕÄÕÔ �ÏÍÅÝÅÎÙ × V2, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ W3 { × V3. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ�ÏÄÂÅÒÅÍ ÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ t0 É t2, ÞÔÏt0 + t2 + 1 = t; t0 6 s0;1; q3 = s0;1 − t0 + 1 6 n3;t2 6 s1;2; q2 = s1;2 − t2 + 1 6 n2:üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ××ÉÄÕ (1) É (6). úÁÔÅÍ ÍÙ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÒÁÚÄÅÌÉÍÄ×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆG(A�)+a0a1 ÎÁ Ä×Á ÔÁËÉÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T0 ∋ a1É W3 ∋ a0, ÞÔÏ |T0| = t0 + 1 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 3b). �ÏÇÄÁ |W3| = q3 6 n3,�ÏÍÅÓÔÉÍ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ × V3. åÓÌÉ a1a2 { ÎÅÏÓÏÂÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÔÏ t2 = 0É q2 = 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ T2 = {a1}, W2 = {a2}. åÓÌÉ a1a2 { ÏÓÏÂÏÅÒÅÂÒÏ, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÒÁÚÄÅÌÉÍ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G(A�)+a1a2 ÎÁ Ä×ÁÔÁËÉÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T2 ∋ a1 É W2 ∋ a2, ÞÔÏ |T2| = t2 + 1. �ÏÇÄÁ
|W2| = q2 6 n2, �ÏÍÅÓÔÉÍ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ × V2. ðÏÌÏÖÉÍ T = T0 ∪ T2.�ÏÇÄÁ |T | = t É V1 = U ∪ T ÎÁÍ �ÏÄÈÏÄÉÔ.ðÕÓÔØ G∗ = G− U − S0;2. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, G∗ + a0a2 { Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ n2 + n3 + 2 − q2 − q3 ×ÅÒÛÉÎ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÒÁÚÄÅÌÉÍÜÔÏÔ ÇÒÁÆ ÎÁ Ä×Á ÔÁËÉÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W ′2 ∋ a2 É W ′3 ∋ a0, ÞÔÏ
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|W2| = n2+1− q2 É |W3| = n3+1− q3. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÔÅÏÒÅÍÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ V2 =W2 ∪W ′2 É V3 =W3 ∪W ′3.ïËÏÎÞÁÎÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.éÔÁË, �ÕÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U , ÞÔÏ w(U ′) = |U | = n1.íÙ ÒÁÚÏÂØÅÍ V (G) ÎÁ ÔÒÉ Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÏ× n1, n2 É n3 ÉÚÁËÏÎÞÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 12. óÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G′ ÒÁ×ÎÁ n2 + n3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÒÁÆ G′ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ G− U ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅÍ ÕÄÁ-ÌÅÎÙ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × G−U ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× Int(Aj), ÇÄÅ yjzj { Ï�ÁÓÎÏÅÒÅÂÒÏ. ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, zj ∈ V (G′). �ÏÇÄÁ zj =∈ U É ×ÅÓ w(zj) ÒÁ×ÅÎ Õ×Å-ÌÉÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ 1 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ × Int(Aj)\U . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G′ ÒÁ×ÎÁ |V (G) \ U |, ÔÏ ÅÓÔØ, n2 + n3. �éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G′, ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏÒÁ×ÎÁ n2 + n3. íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á V ′2 É V ′3 Ó ÓÕÍÍÏÊ ×ÅÓÏ× n2 É n3 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 8. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å×ÅÒÛÉÎÙ a, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅËÉÄÙ×ÁÔØ \ÌÉÛÎÉÊ" ×ÅÓ, ×ÏÚØ-ÍÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ z1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ (3) ÍÙ ÉÍÅÅÍ w(z1) 6 n3 6 n2,ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 8.þÔÏ ÖÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÒÅËÉÄÙ×ÁÎÉÅ ×ÅÓÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÙ x ∈ A \ U ′ ÎÁ z1× ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ? ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ w(x) > 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, x {ËÏÎÅ� Ï�ÁÓÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ yizi, ÇÄÅ i > 2. ðÕÓÔØ x = zi, ÔÏÇÄÁ yi ∈ U ′ Éw(zi) = 1+ qi: ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G(Ai) + yizi ÒÁÚÄÅÌÅÎ ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×ÁWi ∋ zi É Ui ∋ yi, �ÒÉÞÅÍWi⊂V (G)\U , |Wi|=qi+1 É Ui⊂U .õÍÅÎØÛÉÔØ ×ÅÓ ×ÅÒÛÉÎÙ zi ÎÁ p 6 qi ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÚÂÉÔØ G(Ai) + yizi ÎÁÄ×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W ′i ∋ zi É U ′i ∋ yi, ÇÄÅ |W ′i | = 1 + qi − p, �ÏÓÌÅÞÅÇÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ U ′i ×ÍÅÓÔÏ Ui × U É W ′i ×ÍÅÓÔÏ Wi × V (G) \ U . üÔÏÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ×ÅÓ ×ÅÒÛÉÎÙ z1 ÎÁ p? ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆG(A1) + y1z1 ÒÁÚÄÅÌÅÎ ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W1 ∋ z1 É U1 ∋ y1,�ÒÉÞÅÍ W1 ⊂ V (G) \U , U1 ⊂ U É |U1| = w(y1) > w(zi) > p+ 1 �Ï ÕÓÌÏ-×ÉÀ 3◦. õ×ÅÌÉÞÉÔØ ×ÅÓ ×ÅÒÛÉÎÙ z1 ÎÁ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÚÂÉÔØ G(A1)+y1z1ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁW ′1 ∋ z1 É U ′1 ∋ y1, ÇÄÅ |U ′1| = |U1| − p, �ÏÓÌÅÞÅÇÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ U ′1 ×ÍÅÓÔÏ U1 × U É W ′1 ×ÍÅÓÔÏ W1 × V (G) \ U . üÔÏÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÏÓÔÁÌÏÓØ Ó×ÑÚÎÙÍ É ÎÅÉÚÍÅÎÉÌÏ ÒÁÚÍÅÒ: |U | = n1. ðÏÌÏÖÉÍ V1 = U .



46 ä. ÷. ëáòðï÷ðÕÓÔØ ×ÅÓ w(X) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ X ⊂ V (G′) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ××ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × X ×ÅÒÛÉÎ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G′ �Ï ÌÅÍÍÅ 8ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á Ó×ÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ′2 É V ′3 ×ÅÓÏ× w(V ′2 ) = n2É w(V ′3 ) = n3. ðÏÍÅÓÔÉÍ × V2 ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ′2 , �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ x ∈ V ′2 ×ÅÓÁ ÂÏÌÅÅ 1. ÷ ÔÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x = zj , ÇÄÅ yjzj | Ï�ÁÓÎÏÅ ÒÅÂÒÏ. �ÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Wj = Aj \ U Ó×ÑÚÎÏÅ × ÇÒÁÆÅ G, Wj ∋ zj É |Wj | = w(zj).ðÏÍÅÓÔÉÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ Wj × V2, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ zj ×ÅÓÁw(zj) ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ w(zj) ×ÅÒÛÉÎ (× ÉÈ ÞÉÓÌÅ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ zj), Ó×ÑÚ-ÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÓ×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ V2 × ÇÒÁÆÅ G, �ÒÉÞÅÍ |V2| = w(V ′2 ) = n2.íÎÏÖÅÓÔ×Ï V3 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.íÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. éÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ äØÏÒÉ-ìÏ×ÁÓÁ ÎÅ�ÒÅÄÌÁÇÁÀÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÄÁ-ÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. áÌÇÏÒÉÔÍ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÅÎ, ÎÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏÏÎ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛÅ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÅÂÕÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁÏÄÉÎÏÞÎÙÍÉ 2-×ÅÒÛÉÎÎÙÍÉ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ { ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ. ÷ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÈ 1 É 3 ÓËÁÚÁ-ÎÏ, ËÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÂÅÚ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ äØÏÒÉ-ìÏ×ÁÓÁ. ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ËÁË ÎÅÓÌÏÖ-ÎÏ �ÏÎÑÔØ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÓËÏ-ÍÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. E. Gy�ori, On division of graphs to 
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