
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 463, 2017 Ç.ì. à. ëÏÌÏÔÉÌÉÎÁïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéèïãåîïë äìñ óðåë�òáìøîïçï òáäéõóá÷ú÷åûåîîùè çòáæï÷
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ É �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁ-ÄÉÕÓÁ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É ÏÒÇÒÁÆÏ× (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×).÷Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁ-ÔÒÉ�ÁÍÉ ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ ×ÅÒÈ-ÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÁËÔÙ.ðÕÓÔØ G = (V;E) { �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÆ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎV = {v1; : : : ; vn}; n > 2;ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÉ �ÅÔÅÌØ, ÎÉ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, Á E { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ vi 6= vj ÉÚ V . �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ vi É vj Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÍÅÖÎÙÍÉ, Ô.Å. (vi; vj) ∈ E, ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ i ∼ j. íÁÔÒÉ�ÁÓÍÅÖÎÏÓÔÉ AG = (aij) ÇÒÁÆÁ G Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:aij = { 1; ÅÓÌÉ i ∼ j;0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:åÓÌÉ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÇÒÁÆÁ G �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏ×Á) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ (ÉÌÉ �ÏÌÕÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÁÑ) ÍÁÔÒÉ�Á Wij �ÏÒÑÄËÁ p, p > 1, �ÒÉÞÅÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅWij =Wji ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∼ j; (1:1)ÔÏ ÇÒÁÆ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ; ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ GW . íÁ-ÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ GW { ÜÔÏ ÂÌÏÞÎÁÑ n×n ÍÁÔÒÉ�ÁëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÏÒÇÒÁÆ, ÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ, Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁ-ÄÉÕÓ, ÌÅÍÍÁ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ, ÂÌÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÉÊËÏÒÅÎØ, ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. 240



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 241AGW = (Aij), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ p×p ÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ (ÉÌÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÈ) ÂÌÏËÏ×Aij = { Wij ; ÅÓÌÉ i ∼ j;0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: (1:2)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÌÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù AGW Ï�-ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÂÅÒ E, Á ÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÌÏËÉ { ÜÔÏ ×ÅÓÏ×ÙÅÍÁÔÒÉ�Ù. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ-�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ AGW Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ (ÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ), ÅÓÌÉ ×ÓÅ×ÅÓÏ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Wij Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ (ÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ i ∼ j ÍÙ ÉÍÅÅÍW ∗ij =Wij =Wji ÉÌÉ W Tij =Wij =Wji:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù AGW ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p = 1, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ×ÓÅ ×ÅÓÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ×ÓÅ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ1, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÂÙÞÎÙÊ ÇÒÁÆ G.óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ GW Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁËÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù AGW , Á ÅÇÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ AGW , Ô.Å.�(GW ) = max16i6pn{|�i(AGW )|}:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ p = 1, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ×ÅÓÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉÞÉÓÌÁÍÉ, ÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[3, Theorem 2.1.1℄) ÅÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �(AGW ), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÉÍËÏÒÎÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù AGW .�ÁËÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ ÏÒÇÒÁÆÙ, ÎÅ ÉÍÅÀ-ÝÉÅ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÄÕÇ. ïÒÇÒÁÆ D = (V;E) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×Ï-ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V = {v1; : : : ; vn} É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÕÇ E, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÅÓÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ (vi; vj),1 6 i 6= j 6 n. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ vi ÉÄÅÔ ÄÕÇÁ × ×ÅÒÛÉÎÕ vj ,Ô.Å. (vi; vj) ∈ E, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË i → j.÷Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ ÏÒÇÒÁÆÙ DW , �ÏÄÏÂÎÏ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÑ p × p ×ÅÓÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� Wij ËÏ ×ÓÅÍÄÕÇÁÍ i → j. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÒÇÒÁÆÏ×, ×ÅÓÏ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Wij ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ (ÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ) É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ(ÉÌÉ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ). ïÄÎÁËÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ Wij = Wji × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ.



242 ì. à. ëïìï�éìéîáíÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ADW = (Aij) ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÏÒÇÒÁÆÁ DW Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:Aij = { Wij ; ÅÓÌÉ i → j;0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: (1:3)óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ADW ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍÉ ÏÒÇÒÁÆÁ DW , Á Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ADW ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ DW .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ×ÓÅ ÂÌÏËÉ Aij ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ADW ÜÒÍÉ-ÔÏ×Ù, ÓÁÍÁ ÍÁÔÒÉ�Á, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, Á ÚÎÁÞÉÔÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙ.÷ ÔÏÞÅÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p = 1, ×ÓÅ ×ÅÓÁ { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÍÁ-ÔÒÉ�Á ADW ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË É ×ÓÌÕÞÁÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ�(DW ) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ADW ,ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ×Ù×ÏÄÕ ×ÅÒÈÎÉÈÏ�ÅÎÏË ÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É ÏÒÇÒÁÆÏ×.ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ÷ÉÌÁÎÄÔÁ × ÅÅ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (�ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑ) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù.óÔÁÔØÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 ÍÙ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀÌÅÍÍÕ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÙÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÅÅ ÞÁÓÔ-ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÂÌÏÞÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ, ×ÓÅ ÂÌÏËÉ ËÏÔÏÒÙÈÑ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÎÎÙ-ÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ �ÏÒÑÄËÁ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ §3 �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÅÎËÉ, ÚÁ×ÉÓÑ-ÝÉÅ ÏÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù, Ô.Å. ÏÔ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÓ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÇÒÁÆÁ ÉÌÉ ÏÒÇÒÁÆÁ. îÁÛ ×ÙÂÏÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ × ÜÔÏÍ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ Ï�ÅÎÏË ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ×ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ×ÅÒÈÎÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ×Ú×ÅÛÅÎ-ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É ÏÒÇÒÁÆÏ×.îÁËÏÎÅ�, × §4, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ §§2 É 3, ÍÙ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 243ÏÒÇÒÁÆÏ×, ÕÄÅÌÑÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÓÌÕÞÁÅ× ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á. �ÁËÖÅ ÍÙ �ÒÏÑÓÎÑÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ Ï�ÅÎÏË Ó ÒÁÎÅÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÍÉ × [2, 5, 6, 16, 17, 18, 19℄.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÔ ××ÏÄÎÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÓÔÁÔØÅ.
• 〈n〉 = {1; : : : ; n}.
• äÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A �ÏÒÑÄËÁ n ÞÅÒÅÚ {�i(A)}ni=1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ nÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ A, Á ÞÅÒÅÚ�(A) = maxi∈〈n〉 |�i(A)|{ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ A.
• óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ × �ÏÒÑÄ-ËÅ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, Ô.Å.�(A) = |�1(A)| > |�2(A)| > · · · > |�n(A)|: (1:4)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, (1.4) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë�(A) = �1(A) > �2(A) > · · · > �n(A): (1:5)
• äÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Cm×n ÞÅÒÅÚ ‖A‖ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑÎÏÒÍÁ A, ÔÁË ÞÔÏ ‖A‖ = [�(AA∗)℄1=2.
• äÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A = (aij) ∈ Cn×nri(A) = n

∑j=1 |aij | É r′i(A) = ri(A)− |aii|; i = 1; : : : ; n;{ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÕÓÅÞÅÎ-ÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ A; i(A) = ri(AT ) É ′i(A) =i(A) − |aii|, i = 1; : : : ; n, { ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÅ ÓÕÍÍÙ ÉÕÓÅÞÅÎÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A.
• diag (d1; : : : ; dn) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ d1; : : : ; dn.
• e = [1; 1; : : : ; 1℄T ∈ R

n { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.
§2. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ ÄÌÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈÏÒÇÒÁÆÏ×äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÌÅÍÍÕ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ × ÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ[20℄ (ÔÁËÖÅ ÓÍ. [3, Theorem 2.2.14℄).



244 ì. à. ëïìï�éìéîáìÅÍÍÁ 2.1 (ìÅÍÍÁ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ). ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A = (aij) ∈ Cn×n ÉÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á P = (pij) ∈ Rn×n Ó×ÑÚÁÎÙ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔ-ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
|A| 6 P: (2:1)�ÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÍÁÔÒÉ�Ù A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

|�| 6 �(P ); (2:2)ÇÄÅ �(P ) { Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÍÁÔÒÉ�Ù P , Ô.Å. ÅÅ �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÉÊËÏÒÅÎØ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á P ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (2.2)ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á D, ÔÁËÁÑ ÞÔÏD∗AD = "P;ÇÄÅ " = �=�(P ).âÌÏÞÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÌÅÍÍÙ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÞÅÞÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ.ìÅÍÍÁ 2.2 (ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ [9℄). ðÕÓÔØ A=(Aij)ni;j=1 ∈

CN×N , 1 6 n 6 N , { ÂÌÏÞÎÁÑ n × n ÍÁÔÒÉ�Á Ó Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ Aii �ÏÒÑÄËÏ× ni > 1, i = 1; : : : ; n, É �ÕÓÔØ
‖Aij‖ 6 pij ; i; j = 1; : : : ; n: (2:3)�ÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÍÁÔÒÉ�Ù A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

|�| 6 �(P ); (2:4)ÇÄÅ P = (pij)ni;j=1.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á P ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (2.4)ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:(i) pij = ‖Aij‖; i; j = 1; : : : ; n; (2:5)(ii) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ yi ∈ Cni , i = 1; : : : ; n, ÔÁËÉÅ ÞÔÏy∗iAijyj
‖yi‖ ‖yj‖ = "‖Aij‖; i; j = 1; : : : ; n; (2:6)ÇÄÅ " = �=�(P ).



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 245úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (2.3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(2.4), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÁ×ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ‖Aij‖ij 6 pij�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÎÏÒÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [13, Theorem 4℄, [14,Th�eor�eme 2℄ É [15, Th�eor�eme 2℄). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(A) = �(P ):÷ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ ÂÌÏËÉ Aij ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ-ÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ×ÓÅ ÂÌÏËÉ Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ �ÏÒÑÄËÁ p. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÜÒÍÉÔÏ×Ù É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (�ÏÌÕ)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ-×ÙÅ, ÔÁË ÞÔÏ
‖Aij‖ = �(Aij) = �1(Aij); i; j = 1; : : : ; n:÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ Ó×Ï-ÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÄÁÎÎÁÑ ÓÔÁ-ÔØÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ A = (Aij)ni;j=1 ∈ Cpn×pn, n > 2, p > 1, { ÂÌÏÞÎÁÑn×n ÍÁÔÒÉ�Á Ó Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁ p. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Aij Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕN(A) = (�(Aij )) (2:7)�ÏÒÑÄËÁ n. �ÏÇÄÁ �(A) 6 �(N(A)): (2:8)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á N(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÔÏ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï × (2.8) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÂÌÏËÉAij , 1 6 i; j 6 n, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÊ Ó ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Ô.Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅË-ÔÏÒ x ∈ Cp, x 6= 0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏAijx = �1(Aij)x; 1 6 i; j 6 n: (2:9)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.8) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÷ÉÌÁÎÄÔÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ



246 ì. à. ëïìï�éìéîá(2.9) { ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ù-�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(A) = �(N(A)): (2:10)ðÏÓËÏÌØËÕ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2.5), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌ-ÎÑÀÔÓÑ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2.6) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÕÓÌÏ×ÉÑÍ (2.9).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2.6), × ËÏÔÏÒÙÈ y1 = · · · = yn = x É " =1, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ (2.9). ïÂÒÁÔÎÏ, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{û×ÁÒ�Á, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
|y∗iAijyj |
‖yi‖‖yj‖ = �1(Aij); i; j = 1; : : : ; n;×ÙÔÅËÁÀÝÉÅ ÉÚ (2.6), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �Ï-ÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Aij × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁAijyj = �1(Aij)yj ; i; j = 1; : : : ; n;É �ÒÉ ×ÓÅÈ i 6= j yi = �ijyj ;ÇÄÅ �ij ∈ C. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ y1; : : : ; yn ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ×ÅËÔÏÒÕ x 6= 0,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (2.9). �

§3. îÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÏÇÏËÏÒÎÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅÏ�ÅÎËÉ ÄÌÑ �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. îÁÞÎÅÍÓ Ï�ÅÎÏË ÔÉ�Á æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ. äÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÅÍ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÉÖÎÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ, ÈÏÔÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1 (æÒÏÂÅÎÉÕÓ [8℄). ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á�ÏÒÑÄËÁ n > 1. �ÏÇÄÁmini∈〈n〉 ri(A) 6 �(A) 6 maxi∈〈n〉 ri(A): (3:1)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÔÏ ÌÀÂÏÅÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × (3.1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ r1(A) = · · · = rn(A): (3:2)



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 247ðÒÉÍÅÎÑÑ Ï�ÅÎËÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Å, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1 (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1℄). ðÕÓÔØ A { ÎÅ-ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n > 1 É �ÕÓÔØ D { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. �ÏÇÄÁmini∈〈n〉 ri(D−1AD) 6 �(A) 6 maxi∈〈n〉 ri(D−1AD): (3:3)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÔÏ ÌÀÂÏÅÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × (3.3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ r1(D−1AD) = · · · = rn(D−1AD): (3:4)÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÈ-ÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ ai, i = 1; : : : ; n, n > 1, { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É�ÕÓÔØ bi, i = 1; : : : ; n, { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÏÇÄÁmini∈〈n〉 aibi 6

n
∑i=1 ain
∑i=1 bi 6 maxi∈〈n〉 aibi ;�ÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a1b1 = · · · = anbn :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÔÒÅÂÕÅÔÓÑÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Õ A �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ(�ÒÁ×ÏÇÏ É ÌÅ×ÏÇÏ) �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ, v {�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ vTA = �(A)vT . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙÉÍÅÅÍ vTAe = �(A) n
∑i=1 vi = n

∑i=1 viri(A);ÔÁË ÞÔÏ, �Ï ÌÅÍÍÅ 3.1,�(A) = n
∑i=1 viri(A)n
∑i=1 vi 6 maxi∈〈n〉 viri(A)vi = maxi∈〈n〉 ri(A) (3:5)



248 ì. à. ëïìï�éìéîáÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,�(A) = n
∑i=1 viri(A)n
∑i=1 vi > mini∈〈n〉 viri(A)vi = mini∈〈n〉 ri(A); (3:6)�ÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (3.5) É (3.6) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ r1(A) = · · · = rn(A):ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÅÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ As, s > 1, ÉÍÅ-ÀÔ ÔÏÔ ÖÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÉÊ ×ÅËÔÏÒ, ÞÔÏ É A (ÈÏÔÑ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ), ÍÙÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ s > 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á mini∈〈n〉 ri(As) 6 �(A)s 6 maxi∈〈n〉 ri(As); (3:7)�ÒÉÞÅÍ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × (3.7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù As ÒÁ×ÎÙ.éÔÁË, ÔÅÏÒÅÍÕ 3.1 ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n > 1.�ÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ s > 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ (3.7).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ × (3.7) ÌÀÂÏÅ ÉÚÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁr1(As) = · · · = rn(As): (3:8)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2 ÍÙ ÌÅÇËÏ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3.1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n > 1É �ÕÓÔØ D { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n Ó �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ s > 1ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ámini∈〈n〉 ri(D−1AsD) 6 �(A)s 6 maxi∈〈n〉 ri(D−1AsD): (3:9)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ × (3.9) ÌÀÂÏÅ ÉÚÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁr1(D−1AsD) = · · · = rn(D−1AsD): (3:10)



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 249ðÏÌÁÇÁÑ D = diag (r1(Ak); : : : ; rn(Ak)), k > 0, É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅ 3.2, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ï�ÅÎËÁÍ, ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÎÙÍ ìÀ [10℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÂÏÔÅ [10℄ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3 ([10℄, ÔÁËÖÅ ÓÍ. [1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2℄). ðÕÓÔØ A { ÎÅ-ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n > 1, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË.�ÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ k > 0 É s > 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ámaxi∈〈n〉{ri(Ak+s)ri(Ak) }1=s
6 �(A) 6 maxi∈〈n〉{ri(Ak+s)ri(Ak) }1=s : (3:11)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ × (3.11) ÌÀÂÏÅ ÉÚÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁr1(Ak+s)r1(Ak) = · · · = rn(Ak+s)rn(Ak) : (3:12)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ k = s = 1 Ï�ÅÎËÉ (3.11) Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë Ï�ÅÎËÁÍ íÉÎËÁ[11, Theorem II.1.2℄maxi∈〈n〉{ri(A2)ri(A) } 6 �(A) 6 maxi∈〈n〉{ri(A2)ri(A) } : (3:13)ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑÏ�ÅÎÏË (3.7), (3.9), (3.11) É (3.13) × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÁ×ÔÏÒÕ, ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ.÷ Ó×ÑÚÉ ÓÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 3.3 ÕÍÅÓÔÎÏ ÔÁËÖÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉmaxi∈〈n〉{ri(Ak+s)ri(Ak) }∞k=1 É mini∈〈n〉{ri(Ak+s)ri(Ak) }∞k=1Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÀÝÅÊ, ÓÍ. [10℄. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × (3.11) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅ-ÄÅÌÁÍ �ÒÉ k → ∞.÷ ÓÌÕÞÁÅ s = 2 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ(3.8), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á�ÏÒÑÄËÁ n > 2. �ÏÇÄÁ ÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔ A2 ÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ,r1(A2) = · · · = rn(A2); (3:14)



250 ì. à. ëïìï�éìéîáÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
• ÌÉÂÏ r1(A) = · · · = rn(A);
• ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:(i) 〈n〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, 〈n〉 = S1 ∪ S2;(ii) ÅÓÌÉ i; j ∈ S1 ÉÌÉ i; j ∈ S2, ÔÏ aij = 0;(iii) ÅÓÌÉ i; j ∈ S1 ÉÌÉ i; j ∈ S2, ÔÏ ri(A) = rj(A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂ-ÒÁÚÏÍ.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.14).åÓÌÉ ×ÓÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÎÁÍ ÎÅÞÅÇÏ ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏr ≡ mini∈〈n〉 ri(A) < R ≡ maxi∈〈n〉 ri(A);É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×S1 = {i ∈ 〈n〉 : ri(A) = r} É S2 = {i ∈ 〈n〉 : ri(A) = R}:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ S1 É q ∈ S2 ÍÙ ÉÍÅÅÍrp(A2) = ∑j: apj 6=0 apjrj(A) 6 Rrp(A) = Rr (3:15)É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, rq(A2) = ∑j: aqj 6=0 aqjrj(A) > rrq(A) = rR: (3:16)éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (3.15) É (3.16), ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó (3.14), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏri(A2) = rR; i = 1; : : : ; n: (3:17)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ (3.15) É (3.16) ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ i; j ∈ Sk,k = 1; 2, ÔÏ aij = 0.éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

〈n〉 = S1 ∪ S2:



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 251äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ (3.15){(3.17) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ i ∈ S1∪S2 É aij 6= 0,ÔÏ j ∈ S1 ∪ S2, Ô.Å. ÌÉÂÏ rj(A) = r, ÌÉÂÏ rj(A) = R. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ
〈n〉 6= S1 ∪ S2. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ k =∈ S1 ∪ S2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ aik = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈi ∈ S1∪S2. îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÔÁË ÞÔÏ
〈n〉 = S1 ∪ S2. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ 3.3 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 3.3 ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×,ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ A2G ×ÓÅÒÁ×ÎÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄. ÷ [7℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ, ÌÉÂÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍÉ É�ÏÌÕÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎ-ËÕ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (3.1) ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÒÏÞÎÙÈ É ÓÔÏÌÂ-�Ï×ÙÈ ÓÕÍÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ A = (aij) { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁn > 1. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ [0; 1℄ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(A) 6 maxi∈〈n〉{aii + r′i(A)� ′i(A)1−�}; (3:18)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�(A) 6 maxi∈〈n〉{ri(A)� i(A)1−�}: (3:19)ï�ÅÎËÉ (3.18) É (3.19) ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄) ÉÚ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÇÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ [12℄: �ÒÉ ÌÀÂÏÍ� ∈ [0; 1℄ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(A) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA = (aij) ∈ Cn×n, n > 1, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÒÕÇÏ×

|�(A) − aii| 6 r′i(A)� ′i(A)1−�; 1 6 i 6 n:íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÉ (3.18) É (3.19) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙ-ÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ Ï�ÅÎÏË, ÓÍ. [1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2℄, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÚ×Ï-ÌÑÀÔ \ÓÍÅÛÉ×ÁÔØ" ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÏÞÎÙÅ É ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�ÙA, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÓÔÒÏÞÎÙÅ É ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ Ó A.îÉÖÅ ÍÙ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �ÅÒÒÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÅÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏ-ÓÔÉ. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ Ï�ÅÎÏË.



252 ì. à. ëïìï�éìéîá�ÅÏÒÅÍÁ 3.5 ([1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.1℄). ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n > 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ [0; 1℄ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ Ä×Õ-ÓÔÏÒÏÎÎÉÅ Ï�ÅÎËÉmini;j: aij 6=0{ri(A)� rj(A)1−�} 6 �(A) 6 maxi;j: aij 6=0{ri(A)� rj(A)1−�} :(3:20)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ × (3.20) ÌÀÂÏÅ ÉÚÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
• ÌÉÂÏ r1(A) = · · · = rn(A);
• ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:(i) � = 1=2;(ii) 〈n〉 ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×: 〈n〉 = S1 ∪ S2;(iii) ÅÓÌÉ i; j ∈ S1 ÉÌÉ i; j ∈ S2, ÔÏ aij = 0;(iv) ÅÓÌÉ i; j ∈ S1 ÉÌÉ i; j ∈ S2, ÔÏ ri(A) = rj(A).úÄÅÓØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÍÅÓÔÎÙÍ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Ï�ÅÎËÁÍÉ (3.7) ÄÌÑ s = 2, Ô.Å.mini∈〈n〉{ri(A2)}1=2 6 �(A) 6 maxi∈〈n〉{ri(A2)}1=2 ; (3:21)É Ï�ÅÎËÁÍÉ (3.20).1. ÷ ÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � = 1=2, Ï�ÅÎËÉ (3.21) �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÔÏÞÎÙ, ËÁË Ï�ÅÎËÉ (3.20), É �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÎÉÈ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ 〈n〉 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:ri(A2) = (A2e)i = ∑j: aij 6=0 aij(Ae)j = ∑j: aij 6=0 aijrj(A);ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏmini∈〈n〉 ri(A2) > mini;j: aij 6=0{ri(A) rj(A)}É maxi∈〈n〉 ri(A2) 6 maxi;j: aij 6=0{ri(A) rj(A)}:



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 2532. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ [0; 1℄ ÏÂÅ Ï�ÅÎËÉ × (3.20) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ×ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ Ï�ÅÎËÉ × (3.21) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍÉ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 3.3 É 3.5.3. ï�ÅÎËÉ (3.20), × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ (3.21), Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù.óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 3.5 Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å D−1AD, Á �ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑÎÉÖÅ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊÏ�ÅÎËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ 5.2 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [1℄.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n > 1É �ÕÓÔØ D { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ [0; 1℄ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏÏ�ÅÎËÉ mini;j: aij 6=0{ri(D−1AD)� rj(D−1AD)1−�} 6 �(A)
6 maxi;j: aij 6=0{ri(D−1AD)� rj(D−1AD)1−�} : (3.22)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÌÀ-ÂÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ (3.22) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ

• ÌÉÂÏ r1(D−1AD) = · · · = rn(D−1AD);
• ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (i){(iii) ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5 ÉÕÓÌÏ×ÉÑri(D−1AD) = rj(D−1AD) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ∈ Sk; k = 1; 2:÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ \ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ"ÁÎÁÌÏÇÉ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÉÚ (3.20), ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ Ó ÎÅÊ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ ri(A) = i(A), i = 1; : : : ; n.�ÅÏÒÅÍÁ 3.6 ([1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.5℄). ðÕÓÔØ A = (aij) { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n > 1. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ [0; 1℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(A) 6 maxi;j: aij 6=0{ri(A)� j(A)1−�} (3:23)É �(A) 6 maxi;j: aij 6=0{i(A)� rj(A)1−�} : (3:24)



254 ì. à. ëïìï�éìéîá
§4. ÷ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÏÒÇÒÁÆÁ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÏÒÇÒÁÆÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Wij . üÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ADW ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×Ú×Å-ÛÅÎÎÏÇÏ ÏÒÇÒÁÆÁ DW Ë ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Å N(ADW ), ÁÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �ÅÒÒÏ-ÎÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑ Ë ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å N(ADW ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ�ÏÄÈÏÄ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á N(ADW )ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÏÒÇÒÁÆÁ D Ó �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ pij = �(Wij). ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÍÁÔÒÉ�Á ADW Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÏÒÇÒÁÆ DW ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÅÎ.îÉÖÅ ÍÙ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÏÒÇÒÁÆÏ× ÓÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ù ÄÌÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ó ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ×ÅÓÁ-ÍÉ, Á ÔÁË ÖÅ É ÄÌÑ ÏÒÇÒÁÆÏ×, ×ÅÓÁ ËÏÔÏÒÙÈ { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÒÉÍÅÎÉÍÙ É Ë ÏÂÙÞÎÙÍ (ÎÅ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ)ÇÒÁÆÁÍ É ÏÒÇÒÁÆÁÍ.ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1 Ó ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÓÍ. (3.1),ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ DW { ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÏÒÇÒÁÆ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n > 2 ×ÅÒÛÉÎ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Wij . �ÏÇÄÁ�(DW ) 6 maxi∈〈n〉 ri(N(ADW )) = maxi∈〈n〉 ∑j: i→j �(Wij): (4:1)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (4.1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:(i) ×ÓÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù N(ADW ) = (�(Wij))ni;j=1 ÒÁ×ÎÙÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ:

∑j: 1→j �(W1j) = · · · = ∑j: n→j �(Wnj); (4:2)



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 255(ii) ÄÌÑ ×ÓÅÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÉÎÄÅËÓÏ× (i; j) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ i → j,×ÅÓÏ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Wij ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ x 6= 0, ÁÓ-ÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Ô.Å.Wijx = �(Wij)x: (4:3)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÅÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ ÉÌÉ ÖÅ ÏÒÇÒÁÆ (ÇÒÁÆ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÏ. �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:� ∑j: i→jWij = ∑j: i→j �(Wij); i = 1; : : : ; n:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ GW ÕÓÌÏ-×ÉÅ (i) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, �ÒÉÎÑÔÏÊ × ÒÁÂÏ-ÔÁÈ [4, 5, 6, 16, 17, 18, 19℄, ÇÒÁÆ GW Ñ×ÌÑÅÔÓÑ weight-regular. ÷ ÓÌÕÞÁÅÖÅ ÏÒÇÒÁÆÁ DW , ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [2℄, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ DW Ñ×ÌÑÅÔÓÑoutweight-regular. (íÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÙÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ ÔÅÒÍÉÎÏ×,ÞÔÏÂÙ ÎÅ ×ÎÏÓÉÔØ × ÎÉÈ ÅÝÅ ÂÏÌØÛÕÀ �ÕÔÁÎÉ�Õ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅ×ÏÄÁÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË.) ÷ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×,ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ �ÕÔÁÎÉ�Ù, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍÑÓÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ×ÒÏÄÅ weight-regular ÉÌÉ outweight-pseudo-regular× �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÆÁÍ É ÏÒÇÒÁÆÁÍ, ÍÙ �ÒÏÓÔÏ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ.ðÏÌÁÇÁÑ D = diag (r1(N(ADW )); : : : ; rn(N(ADW ))) (4:4)É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1 Ë ÍÁÔÒÉ�Å N(ADW ), ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ DW { ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÏÒÇÒÁÆ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n > 2 ×ÅÒÛÉÎ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Wij . �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎ-ËÁ �(DW ) 6 maxi∈〈n〉 ri(D−1N(ADW )D) = maxi∈〈n〉 ri(N2(ADW ))ri(N(ADW ))



256 ì. à. ëïìï�éìéîá= maxi∈〈n〉 ∑j: i→j [�(Wij) ∑k: j→k �(Wjk)]
∑j: i→j �(Wij) ; (4:5)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á D Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × (4.4).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (4.5) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù D−1N(ADW )D ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ, Ô.Å. r1(N2(ADW ))r1(N(ADW )) = · · · = rn(N2(ADW ))rn(N(ADW )) ; (4:6)É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1.åÓÌÉ ÖÅ ×ÍÅÓÔÏ (4.4) ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ D =diag (d1; : : : ; dn) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊdi := � ∑j: i→jWij 6
∑j: i→j �(Wij) = ri(N(ADW )); (4:7)ÔÏ, ÓÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ DW { ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÏÒÇÒÁÆ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n > 2 ×ÅÒÛÉÎ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Wij . �ÏÇÄÁ�(DW ) 6 maxi∈〈n〉 ∑j: i→j [�(Wij) �( ∑k: j→kWjk)]�( ∑j: i→jWij) : (4:8)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (4.8) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉ�Ù D−1N(ADW )D ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-ÂÏÊ, Ô.Å.

∑j: 1→j [�(W1j) �( ∑k: j→kWjk)]�( ∑j: 1→jW1j) = · · · = ∑j: n→j [�(Wnj) �( ∑k: j→kWjk)]�( ∑j: n→jWnj) ;(4:9)É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1.



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 257úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÉ ÔÅÏÒÅÍ 4.1 É 4.2 ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈÓÔÒÏÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÍÁÔÒÉ� N(ADW ) É N2(ADW ), Á Ï�ÅÎËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.3ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÂÌÏÞÎÙÈ ÓÔÒÏÞ-ÎÙÈ ÓÕÍÍ Wi :=∑j: i→j Wij , i = 1; : : : ; n, ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (�ÏÌÕ)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.3 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2.6 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ[19℄.ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, × ËÏÎÔÅËÓÔÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË Ë ÍÁ-ÔÒÉ�Å N(ADW ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ D, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ × (4.4), Á ÎÅ ÍÁÔÒÉ�Õ (4.7), �Ï-ÓËÏÌØËÕ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ADW ,Á ÎÅ ÍÁÔÒÉ�Ù N(ADW ), Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏËÒÙÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÍÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÂÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù (4.4) É (4.7). úÄÅÓØ ÂÕÄÅÔÕÍÅÓÔÎÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ Ï�ÅÎËÉÑ×ÌÑÌÉÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù (4.4) É(4.7), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.2 �ÒÉ s = 2 É ÔÅÏÒÅÍÕ 3.3, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÊ × [2, Theorem 2.4℄ É ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÊÔÅÏÒÅÍÕ 4.1 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [5℄ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ó ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ×ÅÓÁÍÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÏÒÇÒÁÆÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ×ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÒÇÒÁÆ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.4 ([2℄). ðÕÓÔØ DW = (V;E) { ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊÏÒÇÒÁÆ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n > 2 ×ÅÒÛÉÎ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Wij . �ÏÇÄÁ�(DW ) 6 maxi∈〈n〉{ri(N2(ADW ))}1=2= maxi∈〈n〉 ∑j: i→j �(Wij) ∑k: j→k �(Wjk)


1=2 : (4.10)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (4.10) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
• ÌÉÂÏ r1(N(ADW )) = · · · = rn(N(ADW )); (4:11)
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• ÌÉÂÏ ÏÒÇÒÁÆ DW = (V;E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, V = V1 ∪ V2,�ÒÉÞÅÍri(N(ADW )) = rj(N(ADW )) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ∈ Vk; k = 1; 2; (4:12)É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÂÌÏËÉ ∑k WikWkj ×ÏÚ×ÅÄÅÎÎÏÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÍÅÖÎÏÓÔÉA2DW , ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1 ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë A2DW ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÁ.óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ×ÙÔÅËÁÀÝÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 É ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÌÕÞÛÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 4.1 É ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ DW = (V;E) { ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊÏÒÇÒÁÆ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n > 2 ×ÅÒÛÉÎ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Wij . �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ� ∈ [0; 1℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(DW ) 6 maxi;j: i→j {[ri(N(ADW ))℄� [rj(N(ADW ))℄1−�}= maxi;j: i→j



[

∑k: i→k �(Wik)]�  ∑k: j→k �(Wjk)1−�




: (4:13)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.13) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 É
• ÌÉÂÏ r1(N(ADW )) = · · · = rn(N(ADW )); (4:14)
• ÌÉÂÏ � = 1=2, ÏÒÇÒÁÆ DW = (V;E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, V =V1 ∪ V2, Éri(N(ADW )) = rj(N(ADW )) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ∈ Vk; k = 1; 2: (4:15)ðÒÉ � = 1=2 ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.5 ÂÙÌ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ Á ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ËÁËÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.4, ÎÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÒÇÒÁÆ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ.äÌÑ � = 1=2 É Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁGW ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.5 ÂÙÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ × [6℄, Á ÔÁËÖÅ × ÒÁÂÏÔÅ[5℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ×Ù×ÅÄÅÎÙ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) ÁÎÁÌÏÇÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.4.



ïâ ïäîïí ðïäèïäå ë ÷ù÷ïäõ ÷åòèîéè ïãåîïë 259óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3.4 ÓÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ D, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × (4.4)É (4.7). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ-ÄÁ×ÎÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 4.6. ðÕÓÔØ DW = (V;E) { ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊÏÒÇÒÁÆ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n > 2 ×ÅÒÛÉÎ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Wij . �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ� ∈ [0; 1℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(DW ) 6 maxi;j: i→j{[ri(N2(ADW ))ri(N(ADW )) ]� [rj(N2(ADW ))rj(N(ADW )) ]1−�}= maxi;j: i→j




















∑k: i→k [�(Wik) ∑p: k→p �(Wkp)]
∑k: i→k �(Wik) 
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∑k: j→k [�(Wjk) ∑p: k→p �(Wkp)]
∑k: j→k �(Wjk) 
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:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.16) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 É
• ÌÉÂÏ r1(N2(ADW ))r1(N(ADW )) = · · · = rn(N2(ADW ))rn(N(ADW )) ; (4:17)
• ÌÉÂÏ � = 1=2, ÏÒÇÒÁÆ DW = (V;E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, V =V1 ∪ V2, Éri(N2(ADW ))ri(N(ADW )) = rj(N2(ADW ))rj(N(ADW )) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ∈ Vk; k = 1; 2: (4:18)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � = 1=2 É ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.6 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÒÁ-ÂÏÔÙ [17℄.



260 ì. à. ëïìï�éìéîáóÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 4.7 × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ Ó×ÏÄÉÔ-ÓÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÒÁÂÏÔÙ [17℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÏ×ÁÎÙ Ó ÏÛÉÂËÏÊ. üÔÁ ÏÛÉÂËÁ ÂÙÌÁ ÕËÁÚÁÎÁ É ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ[19℄.�ÅÏÒÅÍÁ 4.7. ðÕÓÔØ DW = (V;E) { ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊÏÒÇÒÁÆ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n > 2 ×ÅÒÛÉÎ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Wij . �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ� ∈ [0; 1℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(DW ) 6 maxi;j: i→j




















∑k: i→k [�(Wik) �( ∑p: k→pWkp)]�( ∑k: i→kWik) 
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∑k: j→k [�(Wjk) �( ∑p: k→pWkp)]�( ∑k: j→kWjk) 











1−�
























: (4.19)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.19) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 É
• ÌÉÂÏ
∑k: 1→k [�(W1k) �( ∑p: k→pWkp)]�( ∑k: 1→kW1k) = · · ·= ∑k: n→k [�(Wnk) �( ∑p: k→pWkp)]�( ∑k: n→kWnk) (4:20)
• ÌÉÂÏ � = 1=2, ÏÒÇÒÁÆ DW = (V;E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, V =V1 ∪ V2, É
∑k: i→k [�(Wik) �( ∑p: k→pWkp)]�( ∑k: i→kWik) = ∑k: j→k [�(Wjk) �( ∑p: k→pWkp)]�( ∑k: j→kWjk) (4:21)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ∈ Vk; k = 1; 2:
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