
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 463, 2017 Ç.è. ä. éËpÁÍÏ×, ÷. î. þÕÇÕÎÏ×ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè�åðìéãå÷ïê é çáîëåìå÷ïê íá�òéã
§1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ�Å�ÌÉ�Å×ÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ n×n-ÍÁÔÒÉ�Á T , ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÉÄT = 



t0 t1 t2 : : : tn−1t−1 t0 t1 : : : tn−2t−2 t−1 t0 : : : tn−3: : : : : : : : : : : : : : :t−n+1 t−n+2 t−n+3 : : : t0 

; (1)Á ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ n× n-ÍÁÔÒÉ�Á H ×ÉÄÁH = 



hn−1 hn−2 hn−3 : : : h0hn−2 hn−3 hn−4 : : : h−1hn−3 hn−4 hn−5 : : : h−2: : : : : : : : : : : : : : :h0 h−1 h−2 : : : h−n+1 

: (2)ðÅÒÅÓÔÁ×É× ÓÔÏÌÂ�Ù ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �Ï-ÌÕÞÉÍ ÇÁÎËÅÌÅ×Õ ÍÁÔÒÉ�Õ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ×ÓÑËÁÑ ÇÁÎËÅÌÅ×Á ÍÁÔÒÉ�Á H ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅ�ÌÉ-�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù T . üÔÕ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ H É T ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ H = TPn;ÇÄÅ Pn ÅÓÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �ÅÒßÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á:

Pn = 


11: : :11 

:ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á, ÇÁÎËÅÌÅ×Á ÍÁÔÒÉ�Á, �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ � 14-11-00806. 160



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 161�Å�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ÅÓÌÉt−j = tn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ �ÒÉt−j = −tn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;É �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ËÏÇÄÁt−j = �tn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;ÇÄÅ � ∈ C.äÌÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ËÁË É ÄÌÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ, ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ�ÏÎÑÔÉÑ ÇÁÎËÅÌÅ×Á �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ, ÅÓÌÉh−j = hn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;ÇÁÎËÅÌÅ×Á ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ �ÒÉh−j = −hn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;É ÇÁÎËÅÌÅ×Á �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÁ, ËÏÇÄÁh−j = �hn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;ÇÄÅ � ∈ C.úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ É ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × Ï�ÉÓÁÎÉÉ �ÁÒ ÍÁÔÒÉ� (T;H) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ T ÔÅ�ÌÉ�Å×Á,H ÇÁÎËÅÌÅ×Á É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅTH +HT = 0: (3)÷ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ ÒÁÚ-ÄÅÌÅ 3 ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 1, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍÓÔÁÔØÉ; × ÎÅÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ �ÁÒ (T;H), ÒÅÛÁÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 7 É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÏ× 4{6, ÇÄÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÔÒÉ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÔÏÉÔ�ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ Ä×Å �ÅÒ×ÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁËÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÅ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÄÁÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÁÒ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕ-ÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�. åÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏËÌÁÓÓÁÍÉ áóó�í. ÷ÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÁÒÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈÍÁÔÒÉ�. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ áóë�í ×Ù×ÅÄÅÎÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5. óÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ 6 �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÔÒÏÊËÁÈ, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÅÊ-ÓÑ × Ï�ÉÓÁÎÉÉ ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� (T1; T2; T3) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏT1 É T2 { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, T3 { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á



162 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷É �ÁÒÙ (T1; T2) É (T1; T3) ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ëÌÁÓÓÙ úï� Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ�ÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 �ÒÅÄ×ÁÒÑÀÔ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÒÁÚÄÅÌ 2.îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÁËÔÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄, eÓÌÉ C {�ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÅËÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅC = F ∗nDFn; (4)ÇÄÅ D = diag(d1; d2; : : : ; dn) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Fn { (ÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÁÑ) ÍÁÔÒÉ�Á ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅFn = 1√n 


1 1 1 : : : 11 � �2 : : : �n−11 �2 �4 : : : �2(n−1): : : : : : : : : : : : : : :1 �n−1 �2(n−1) : : : �(n−1)2 
É � = exp( 2�in ) { �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ n-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.åÌÉ S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ (4) ÉÍÅÅÍS = G−1F ∗nDFnG∗

−1;ÇÄÅ G−1 = diag(1;  ;  2; : : : ;  n−1)É  = e i�n ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ n-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ −1.÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ Z ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n×2,ÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ Z(k;m) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÅ 2×2-�ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ k-Ê Ém-Ê ÓÔÒÏËÁÍÉ; In ÅÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù�ÏÒÑÄËÁ n; Ok×m É Ok { ÎÕÌÅ×ÙÅ (k×m)-ÍÁÔÒÉ�Á É ×ÅËÔÏÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉk. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÝÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Q É Qs ×ÉÄÁQ = 


11 1 : : : 1 

; (5)

Qs = 


−11 1 : : : 1 

: (6)



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 163éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Q É Qs ÉÍÅÅÍQ = Qs + 2e1e⊤1 Pn: (7)
§2. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 1. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ËÏÇÄÁ T1 ÉT2 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÏ×:ëÌÁÓÓ �ð�í 1. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÓÕÔØ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ � 6= 0.ëÌÁÓÓ �ð�í 2. ïÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÖÅÏÂÅ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ.üÔÏÔ ÆÁËÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÔÅ�ÌÉ�Å×Õ ÆÏÌØËÌÏÒÕ. ÷ÓÅ ÚÎÁÀÔ Ï ÎÅÍ,ÎÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ �ÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉËÁ. �ÁËÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ Ñ×-ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Å ÏÄÎÏÒÁÎÇÏ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Q=xy⊤É R= uv⊤,ÇÄÅ x, y, u É v { n-ÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Q = R ÓÌÅÄÕ-ÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �, ÞÔÏ u = �x, v = 1�y.÷ [1℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÔÅ�ÌÉ�Å-×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ× É ËÏÓÙÈ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ×.ìÅÍÍÁ 3. íÁÔÒÉ�Á C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Q (ÓÍ. (5)):CQ = QC: (8)ìÅÍÍÁ 4. íÁÔÒÉ�Á S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Qs (ÓÍ. (6)):SQs = QsS: (9)ëÒÏÍÅ ÌÅÍÍÙ 3 ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É ÄÒÕÇÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ, ËÏÇÄÁ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁ-ÔÒÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ (ÓÍ. [2℄).ìÅÍÍÁ 5. �Å�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ g, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ C.äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ.



164 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ C { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ É ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ.�ÏÇÄÁ � = ±1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ j �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ C.éÍÅÅÍ j = {ÍÁÔÒÉ�Á C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ} = −j= {ÍÁÔÒÉ�Á C { �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ} = �n−j= {ÍÁÔÒÉ�Á C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ} = �−(n−j)= {ÍÁÔÒÉ�Á C { �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ} = �2j ;ÉÌÉ
(1− �2) j = 0:�ÁË ËÁË j 6= 0, ÔÏ �2 = 1. ìÅÍÍÁ 6 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, �ÒÉÞÅÍ ÏÂÅÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÅ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �ÏÒÑÄÏË. íÁÔÒÉ�ÁSC − CS⊤ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ, ËÏÇÄÁ ×ÅË-ÔÏÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×× C É S, ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ 0, 1; : : :,n−1, Á S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ s0, s1, : : :, sn−1. úÁ�ÉÛÅÍÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù SC − CS⊤:

{SC − CS⊤
}k;m = {SC − CS⊤

}k+1;m+1 ; k;m = 1; : : : ; n− 1;ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀn∑q=1{S}k;q{C}q;m −
n∑q=1{C}k;q{S}m;q

−
n∑q=1{S}k+1;q{C}q;m+1 + n∑q=1{C}k+1;q{S}m+1;q = 0;ÉÌÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ� C É S, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õn∑q=1 sq−km−q− n∑q=1 sq−k−1m+1−q− n∑q=1 q−ksq−m+ n∑q=1 q−k−1sq−m−1 = 0:



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 165úÁÍÅÎÉÍ ÉÎÄÅËÓ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ q ÎÁ r, �ÏÌÁÇÁÑ r = q × �ÅÒ×ÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊÓÕÍÍÁÈ É r = q − 1 ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ:n∑r=1 sr−km−r − n−1∑r=0 sr−km−r − n∑r=1 r−ksr−m + n−1∑r=0 r−ksr−m = 0:ðÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍsn−k−(n−m) − s−km − n−ksn−m + −ks−m = 0:ðÏÓËÏÌØËÕ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏsn−km + sn−km − n−ksn−m − n−ksn−m = 0:úÁÍÅÎÑÑ ÚÄÅÓØ n− k ÎÁ k, ÉÍÅÅÍskm = ksn−m; k;m = 1; : : : ; n− 1: (10)ðÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ = (1; 2; : : : ; n−1)⊤ ; s = (s1; s2; : : : ; sn−1)⊤�ÏÓÔÒÏÉÍ Ä×Å ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù M = s⊤ É K =  (Pn−1s)⊤�ÏÒÑÄËÁ n−1. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏM = K. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅÓËÁ-ÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� C É S ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ  6= 0 É s 6= 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2,ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � 6= 0 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
{ k = �sk; k = 1; : : : ; n− 1;n−m = �sm; m = 1; : : : ; n− 1;ÉÌÉ { k = �sk ;k = �sn−k ; k = 1; : : : ; n− 1:éÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ×ÅÒÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á sk =sn−k, Ô.Å. S⊤ = −S, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á k = n−k, Ô.Å. C⊤ = C. ðÒÉ ÜÔÏÍ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ-�Ï× ÍÁÔÒÉ� C É S, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ −�. ìÅÍÍÁ 7ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ C { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ É ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÁS { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ É ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. íÁÔÒÉ�ÁSC −CS⊤ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ×ÅË-ÔÏÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×× ÍÁÔÒÉ�ÁÈ C É S, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, Á �ÉÒËÕÌÑÎÔ C Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÅÓÔØ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ.



166 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 7, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�ÙSC − CS⊤ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ�ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× × C É S. õÞÔÅÍ ÔÅ�ÅÒØÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ�Á SC−CS⊤ = SC+CS ÂÙÌÁ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ.óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3, ÉÍÅÅÍQ(SC + CS) = (SC + CS)Q;ÉÌÉ C (QS − SQ) = (SQ −QS)C:éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Q = Qs + 2e1e⊤1 Pn, ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØC [(Qs + 2e1e⊤n )S − S (Qs + 2e1e⊤n )]= [S (Qs + 2e1e⊤n )
−

(Qs + 2e1e⊤n )S]C;ÉÌÉ, �ÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ,Ce1e⊤nS − CSe1e⊤n = Se1e⊤nC − e1e⊤nSC;ÉÌÉ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ× S⊤ = −S É C⊤ = C,
−Ce1 (Sen)⊤ − CSe1e⊤n = Se1 (Cen)⊤ + e1 (CSen)⊤ : (11)ðÏÌÏÖÉÍ x = Se1, ÔÏÇÄÁ Ce1 = x + �e1. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ Sen ÉCen: Sen = −PnSPnen = −PnSe1 = −Pnx;Cen = PnCPnen = PnCe1 = Pnx+ �en:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × (11), �ÏÌÕÞÁÅÍ(x+ �e1) (Pnx)⊤ − Cxe⊤n = x (Pnx+ �en)⊤ − e1 (PnCx)⊤ ;�e1 (Pnx)⊤ − Cxe⊤n = �xe⊤n − e1 (PnCx)⊤ ;e1 (Pn (C + �In) x)⊤ = ((C + �In)x) e⊤n :íÁÔÒÉ�Á, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÉ ×Ï ×ÓÅÈÓÔÒÏËÁÈ, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ, Á ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ { ÎÕÌÉ ×Ï ×ÓÅÈÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ

{(C + �In)x}j = 0; j = 2; 3; : : : ; n:÷×ÅÄÅÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔ �C Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊC = �C + �In; ÔÏÇÄÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË{( �C + 2�In) x}j = 0; j = 2; 3; : : : ; n:



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 167ðÏÓËÏÌØËÕ x = Ce1 − �e1 = �Ce1, ÔÏ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
( �C + 2�In) �C = �In;ÏÔËÕÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍ �C2 + 2� �C + �2In = (�+ �2) In;
( �C + �In)2 = (�+ �2) In:ðÏÌÁÇÁÑ �+ �2 = �2, �ÏÌÕÞÁÅÍC2 = �2In:ðÏÓËÏÌØËÕ C 6= 0, ÔÏ � 6= 0. ï�ÒÅÄÅÌÑÑ ÍÁÔÒÉ�Õ �C ÆÏÒÍÕÌÏÊ C = � �C,ÉÍÅÅÍ �C2 = In, Ô.Å. �C { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ.ìÅÍÍÁ 8 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÅÍÍÁ 9. ðÕÓÔØ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, �ÒÉÞÅÍ ÏÂÅÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÅ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �ÏÒÑÄÏË. íÁÔÒÉ�ÁCS − SC⊤ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ, ËÏÇÄÁ ×ÅË-ÔÏÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×× C É S, ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ 0, 1, : : :,n−1, Á S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ s0, s1, : : :, sn−1. úÁ�ÉÛÅÍÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù CS − SC⊤:

{CS − SC⊤
}k;m = {CS − SC⊤

}k+1;m+1 ; k;m = 1; : : : ; n− 1;ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õn∑q=1{C}k;q{S}q;m −
n∑q=1{S}k;q{C}m;q

−
n∑q=1{C}k+1;q{S}q;m+1 + n∑q=1{S}k+1;q{C}m+1;q = 0;ÉÌÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ� C É S, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀn∑q=1 q−ksm−q− n∑q=1 q−k−1sm+1−q− n∑q=1 sq−kq−m+ n∑q=1 sq−k−1q−m−1 = 0:



168 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷úÁÍÅÎÉÍ ÉÎÄÅËÓ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ q ÎÁ r, �ÏÌÁÇÁÑ r = q × �ÅÒ×ÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊÓÕÍÍÁÈ É r = q − 1 ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ:n∑r=1 r−ksm−r − n−1∑r=0 r−ksm−r − n∑r=1 sr−kr−m + n−1∑r=0 sr−kr−m = 0:ðÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍn−ks−(n−m) − −ksm − sn−kn−m + s−k−m = 0:ðÏÓËÏÌØËÕ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏn−ksm + n−ksm + sn−kn−m + sn−kn−m = 0:úÁÍÅÎÑÑ ÚÄÅÓØ n− k ÎÁ k, ÉÍÅÅÍksm = −skn−m; k;m = 1; : : : ; n− 1: (12)ðÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ = (1; 2; : : : ; n−1)⊤ ; s = (s1; s2; : : : ; sn−1)⊤�ÏÓÔÒÏÉÍ Ä×Å ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù M = s⊤ É K = −s (Pn−1)⊤�ÏÒÑÄËÁ n−1. òÁ×ÅÎÓÔ×Á (12) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏM = K. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅÓËÁ-ÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� C É S ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ  6= 0 É s 6= 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2,ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � 6= 0 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
{ sk = −�k; k = 1; : : : ; n− 1;sn−j = �j ; j = 1; : : : ; n− 1;ÉÌÉ { sk = −�k;sk = �n−k; k = 1; : : : ; n− 1:éÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ×ÅÒÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á k =

−n−k, ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ C⊤ = −C, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á sk = −sn−k, ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ S⊤ = S. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÏÄ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ� C É S, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �. ìÅÍÍÁ 9 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÅÍÍÁ 10. ðÕÓÔØ S { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ É ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ, Á C { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ É ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. íÁÔÒÉ�ÁCS − SC⊤ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ËÏ-ÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï× × ÍÁÔÒÉ�ÁÈ C É S, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, Á ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ SÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÅÓÔØ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 169äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 9, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�ÙCS − SC⊤ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ�ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× × C É S.éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ�Á CS−SC⊤ = CS+SCÂÙÌÁ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 4, ÉÍÅÅÍQs(CS + SC) = (CS + SC)Qs;ÉÌÉ S (QsC − CQs) = (CQs −QsC)S:éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Qs = Q − 2e1e⊤1 Pn, ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØS [(Q − 2e1e⊤n )C − C (Q − 2e1e⊤n )]= [C (Q − 2e1e⊤n )
−

(Q − 2e1e⊤n )C]S;ÉÌÉ Se1e⊤nC − SCe1e⊤n = Ce1e⊤nS − e1e⊤nCS;ÉÌÉ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ× C = −C⊤ É S⊤ = S,
−Se1 (Cen)⊤ − SCe1e⊤n = Ce1(Sen)⊤ + e1 (SCen)⊤ : (13)ðÏÌÏÖÉÍ x = Ce1, ÔÏÇÄÁ Se1 = x+ �e1. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ Cen É Sen:Cen = −PnCPnen = −PnCe1 = −Pnx;Sen = PnSPnen = PnSe1 = Pnx+ �en:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × (13), �ÏÌÕÞÁÅÍ(x+ �e1) (Pnx)⊤ − Sxe⊤n = x (Pnx+ �en)⊤ − e1 (PnSx)⊤ ;�e1 (Pnx)⊤ − Sxe⊤n = �xe⊤n − e1 (PnSx)⊤ ;e1 (Pn (S + �In)x)⊤ = ((S + �In)x) e⊤n :íÁÔÒÉ�Á, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÉ ×Ï ×ÓÅÈÓÔÒÏËÁÈ, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ, Á ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ { ÎÕÌÉ ×Ï ×ÓÅÈÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ

{(S + �In)x}j = 0; j = 2; 3; : : : ; n:÷×ÅÄÅÍ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ �S Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊS = �S + �In; ÔÏÇÄÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË
{( �S + 2�In) x}j = 0; j = 2; 3; : : : ; n:



170 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ðÏÓËÏÌØËÕ x = Se1 − �e1 = �Se1, ÔÏ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
( �S + 2�In) �S = �In;ÏÔËÕÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍ �S2 + 2� �S + �2In = (�+ �2) In;
( �S + �In)2 = (�+ �2) In:ðÏÌÁÇÁÑ �+ �2 = �2, �ÏÌÕÞÁÅÍS2 = �2In:ðÏÓËÏÌØËÕ S 6= 0, ÔÏ � 6= 0. ï�ÒÅÄÅÌÑÑ ÍÁÔÒÉ�Õ �S ÆÏÒÍÕÌÏÊ S = � �S,ÉÍÅÅÍ �S2 = In, Ô.Å. �S { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ É ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ. ìÅÍÍÁ 10 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ìÅÍÍÁ 11. ðÕÓÔØ C { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, S{ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á CS −SC⊤ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ S = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍÅÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ S 6= 0. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÍÁÔÒÉ�Ù S, ËÁË É Õ C, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ. ÷�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÏÌÁÇÁÑ S = s0In + S0, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á S0 ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉ-�Ù CS − SC⊤ = CS0 − S0C⊤ + s0 (C − C⊤

) É CS0 − S0C⊤ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù C É S ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙ, �Ï ÌÅÍÍÅ 9 ÉÈ �ÅÒ×ÙÅÓÔÏÌÂ�Ù �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù C É S ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�x = (0; x1; x2; : : : ; xn−1)⊤ :úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 3 ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á CS − SC⊤= CS + SC Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍQ (CS + SC) = (CS + SC)Q;ÉÌÉ C (QS − SQ) = (SQ −QS)C;



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 171ÉÌÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Q = Qs + 2e1e⊤1 Pn (ÓÍ. (7)),C [(Qs + 2e1e⊤1 Pn)S − S (Qs + 2e1e⊤1 Pn)]= [S (Qs + 2e1e⊤1 Pn)
−

(Qs + 2e1e⊤1 Pn)S]C:ðÏÓËÏÌØËÕ S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕCe1e⊤nS − CSe1e⊤n = Se1e⊤nC − e1e⊤nSC;ÉÌÉ, �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ S = S⊤ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 9)É C⊤ = −C, Ë ×ÉÄÕCe1 (Sen)⊤ − CSe1e⊤n = −Se1 (Cen)⊤ + e1 (CSen)⊤ :÷×ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ Ce1 = Se1 = x �ÏÌÕÞÁÅÍx (Sen)⊤ − Cxe⊤n = −x (Cen)⊤ + e1 (CSen)⊤ ;ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õe1 (CSen)⊤ + Cxe⊤n = x (Cen + Sen)⊤ : (14)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ CSen = CSPne1 = −PnCSe1;Cen + Sen = CPne1 + SPne1 = Pn (C⊤e1 + S⊤e1)= {C⊤ = −C; S⊤ = S} = Pn (Se1 − Ce1) = 0:�Å�ÅÒØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (14) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË
−e1 (PnCSe1)⊤ + Cxe⊤n = 0;ÉÌÉ
−e1 (PnCx)⊤ + Cxe⊤n = 0:÷ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ,ÎÕÌÅ×ÙÅ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù, ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ {Cx}j = 0, j = 2; 3; : : : ; n.ðÏÌÏÖÉÍ {Cx}1 = �, ÔÏÇÄÁ Cx = �e1. ðÅÒ×ÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁC2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ Cx. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,C2 = �In:óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 5, ×ÅËÔÏÒ g, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�, ÂÕÄÅÔ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ C:Cg = �g:



172 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Png = g É PnC = −CPn ×Ù×ÏÄÉÍ�g = �Png = Pn (�g) = Pn (Cg) = −CPng = −Cg = −�g:ðÏÜÔÏÍÕ � = 0 É Cg = 0. �Å�ÅÒØ ÉÍÅÅÍ�g = �Ing = C2g = 0;ÏÔËÕÄÁ � = 0 É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, C2 = 0. �ÁËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÄÌÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ C ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ C = 0, Á ÔÏÇÄÁ É S = 0. üÔÉ×Ù×ÏÄÙ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ É ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ, É ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀS 6= 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ 11. �ìÅÍÍÁ 12. ðÕÓÔØ S { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ, C { ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. íÁÔÒÉ�Á SC−CS⊤ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:Á) C = 0;Â) n { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÅËÔÏÒÙ Ce1 É Se1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É ÍÁ-ÔÒÉ�Á S �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ Ó×ÏÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÍÁÔÒÉ�Ù C, ËÁË É Õ S, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ. ÷ �ÒÏÔÉ×-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÏÌÁÇÁÑ C = 0In + C0, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á C0 ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ ÎÁÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉ�ÙSC−CS⊤ = SC0−C0S⊤+0 (S − S⊤
) É SC0−C0S⊤ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÓÙÍÉ�ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ.ðÕÓÔØ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ 0, 1, : : :, n−1, S { ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ 0, s1, : : :, sn−1.ðÒÉ C = 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ Á) ÎÁÛÅÊ ÌÅÍÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ C 6= 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù C É S ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙ,�Ï ÌÅÍÍÅ 7 ÉÈ �ÅÒ×ÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�x = (0; x1; x2; : : : ; xn−1)⊤ :úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á SC − CS⊤ = SC + CS Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍQs (SC + CS) = (SC + CS)Qs;ÉÌÉ S (QsC − CQs) = (CQs −QsC)S;



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 173ÉÌÉ, ××ÉÄÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Qs = Q − 2e1e⊤1 Pn (ÓÍ. (7)),S [(Q − 2e1e⊤n )C − C (Q − 2e1e⊤n )]= [C (Q − 2e1e⊤n )
−

(Q − 2e1e⊤n )C]S:ðÏÓËÏÌØËÕ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕSe1e⊤nC − SCe1e⊤n = Ce1e⊤nS − e1e⊤nCS;ÉÌÉ, �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ S = −S⊤ É C⊤ = C (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 7), Ë ×ÉÄÕSe1 (Cen)⊤ − SCe1e⊤n = −Ce1 (Sen)⊤ + e1 (SCen)⊤ :éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ce1 = Se1 = x, �ÏÌÕÞÁÅÍx ((C + S) en)⊤ = SCe1e⊤n + e1 (SCen)⊤ :ðÏÓËÏÌØËÕ (C + S) en = 0 É SCen = SCPne1 = −PnSCe1, ÔÏSxe⊤n − e1 (PnSx)⊤ = 0;ÉÌÉ e1 (PnSx)⊤ − Sxe⊤n = 0:÷ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ,ÎÕÌÅ×ÙÅ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù, ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ {Sx}j = 0, j = 2; 3; : : : ; n.ðÕÓÔØ {Sx}1 = �, ÔÏÇÄÁ Sx = �e1. ðÅÒ×ÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔÁ S2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ Sx. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,S2 = �In:åÓÌÉ � = 0 (ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n = 2l + 1,�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÁ), ÔÏ S = 0 É C = 0, ÔÏÇÄÁ ËÁË �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ C 6= 0.ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ËÏÓÏÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÅ S ÉÍÅÅÍ ÓÌÕÞÁÊÂ). úÄÅÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ S2 = �In ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ S = �S−1.ìÅÍÍÁ 12 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

§3. çÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ�ÅÏÒÅÍÁ 1. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á T É ÇÁÎËÅÌÅ×Á ÍÁÔÒÉ�ÁH ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÌØËÏ, ËÏÇÄÁ T É H ×ÈÏÄÑÔÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÉÎ ÉÚ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÉÖÅ ËÌÁÓÓÏ×:ëÌÁÓÓ 1. íÁÔÒÉ�Á T ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍËÒÁÔÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�Ù Pn.



174 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ëÌÁÓÓ 2. íÁÔÒÉ�Á T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍT = Fn∗D1Fn;Á H { ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍH = Fn∗D2FnPn:úÄÅÓØ D1 = diag(d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ) É D2 = diag(d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) {ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù; �ÒÉ ÜÔÏÍd(2)1 d(1)1 = 0;d(2)j (d(1)j + d(1)n+2−j) = 0; j = 2; 3; : : : ; n:ëÌÁÓÓ 3. íÁÔÒÉ�Á T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍT = G−1Fn∗D1FnG∗
−1;Á H { ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÍ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍH = G−1Fn∗D2FnG∗

−1Pn:äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�ÙD1 = diag(d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ) É D2 = diag(d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n )ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:d(2)1 (d(1)1 + d(1)2 ) = 0; d(2)2 (d(1)2 + d(1)1 ) = 0;d(2)j (d(1)j + d(1)n+3−j) = 0; j = 3; 4; : : : ; n:ëÌÁÓÓ 4. ðÏÒÑÄÏË n { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÁÔÒÉ�Ù T É H ÚÁÄÁÀÔÓÑÆÏÒÍÕÌÁÍÉ T = � (C − SCS) + S1;H = SPn;ÇÄÅ S { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, C { �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S, Á S1 { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ.ëÌÁÓÓ 5. íÁÔÒÉ�Ù T É H ÉÍÅÀÔ ×ÉÄT = �L+ �L⊤;H =  (L− L⊤
)
Pn;ÇÄÅ L { ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ L2 = 0.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 175ëÌÁÓÓ 6. íÁÔÒÉ�Ù T É H ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉT = �C + � (S − CSC) ;H =  (S − CSC)Pn:úÄÅÓØ C { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, S { ËÏÓÏÊ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù C.ëÌÁÓÓ 7. íÁÔÒÉ�Ù T É H ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉT = �S + � (C − SCS) ;H =  (C − SCS)Pn:úÄÅÓØ S { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, C { �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S.ëÌÁÓÓ 8. íÁÔÒÉ�Ù T É H ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉT = �Z + �Z⊤;H =  (Z − Z⊤
)
Pn;ÇÄÅ Z { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, �ÒÉÞÅÍ |�| = 1, � 6= ±1.ëÌÁÓÓ 9. íÁÔÒÉ�Ù T É H ÉÍÅÀÔ ×ÉÄT = � (C + S) ; H = � (C − S)Pn;ÇÄÅ C É S { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ.

§4. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. îÁÞÎÅÍ Ó ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÌÁÓÓÉ-ÆÉËÁ�ÉÉ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�.úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ� ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × Ï�ÉÓÁÎÉÉ �ÁÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�T1 É T2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀT1T2 + T2T1 = 0: (15)òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.



176 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷�ÅÏÒÅÍÁ 2. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÏ×:ëÌÁÓÓ áóó�í 1. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 { �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÄÅÌÑÝÉÅ ÎÕÌØ,Ô.Å. T1T2 = 0.ëÌÁÓÓ áóó�í 2. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÓÕÔØ ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÄÅÌÑ-ÝÉÅ ÎÕÌØ.ëÌÁÓÓ áóó�í 3. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÉÍÅÀÔ ×ÉÄT1 = � (C + S) ; T2 = � (C − S) ;ÇÄÅ C É S { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ, ÔÏ ÄÒÕ-ÇÁÑ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ. ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÅ.åÓÌÉ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÔÏ, ÂÕ-ÄÕÞÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍÉ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÌÉÔØ ÎÕÌØ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓáóó�í 1.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ T1 É T2 { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÔÏ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÌÉÔØÎÕÌØ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ áóó�í 2.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊÓÔpÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 ÞÅÒÅÚ a0, a1, : : :, an−1, Á ee �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚa0, a−1, : : :, a−(n−1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�ÙT2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b0, b1, : : :, bn−1, Á ee �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚ b0,b−1; : : : ; b−(n−1).úÁ�ÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 × ×ÉÄÅT1 = a0In + T̂1; T2 = b0In + T̂2;ÇÄÅ T̂1 É T̂2 ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÇÌÁ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÉ ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (15):
(a0In + T̂1)(b0In + T̂2)+ (b0In + T̂2)(a0In + T̂1) = 0:ðÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍT̂1T̂2 + T̂2T̂1 = −2a0b0In − 2a0T̂2 − 2b0T̂1:



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 177ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ:
{T̂1T̂2 + T̂2T̂1}k;m = {T̂1T̂2 + T̂2T̂1}k+1;m+1 ; k;m = 1; : : : ; n− 1:ðÏÄÒÏÂÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Án∑l=1 {T̂1}k;l {T̂2}l;m + n∑l=1 {T̂2}k;l {T̂1}l;m

−
n∑l=1 {T̂1}k+1;l {T̂2}l;m+1 − n∑l=1 {T̂2}k+1;l {T̂1}l;m+1 = 0ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ, × ÓÉÌÕ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔÉ T1 É T2, ÕÓÌÏ×ÉÀn∑l=1 al−kbm−l + n∑l=1 bl−kam−l − n∑l=1 al−k−1bm+1−l − n∑l=1 bl−k−1am+1−l = 0:úÁÍÅÎÉÍ ÉÎÄÅËÓ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ l ÎÁ p, �ÏÌÁÇÁÑ p = l × �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊÓÕÍÍÁÈ É p = l − 1 × ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ:n∑p=1 ap−kbm−p + n∑p=1 bp−kam−p − n−1∑p=0 ap−kbm−p − n−1∑p=0 bp−kam−p = 0:÷Ù�ÏÌÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õan−kb−(n−m) − a−kbm + bn−ka−(n−m) − b−kam = 0;ËÏÔÏÒÏÅ, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ T1 É T2, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀakbm + bkam = an−kbn−m + bn−kan−m: (16)÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ Ä×Å ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ (n− 1) × 2-ÍÁÔÒÉ�Ù

F É G, ÚÁÄÁ×ÁÑ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
F = 



a1 b1a2 b2... ...an−1 bn−1 
 ; G = 



an−1 bn−1an−2 bn−2... ...a1 b1 
 :�Å�ÅÒØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (16) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

FP2F⊤ = GP2G⊤: (17)�ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÅ, ÔÏ F É G ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï×. úÎÁÞÉÔ, rank F > 1 É rank G > 1.



178 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ rank F = rank G. ðÕÓÔØ rank F = 2, ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑÞÉÓÌÁ k É m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�Á F (k;m) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ. úÁ�ÉÛÅÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (17) ÄÌÑ k-È É m-È ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×
F (k;m)P2 (

F (k;m))⊤ = G(k;m)P2 (
G(k;m))⊤ :íÁÔÒÉ�Á × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÁÔÒÉ�Á × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á G(k;m) ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ É rank G = 2. �ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Ù F É G ×ÈÏÄÑÔ × ÕÓÌÏ-×ÉÅ (17) ÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÎÏ, ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ rank G = 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅrank F = 2. úÎÁÞÉÔ, ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: rank F = rank G = 1É rank F = rank G = 2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÉÈ.I. rank F = rank G = 1.åÓÌÉ �ÁÒÁ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÔÏ �ÁÒÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑÉÚ ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ F É G ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2 É, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÉÈ �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕT2 = (b0 − a0) In + T1;Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�Á T2 { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ T1. �ÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÄÅÌÑÔ ÎÕÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ T1T2 ÅÓÔØ (ÎÕÌÅ-×ÁÑ) ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ T1 É T2 { ÌÉÂÏ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ, ÌÉÂÏÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÌÉÂÏ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏÖÅ ÞÉÓÌÁ �. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2, �ÅÒ-×ÙÅ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ. éÚ ÌÅÍÍÙ 6 ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ T1 É T2 { �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔÙ ÉÌÉ ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÄÅÌÑÝÉÅ ÎÕÌØ. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ËÌÁÓÓÁÍáóó�í 1 É áóó�í 2.II. rank F = rank G = 2.�ÁË ËÁË rank F = 2, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ k É m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á

F (k;m) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ. úÁ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (17) ÄÌÑ k-È É m-È ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×
F (k;m)P2 (

F (k;m))⊤ = G(k;m)P2 (
G(k;m))⊤ :



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 179éÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù F (k;m) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù G(k;m). äÁÌÅÅ ÒÁÓ�ÉÛÅÍ (17) ÄÌÑ k-ÙÈ É m-ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×:
FP2 (

F (k;m))⊤ = GP2 (
G(k;m))⊤ :÷ÙÒÁÚÉÍ ÏÔÓÀÄÁ ÍÁÔÒÉ�Õ G ËÁË

G = FP2 (
F (k;m))⊤

((
G(k;m))⊤

)−1
P2:÷×ÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉ�ÕW = P2 (

F (k;m))⊤
((

G(k;m))⊤
)−1

P2;ÔÏÇÄÁ
G = FW; (18)É ÕÓÌÏ×ÉÅ (17) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

FP2F⊤ = FWP2W⊤F⊤;ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
F

(
P2 −WP2W⊤

)
F⊤ = 0:úÁ�ÉÛÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ k-È É m-È ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×:

F (k;m) (
P2 −WP2W⊤

) (
F (k;m))⊤ = 0:÷ ÓÉÌÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù F (k;m), �ÏÌÕÞÁÅÍWP2W⊤ = P2: (19)ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ W × ×ÉÄÅW = ( w11 w12w21 w22 ) : (20)ó ÕÞÅÔÏÍ (20) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (19) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

( w11 w12w21 w22 ) ( 0 11 0 ) ( w11 w21w12 w22 ) = ( 0 11 0 ) :ðÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ
( 2w11w12 w11w22 + w12w21w12w21 + w11w22 2w21w22 ) = ( 0 11 0 ) ;



180 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÅ



w11w12 = 0;w21w22 = 0;w11w22 + w12w21 = 1: (21)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ÎÕÌÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ w11. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ w11 6= 0, ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ (21),w12 = 0, w22 6= 0 É w21 = 0. ðÏÌÏÖÉÍ w11 = �. íÁÔÒÉ�Á W ÂÕÄÅÔ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÏÊ: W = diag (�; 1=�). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑan−j = �aj ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:òÁÓ�ÉÓÙ×ÁÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ j = j0 É j = n − j0 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉan−j0 6= 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ an−j0 = �aj0 ; aj0 = �an−j0 :ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � = ±1 É W = ±I2.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ W = I2. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ
{ aj = an−j ;bj = bn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ, ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ
{ a−j = an−j ;b−j = bn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ T1 É T2 { �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. �ÁËÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÌÁÓØ É ÄÁÌÁ �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÁ áóó�í 1.÷ ÓÌÕÞÁÅ W = −I2 ÉÍÅÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ
{ aj = −an−j ;bj = −bn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ, ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ
{ a−j = −an−j ;b−j = −bn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:�Å�ÅÒØ T1 É T2 { ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. �ÁËÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÔÏÖÅ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÌÁÓØ É ÄÁÌÁ �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÁ áóó�í 2.äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ w11 = 0. �ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ (21), w12 6= 0, w21 6= 0 Éw22 = 0. ðÏÌÏÖÉÍ w21 = � 6= 0. íÁÔÒÉ�Á W ÉÍÅÅÔ ×ÉÄW = ( 0 1�� 0 ) ;



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 181É ÕÓÌÏ×ÉÑ (18) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË
{ an−j = �bj ;bn−j = 1�aj ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:ðÏÓËÏÌØËÕ T2 ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ) ÞÉÓÌÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ � = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑbj = an−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:÷×ÅÄÅÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔ C1 É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ S1  ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÅÒ×ÙÍÉÓÔÒÏËÁÍÉ u = 12 (12a0; a1; : : : ; an−1) :÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅT1 = C1 + S1 + C⊤1 + S⊤1 ;T2 = b0In + C1 − S1 + C⊤1 − S⊤1 :ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔ C É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ S ÆÏÒÍÕÌÁÍÉC = C1 + C⊤1 + b02 In; S = S1 + S⊤1 − b02 In;ÔÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁT1 = C + S; T2 = C − S:ðÏÓÌÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (15) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(C + S) (C − S) + (C − S) (C + S) = 0;ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ Ë ×ÉÄÕC2 = S2:÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, × �ÒÁ×ÏÊ { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. ðÏÜÔÏÍÕ�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊC2 = S2 = �In:�ÁË ËÁË T1 É T2 ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ C2 = S2 = In:ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÁÒÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ áóó�í 3. ÷ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÙ. �ÅÏÒÅÍÁ 2 �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



182 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÈ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙ.
§5. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÉËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ×ÁÖÎÁ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÏÓ-ÎÏ×ÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ.úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏÊ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × Ï�ÉÓÁÎÉÉ �ÁÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2 ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ T1T2 + T2T1 = 0: (22)òÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á T1 É ËÏ-ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á T2 ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÏ×:ëÌÁÓÓ áóë�í 1. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 { �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÄÅÌÑÝÉÅ ÎÕÌØ.ëÌÁÓÓ áóë�í 2. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÓÕÔØ ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÄÅÌÑ-ÝÉÅ ÎÕÌØ.ëÌÁÓÓ áóë�í 3. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÉÍÅÀÔ ×ÉÄT1 = � (L+ L⊤

) ; T2 = � (L− L⊤
) ;ÇÄÅ L { ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ L2 = 0.ëÌÁÓÓ áóë�í 4. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉT1 = �C; T2 = � (S − CSC) :úÄÅÓØ C { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, S { ËÏÓÏÊ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù C.ëÌÁÓÓ áóë�í 5. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉT1 = �S; T2 = � (C − SCS) :úÄÅÓØ S { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, C { �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 183ëÌÁÓÓ áóë�í 6. ðÏÒÑÄÏË n { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉT1 = � (C − SCS) ; T2 = �S;ÇÄÅ S { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á C {�ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S.ëÌÁÓÓ áóë�í 7. íÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉT1 = � (Z + Z⊤
) ; T2 = � (Z − Z⊤

) ;ÇÄÅ Z { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, �ÒÉÞÅÍ |�| = 1, � 6= ±1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á T1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ, ÔÏ T2 ÂÕÄÅÔÎÕÌÅ×ÏÊ. ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ,ÞÔÏ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÅ.åÓÌÉ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 { �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÔÏ, ÂÕÄÕÞÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞ-ÎÙÍÉ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÌÉÔØ ÎÕÌØ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ áóë�í 1.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ T1 É T2 { ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, ÔÏ, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÌÉÔØ ÎÕÌØ. ðÏÌÕÞÁÅÍËÌÁÓÓ áóë�í 2.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù T1 ÞÅÒÅÚ a0, a1, : : :, an−1, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚa0, a−1, : : :, a−(n−1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù T2ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 0, b1, : : :, bn−1, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚ0, b−1, : : :, b−(n−1).úÁ�ÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 × ×ÉÄÅT1 = a0In + T̂1; T2 = T̂2;ÇÄÅ T̂1 É T̂2 ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÇÌÁ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÉ ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (22):
(a0In + T̂1) T̂2 + T̂2 (a0In + T̂1) = 0:ðÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍT̂1T̂2 + T̂2T̂1 = −2a0T̂2: (23)ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ:

{T̂1T̂2 + T̂2T̂1}k;m = {T̂1T̂2 + T̂2T̂1}k+1;m+1 ; k;m = 1; : : : ; n− 1:



184 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ðÏÄÒÏÂÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Án∑l=1 {T̂1}k;l {T̂2}l;m + n∑l=1 {T̂2}k;l {T̂1}l;m
−

n∑l=1 {T̂1}k+1;l {T̂2}l;m+1 − n∑l=1 {T̂2}k+1;l {T̂1}l;m+1 = 0;× ÓÉÌÕ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔÉ T1 É T2, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÀn∑l=1 al−kbm−l + n∑l=1 bl−kam−l − n∑l=1 al−k−1bm+1−l − n∑l=1 bl−k−1am+1−l = 0:úÁÍÅÎÉÍ ÉÎÄÅËÓ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ l ÎÁ p, �ÏÌÁÇÁÑ p = l × �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊÓÕÍÍÁÈ É p = l − 1 × ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ:n∑p=1 ap−kbm−p + n∑p=1 bp−kam−p − n−1∑p=0 ap−kbm−p − n−1∑p=0 bp−kam−p = 0:÷Ù�ÏÌÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õan−kb−(n−m) − a−kbm + bn−ka−(n−m) − b−kam = 0;ËÏÔÏÒÏÅ, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ T1 É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ T2, ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀan−kbn−m − bn−kan−m = bkam − akbm: (24)÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ Ä×Å ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ (n− 1) × 2-ÍÁÔÒÉ�Ù
F É G ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

F = 


an−1 bn−1an−2 bn−2... ...a1 b1 
 ; G = 



b1 a1b2 a2... ...bn−1 an−1 
 :ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

△Fkm = det ( an−k bn−kan−m bn−m ) = an−kbn−m − an−mbn−k;
△Gkm = det ( bk akbm am ) = bkam − bmak:�Å�ÅÒØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (24) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

△Fkm = △Gkm: (25)



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 185÷×ÏÄÑ ×ÅËÔÏÒÙa = (a1; a2; : : : ; an−1)⊤ ; b = (b1; b2; : : : ; bn−1)⊤ ;ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù F É G ËÁË
F = [ Pn−1a | Pn−1b ℄; G = [ b | a ℄:ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉ�Ù F É G ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï×, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÎÇ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ-�Ù. ÷ ÓÉÌÕ (25), ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: rank F = rank G = 1É rank F = rank G = 2.ðÕÓÔØ rank F = rank G = 1. �ÏÇÄÁ (ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ) ×ÅËÔÏÒÙ a É b ÄÏÌÖ-ÎÙ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ b = a. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ L ËÁË ÓÔÒÏ-ÇÏ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÅ�ÌÉ�Å×Õ ÍÁÔÒÉ�Õ Ó �ÅÒ×ÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ (0; a1,a2; : : : ; an−1). ðÏÓËÏÌØËÕ a 6= 0, ÔÏ L 6= 0. �Å�ÅÒØ T̂1 É T̂2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�É-ÓÁÔØ × ×ÉÄÅ T̂1 = L+ L⊤; T̂2 = L− L⊤:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × (23), ÎÁÈÏÄÉÍ (L+ L⊤

) (L− L⊤
) +  (L− L⊤

) (L+ L⊤
) = −2a0 (L− L⊤

) ;L2−LL⊤+L⊤L−
(L⊤

)2+L2+LL⊤ −L⊤L−
(L⊤

)2 = −2a0 (L− L⊤
) ;L2 − (L⊤

)2 = −a0 (L− L⊤
) ;L2 + a0L = (L⊤

)2 + a0L⊤:íÁÔÒÉ�Á × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ, ÁÍÁÔÒÉ�Á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ, �ÏÜÔÏÍÕL2 + a0L = 0;ÉÌÉ L (L+ a0In) = 0:åÓÌÉ a0 6= 0, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á L + a0In ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, Á ÔÏÇÄÁ L = 0,ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a0 = 0 ÉL2 = 0. ÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ T1 É T2, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÁÒÕ ÉÚËÌÁÓÓÁ áóë�í 3.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ rank F = rank G = 2. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�ÁW = ( � � Æ ) (26)



186 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
F = GW: (27)÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ F = Pn−1GP2, �ÏÜÔÏÍÕ, ÕÍÎÏÖÉ× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (27)ÓÌÅ×Á ÎÁ Pn−1, Á Ó�ÒÁ×Á ÎÁ P2, �ÏÌÕÞÉÍ

G = Pn−1GWP2: (28)éÚ (28) ×Ù×ÏÄÉÍ
G = Pn−1GWP2 = Pn−1 (Pn−1GWP2)WP2 = G (WP2)2 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

G
(I2 − (WP2)2) = 0:ðÏÓËÏÌØËÕ G { ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ (WP2)2 = I2.éÓ�ÏÌØÚÕÑ (26), ÎÁÈÏÄÉÍWP2 = ( � �Æ  )É (WP2)2 = ( �2 + �Æ � (� + )Æ (� + ) 2 + �Æ ) :íÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (WP2)2 = I2 ÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ




�2 + �Æ = 1;� (� + ) = 0;Æ (� + ) = 0;2 + �Æ = 1:õÓÌÏ×ÉÅ �Æ − � = 1 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÉÈ × ×ÉÄÅ





� (� + ) = 0;� (� + ) = 0;Æ (� + ) = 0; (� + ) = 0:üÔÏ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �; �; ; Æ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,  = −�, É ÍÁÔÒÉ�Õ W ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ × ×ÉÄÅW = ( � �
−� Æ ) :äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ: � = 0, Æ = 0 É�Æ 6= 0.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 187åÓÌÉ � = 0, ÔÏ � = ±1.1) ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ � = 0 É � = −1. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ Pn−1a = a,ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ T1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ T1 = C.ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (22), �ÏÄÓÔÁ×É× × ÎÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T2 =C̃ + S̃, ÇÄÅ C̃ { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á S̃ { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ:
(C̃ + S̃)C + C (C̃ + S̃) = 0;ÉÌÉ S̃C + CS̃ = −2CC̃;ÉÌÉ, × ÓÉÌÕ ËÏÓÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S̃,S̃C − CS̃⊤ = −2CC̃:÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÁÔÒÉ�Á × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÌÅÍÍÕ 8. �ÁË ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 ÉT2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔ C ÅÓÔØ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ C̃ = −12 S̃ − 12CS̃C:÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÉÍÅÅÍT1 = C;T2 = C̃ + S̃ = S̃ − 12 S̃ − 12CS̃C = 12 (S̃ − CS̃C) :ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÁÒÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ áóë�í 4.2) åÓÌÉ � = 0 É � = 1, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Pn−1a = −a,Ô.Å. T1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ T1 = S. ðÏÌÏÖÉÍT2 = C̃ + S̃ É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (22):
(C̃ + S̃)S + S (C̃ + S̃) = 0:÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÍÅÅÍ C̃S + SC̃ = −2S̃S;ÉÌÉ, × ÓÉÌÕ ËÏÓÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù C̃ ,C̃S − SC̃⊤ = −2S̃S:÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÁÔÒÉ�Á × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë



188 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÍ ÌÅÍÍÏÊ 10. �ÁË ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉ-ÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÈÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ S ÅÓÔØ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ S̃ = −12 C̃ − 12SC̃S:÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÉÍÅÅÍT1 = S;T2 = C̃ + S̃ = C̃ − 12 C̃ − 12SC̃S = 12 (C̃ − SC̃S) :ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÁÒÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ áóë�í 5.åÓÌÉ Æ = 0, ÔÏ ÎÏ×Á � = ±1.1) ðÕÓÔØ Æ = 0 É � = −1, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Pn−1b = −b, ÉÚËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ T2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ:T2 = C. ðÏÌÏÖÉÍ T1 = a0In+ C̃+ S̃ É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (22):
(a0In + C̃ + S̃)C + C (a0In + C̃ + S̃) = 0;ÉÌÉ CS̃ − S̃C⊤ = −2C(a0In + C̃):÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á CS̃−S̃C⊤ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ�ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. éÚ ÌÅÍÍÙ 11 ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ S̃ = 0, Á �ÏÔÏÍÕ T1 É T2 {�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÁÒÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ áóë�í 1.2) åÓÌÉ Æ = 0 É � = 1, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Pn−1b = b, �ÏËÁ-ÚÙ×ÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ T2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ:T2 = S. ðÏÌÏÖÉÍ T1 = a0In+ C̃+ S̃ É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (22):
(a0In + C̃ + S̃)S + S (a0In + C̃ + S̃) = 0:ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀSC̃ − C̃S⊤ = −2S(a0In + S̃): (29)éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á SC̃ − C̃S⊤ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÌÅÍÍÕ 12.÷ ÓÌÕÞÁÅ Á) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ C̃ = 0 É, ÚÎÁÞÉÔ, T1 É T2 { ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔÙ. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÁÒÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ áóë�í 2.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 189÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ. ïÎ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏn. �Å�ÅÒØ ÍÁÔÒÉ�Á S ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ. éÚ (29) �ÏÌÕÞÁÅÍa0In + S̃ = −12 C̃ − 12SC̃S:äÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 ÉÍÅÅÍT1 = a0In + C̃ + S̃ = C̃ − 12 C̃ − 12SC̃S = 12 (C̃ − SC̃S) :ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÁÒÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ áóë�í 6.óÄÅÌÁÅÍ ×ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ áóë�í 6.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á T2 { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ T1 × ÓÕÍÍÕ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ É ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ ÉÍÅ-ÅÔ ×ÉÄ T1 = C̃ −
[12 C̃ + 12SC̃S] :ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ �Æ 6= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (23) É ÕÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ��:(�T1) (�T2) + (�T2) (�T1) = −2 (�a0) (�T2) :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÁÒÁ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÔ É �ÁÒÁ (�T1; �T2). ðÒÉ ÜÔÏÍ×ÅËÔÏÒ a �ÅÒÅÊÄÅÔ × �a, Á ×ÅËÔÏÒ b { × �b.úÁ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (27) × ×ÉÄÅ[ Pn−1a | Pn−1b ℄ = [ b | a ℄WÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ[ Pn−1a | Pn−1b ℄( � � ) ( 1� 1� )= [ b | a ℄( � � ) ( 1� 1� ) ( � �

−� Æ ) ;ËÏÔÏÒÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ[ Pn−1�a | Pn−1�b ℄( 1� 1� ) = [ �b |�a ℄( 1� 1� ) ( � �
−� Æ ) :



190 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷õÍÎÏÖÉÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õdiag (�; �):[ Pn−1�a | Pn−1�b ℄ = [ �b |�a ℄( 1� 1� ) ( � �
−� Æ ) ( � � ) :ðÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÍ[ Pn−1�a | Pn−1�b ℄ = [ �b |�a ℄( ��� �
−� �� Æ ) :÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �Æ 6= 0, �ÏÜÔÏÍÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ � É � ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚÕÓÌÏ×ÉÑ �� � = �� Æ;ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

( ��)2 = Æ� :ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÍÁÔÒÉ�Å W ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÅ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ É W ÉÍÅÅÔ ×ÉÄW = ( � �
−� � ) : (30)ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ[ Pn−1a | Pn−1b ℄ = [ b | a ℄( � �

−� � ) : (31)ðÒÉ ÜÔÏÍ � 6= 0, � 6= 0 É �2 + �2 = 1.÷×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÌÉ�Å×Õ ÍÁÔÒÉ�Õ T̃ = T1 + T2, ÔÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕ-ÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ T1 É T2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËT̃ + T̃⊤2 T̃ − T̃⊤2 + T̃ − T̃⊤2 T̃ + T̃⊤2 = 0;ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀT̃ 2 − T̃ T̃⊤ + T̃⊤T̃ −
(T̃⊤

)2 + T̃ 2 + T̃ T̃⊤ − T̃⊤T −
(T̃⊤

)2 = 0;ÉÌÉ T̃ 2 = (T̃ 2)⊤ :



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 191ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÙÈÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, Á �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ É ÎÁÄÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ. äÌÑ ×Ù-×ÏÄÁ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù T̃ÞÅÒÅÚ a0, t−1, t−2, : : :, t−(n−1), Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ { ÞÅÒÅÚ a0,t1, t2, : : :, tn−1. ÷×ÅÄÅÍ ×ÅËÔÏÒÙu1 = (t1; t2; : : : ; tn−1)⊤ ;u2 = (t−1; t−2; : : : ; t−(n−1))⊤ :�ÁË ËÁË T̃ = T1 + T2, ÔÏu1 = a+ b; u2 = a− b:ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (31) × ×ÉÄÅ[ Pn−1a | Pn−1b ℄( 1 1
−1 1 )= [ b | a ℄( 1 −11 1 ) 12 ( 1 1

−1 1 ) ( � �
−� � ) ( 1 1

−1 1 ) :ðÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ[ Pn−1 (a− b) | Pn−1 (a+ b) ℄ = [ a+ b | a− b ℄( −� �
−� −� ) :ó ÕÞÅÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ u1 É u2 ÉÍÅÅÍ[ Pn−1u2 | Pn−1u1 ℄ = [ u1 | u2 ℄( −� �

−� −� ) : (32)îÁÒÑÄÕ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ T̃ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÔÒÉ�ÕZ = T̃ + iT̃⊤: (33)



192 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷òÁ×ÅÎÓÔ×Ï T̃ 2 = (T̃⊤

)2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Z2 = (Z⊤
)2.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,Z2 − (Z⊤

)2 = (T̃ + iT̃⊤
)2

−
((T̃ + iT̃⊤

)⊤
)2= T̃ 2 − (T̃⊤

)2 + i(T̃ T̃⊤ + T̃⊤T̃)
−

(T̃⊤
)2+ T̃ 2 − i(T̃ T̃⊤ + T̃⊤T̃) = 2(T̃ 2 − (T̃⊤

)2) :éÚ (33) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Õ T̃ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ × ×ÉÄÅT̃ = 12Z − i2Z⊤:éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ Z2 = (Z⊤
)2 ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ Z. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚv1 ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉÍÁÔÒÉ�Ù Z, Á ÞÅÒÅÚ v2 { ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÏÇÄÁv1 = u1 + iu2; v2 = u2 + iu1: (34)ðÅÒÅ�ÉÓÁ× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (32) × ×ÉÄÅ[ Pn−1u2 | Pn−1u1 ℄( 1 ii 1 )= [ u1 | u2 ℄( 1 ii 1 ) 12 ( 1 −i

−i 1 ) (
−� �
−� −� ) ( 1 ii 1 ) ;�ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ[ Pn−1 (u2 + iu1) | Pn−1 (u1 + iu2) ℄= [ u1 + iu2 | u2 + iu1 ℄{12 ( 1 −i

−i 1 ) (
−� �
−� −� ) ( 1 ii 1 )} :÷ ÓÉÌÕ (34) ÉÍÅÅÍ[ Pn−1v2 | Pn−1v1 ℄ = [ v1 | v2 ℄( − (� − i�) 00 − (� + i�) ) :ðÕÓÔØ � = − (� − i�), ÔÏÇÄÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏv2 = �Pn−1v1:�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÁÔÒÉ�Á Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Z2 = (Z⊤

)2.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 193õÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÁW ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÒÁ×ÎÙÊ ÅÄÉÎÉ�Å, ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË
−(� + i�)[−(� − i�)℄ = �2 + �2 = 1: (35)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � 6= ±1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � = 1, Ô.Å.

−(� − i�) = 1É, Ó ÕÞÅÔÏÍ (35),
−(� + i�) = 1:ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � = 0, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ � 6= 0.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ � = −1, Ô.Å.
−(� − i�) = −1É, Ó ÕÞÅÔÏÍ (35),
−(� + i�) = −1:óÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � = 0, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ � 6= 0ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. úÎÁÞÉÔ, � 6= ±1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Z2 = (Z⊤

)2 :÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, × �ÒÁ×ÏÊ { (1=�)-�ÉÒËÕÌÑÎÔ. �ÁËËÁË � 6= ±1, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉZ2 = (Z⊤
)2 = �In:ðÒÅÄÓÔÁ×É× ÍÁÔÒÉ�Õ Z × ×ÉÄÅ Z = √�Z0, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ Z20 = In,ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÍÕ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á Z0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍT̃ = 12Z − i2Z⊤;ÇÄÅ Z = �Z0, Z0 { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ É � { ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � É � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� Z.÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ T1 É T2 { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÞÁÓÔÉÍÁÔÒÉ�Ù T̃ . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊT1 = 1− i4 (Z + Z⊤

) ; T2 = 1 + i4 (Z − Z⊤
) :ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÁÒÕ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ áóë�í 7. �ÅÏÒÅ-ÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



194 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷
§6. úÁÄÁÞÁ Ï ÔÒÏÊËÁÈ ÍÁÔÒÉ�òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.úÁÄÁÞÁ Ï ÔÒÏÊËÁÈ (úï�) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × Ï�ÉÓÁÎÉÉ ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË ÔÅ�ÌÉ-�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� (T1; T2; T3) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ T1 É T2 { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù,T3 { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Á �ÁÒÙ (T1; T2) É (T1; T3) ÁÎÔÉËÏÍ-ÍÕÔÉÒÕÀÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù T1, T2 É T3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÔÒÏÊËÁÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÏ×:ëÌÁÓÓ úï� 1. íÁÔÒÉ�Ù T1, T2 É T3 { �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÁÒÙ(T1; T2) É (T1; T3) ÄÅÌÑÔ ÎÕÌØ, Ô.Å. T1T2 = 0 É T1T3 = 0.ëÌÁÓÓ úï� 2. íÁÔÒÉ�Ù T1, T2 É T3 { ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, �ÒÉ ÜÔÏÍ�ÁÒÙ (T1; T2) É (T1; T3) ÄÅÌÑÔ ÎÕÌØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÔÅ�ÌÉ-�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� É Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈÍÁÔÒÉ�, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ.÷ÙÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÂÅÉÈ ÚÁÄÁÞ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ T1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÔÁËËÁË ÔÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù T2 É T3 ÎÕÌÅ×ÙÅ.÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ.I. T1 { ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. ðÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ T2 ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ �ÁÒÁ (T1; T2) ÄÅÌÉÔ ÎÕÌØ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ T1 É T2 × ×ÉÄÅT1 = F ∗nD1Fn;T2 = F ∗nD2Fn;ÇÄÅD1 = diag(d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ) ÉD2 = diag(d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) { ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. õÓÌÏ×ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2 ÉÍÅÀÔ×ÉÄ d(1)j = d(1)n+2−j ; j = 2; : : : ; n; (36)d(2)j = d(2)n+2−j ; j = 2; : : : ; n: (37)ðÏÌÏÖÉÍ r = n− ⌊(n− 1)=2⌋. ÷ ÓÉÌÕ (36), ×ÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ T1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ �ÅÒ×ÙÍÉ r ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 195ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á T1 ËÁË ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÅÓËÁÌÑÒ-ÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. �ÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ d(1)j , j = 1; : : : ; r,ÅÓÔØ ËÁË ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÔÁË É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ d(2)j , j = 1; : : : ; r,ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ d(1)j d(2)j = 0, j = 1; : : : ; r, �ÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ d(2)jÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ. �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (37) �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÍÁÔÒÉ�Õ D2 É, ÚÎÁÞÉÔ, T2.�Å�ÅÒØ ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�ÍÏÇÕÔ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÔØ Ó T1.åÓÌÉ T1 ÄÅÌÉÔ ÎÕÌØ Ó ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ T3 ËÁË �ÁÒÁËÌÁÓÓÁ áóë�í 1, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ (T1; T2; T3) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ úï� 1.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T3 ÎÁÊÄÕÔÓÑ. úÁ�ÉÛÅÍ T3 ËÁËT3 = F ∗nD3Fn;ÇÄÅ D3 = diag(d(3)1 ; d(3)2 ; : : : ; d(3)n ) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. õÓÌÏ×ÉÑËÏÓÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù T3 ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
{ d(3)1 = 0;d(3)j = −d(3)n+2−j ; j = 2; : : : ; n: (38)åÓÌÉ n = 2k, ÔÏ d(3)k+1 = 0. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ T1 ÅÓÔØ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÅ-ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ÞÔÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ d(1)j ,j = 1; : : : ; r, ÅÓÔØ ËÁË ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÔÁË É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ. îÁÌÏÖÉÍ ÅÝÅ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ d(1)j , j = 2; : : : ; ⌊(n−1)=2⌋+1,ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÙÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ d(3)j , j = 2; : : : ; ⌊(n − 1)=2⌋ + 1, ÉÚ ÕÓÌÏ-×ÉÊ d(1)j d(3)j = 0, j = 2; : : : ; ⌊(n − 1)=2⌋ + 1, �ÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ. �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (38) �ÏÌÎÏÓÔØÀÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÁÔÒÉ�Õ D3 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Õ T3.�ÁË ËÁË T1 { ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÙÍ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 2 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 3. �ÏÇÄÁT1 = L+ L⊤; L2 = 0:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ t0 = t−1 = t−2 = : : : = t−k = 0, ÇÄÅ k = ⌈n=2⌉ − 1.�ÁË ËÁË T1 { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ t−j = t−(n−j), �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉn = 2k+1 ÉÍÅÅÍ T1 = 0. åÓÌÉ ÖÅ n = 2k, ÔÏ T1 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ



196 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷×ÉÄÁ T1 = �( 0 IkIk 0 ) :íÁÔÒÉ�Á ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 0, Ô.Å.ÅÓÌÉ T1 = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 3 �ÕÓÔÏ.�ÁË ËÁË T1 { ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÁ-ÍÉ áóë�í 4 É áóë�í 5 �ÕÓÔÏ.�Å�ÅÒØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 6. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅ-ÞÁÎÉÀ 1, ÍÁÔÒÉ�Õ T1 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËT1 = C − 12 [C + SCS℄ ;ÇÄÅ S { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á C { �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á C+SCS { ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ É n = 2k. ðÏÌÏÖÉÍS = L− L⊤; L 6= 0;ÇÄÅ L { ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. �ÏÇÄÁC = 0In + L+ L⊤:�ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á T1 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ÔÏC + SCS = �InÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �. ÷×ÅÄÅÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ C1 ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ C = C1 + �2 In;ÔÏÇÄÁ C1 + SC1S = 0;ÉÌÉ SC1 − C1S⊤ = 0:÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 8, �ÉÒËÕÌÑÎÔ C1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ C É C1, ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØC1 = �In + L+ L⊤; � = 0 − �2 :ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � = 0. õÓÌÏ×ÉÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S ÉÍÅÅÔ ×ÉÄL2 − LL⊤ − L⊤L+ (L⊤
)2 = In;



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 197ÉÌÉ LL⊤ + L⊤L = L2 + (L⊤
)2 − In: (39)òÁÓ�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù C1:�2In + 2�L+ 2�L⊤ + L2 + LL⊤ + L⊤L+ (L⊤

)2 = In;ÉÌÉ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (39),�2In + 2�L+ 2�L⊤ + 2L2 + 2 (L⊤
)2 = 2In;ÉÌÉ �2In + 2L (�In + L) + 2L⊤

(�In + L⊤
) = 2In:ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ L(�In+L) = 0. åÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ � 6= 0,ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �In + L ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, Á ÔÏÇÄÁ L = 0. ðÏÜÔÏÍÕ � = 0 ÉÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅL2 + (L⊤

)2 = In:üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÇÌÁ×-ÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 6 �ÕÓÔÏ.éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 7. ðÕÓÔØ Z { ÉÎ-×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á C = Z + Z⊤ { ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Z × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ C1 ÉËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ S1: Z = C1 + S1:äÌÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏ-ÂÙ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ S1 ÉÍÅÌ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. éÚ �ÒÉÎÑÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÉÍ Z + Z⊤ = C1 + C⊤1 + S1 + S⊤1 :õÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ C = Z + Z⊤ ÅÓÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË S⊤1 =
−S1. �ÏÇÄÁ C = Z+Z⊤ = C1+C⊤1 . úÁ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù Z:C21 + C1S1 + S1C1 + S21 = In:�ÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ

(C⊤1 )2 − C⊤1 S1 − S1C⊤1 + S21 = In:òÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(C21 −

(C⊤1 )2)+ (C1 + C⊤1 )S1 + S1 (C1 + C⊤1 ) = 0;



198 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ÉÌÉ S1 (C1 + C⊤1 )
−

(C1 + C⊤1 )S⊤1 = (C⊤1 )2 − C21 :÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÁÔÒÉ�Á × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÑ-ÚÁÎÁ ÂÙÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 8, ÍÁÔÒÉ�Á C = Z +Z⊤ = C1 + C⊤1ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 7 �ÕÓÔÏ.II. T1 { ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ T2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (T1; T2)ÄÅÌÉÔ ÎÕÌØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 × ×ÉÄÅT1 = G−1F ∗nD1FnG∗
−1;T2 = G−1F ∗nD2FnG∗
−1;ÇÄÅD1 = diag(d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ) ÉD2 = diag(d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) { ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. éÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ËÏÓÙÈ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔÏ× T1 É T2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ{ d(1)1 = d(1)2 ;d(1)j = d(1)n+3−j ; j = 3; : : : ; n; (40)

{ d(2)1 = d(2)2 ;d(2)j = d(2)n+3−j ; j = 3; : : : ; n: (41)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ r ËÁË r = n − ⌊n=2⌋, ÔÏ, × ÓÉÌÕ (40),×ÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ T1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ rÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1; 3; 4; : : : ; r + 1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁÍÁÔÒÉ�Á T1 ËÁË ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ. �ÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ d(1)1 É d(1)j , j = 3; : : : ; r+1, ÅÓÔØ ËÁË ÎÕÌÅ×ÙÅ,ÔÁË É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ d(2)1 É d(2)j , j = 3; : : : ; r+1, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ,ÞÔÏ d(1)j d(2)j = 0, j = 1; 3; : : : ; r+1, É ÎÅ ×ÓÅ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ.�ÏÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (41) �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÁÔÒÉ�Õ D2 É, ÚÎÁÞÉÔ,T2.�Å�ÅÒØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅ�ÌÉ-�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÍÏÇÕÔ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÔØ Ó T1.�ÁË ËÁË T1 { ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 1 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.åÓÌÉ T1 ÄÅÌÉÔ ÎÕÌØ Ó ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ T3ËÁË �ÁÒÁ ËÌÁÓÓÁ áóë�í 2, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ (T1; T2; T3) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 199úï� 2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T3 ÎÁÊÄÕÔÓÑ. úÁ�ÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉ�ÕT3 ËÁË T3 = G−1F ∗nD3FnG∗
−1;ÇÄÅ D3 = diag(d(3)1 ; d(3)2 ; : : : ; d(3)n ) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. õÓÌÏ×ÉÑËÏÓÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù T3 ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

{ d(3)1 = −d(3)2 ;d(3)j = −d(3)n+3−j ; j = 3; : : : ; n: (42)åÓÌÉ n = 2k + 1, ÔÏ d(3)k+2 = 0. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ T1 ÅÓÔØ ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÊ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ÞÔÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅ-ÄÉ ÞÉÓÅÌ d(1)j , j = 1; 3; 4; : : : ; r + 1, ÅÓÔØ ËÁË ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÔÁË É ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÅ. îÁÌÏÖÉÍ ÅÝÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌd(1)j , j = 1; 3; 4; : : : ; ⌊n=2⌋ + 1, ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÙÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ d(3)j , j =1; 3; 4; : : : ; ⌊n=2⌋ + 1, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ d(1)j d(3)j = 0, j = 1; 3; 4; : : : ; ⌊n=2⌋ + 1,�ÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ d(3)j Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ. �ÏÇÄÁÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (42) �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÁÔÒÉ�Õ D3 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Õ T3.éÚÕÞÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 3. úÄÅÓØT1 = L+ L⊤; L2 = 0:ðÏÜÔÏÍÕ t0 = t−1 = t−2 = : : : = t−k = 0, ÇÄÅ k = ⌈n=2⌉ − 1. �ÁË ËÁËT1 { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ t−j = −t−(n−j) ÄÌÑ ×ÓÅÈ j,Á �ÏÔÏÍÕ T1 = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 3�ÕÓÔÏ.ðÏÓËÏÌØËÕ T1 { ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓËÌÁÓÓÁÍÉ áóë�í 4 É áóë�í 5 �ÕÓÔÏ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 6. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁ-ÍÅÞÁÎÉÀ 1, ÍÁÔÒÉ�Õ T1 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËT1 = C − 12 [C + SCS℄ ;ÇÄÅ S { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á C { �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á C+SCS { ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ. �ÁË ËÁË T1 { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ C { ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ-�Á É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T1 { ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ



200 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷T1 ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ T1 = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍáóë�í 6 �ÕÓÔÏ.éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 7. ðÕÓÔØ Z { ÉÎ-×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á S = Z +Z⊤ ÅÓÔØ ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Z × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁC1 É ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ S1: Z = C1 + S1:äÌÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ�ÉÒËÕÌÑÎÔ C1 ÉÍÅÌ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. �ÏÇÄÁZ + Z⊤ = C1 + C⊤1 + S1 + S⊤1 :õÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ S = Z + Z⊤ { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËC⊤1 = −C1. �ÏÇÄÁ S = Z + Z⊤ = S1 + S⊤1 . úÁ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ,ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù Z:C21 + C1S1 + S1C1 + S21 = In:�ÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍC21 − S⊤1 C1 − C1S⊤1 + (S⊤1 )2 = In:òÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄC1 (S1 + S⊤1 )
−

(S1 + S⊤1 )C⊤1 = ((S⊤1 )2 − S21) :÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÁÔÒÉ�Á × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 10, ÍÁÔÒÉ�Á S =Z + Z⊤ = S1 + S⊤1 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏ-ÇÏ ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÅÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 7 �ÕÓÔÏ.III. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ T1 = Ĉ + Ŝ, ÇÄÅ Ĉ É Ŝ { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÅ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. óÁÍÁ ÍÁÔÒÉ�Á T1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÉ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ÎÉ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓ-ÓÁÍÉ áóë�í 1, áóë�í 2, áóë�í 4 É áóë�í 5 �ÕÓÔÏ.äÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ËÌÁÓÓÏÍáóë�í 3. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ T1 = Ĉ + Ŝ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ T1 =L+L⊤, ÇÄÅ L { ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ-�Á ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L2 = 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ n = 2r+1. üÌÅÍÅÎÔÙ × �ÅÒ-×ÙÈ n−r �ÏÚÉ�ÉÑÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù L ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á, ÚÎÁÞÉÔ,�ÅÒ×ÙÅ n− r ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× × Ĉ É Ŝ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ �Ï



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 201ÚÎÁËÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù Ĉ É Ŝ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ, �ÏÓÌÅÄÎÉÅ r ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× × Ĉ É Ŝ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É ÒÁ×ÎÙ �ÏÌÏ×ÉÎÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù L. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅËÔÏÒÙy = 12 (Le1) É x = Ĉe1− y. õÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ y × ×ÉÄÅ y = (0n−r; ŷ)⊤.ðÕÓÔØ 0 = {Ĉ}1;1. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÁÔÒÉ� Ĉ É Ŝ, ÉÍÅÅÍx = ( 0; Prŷ; 0n−r−1 )⊤ ;Ĉe1 = x+ y; Ŝe1 = −x+ y:éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ× x É y ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÅÞÅÔÎÏÍn �ÏÓÌÅÄÎÉÅ r ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ×ÅËÔÏÒÁ x ÎÕÌÅ×ÙÅ; × ×ÅËÔÏÒÅ y ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ�ÅÒ×ÙÅ n− r ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. ÷×ÅÄÅÍ Ä×Å ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅÔÅ�ÌÉ�Å×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù A É B Ó �ÅÒ×ÙÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ x Éy. äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÙÊ ×ÉÄ ÍÁÔÒÉ� A É B:A = 


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗




; B = 


∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗

∗
∗ ∗
∗ ∗ ∗




:�ÏÇÄÁ Ĉ = B +A; Ŝ = B −A:éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� Ĉ É Ŝ ×Ù×ÏÄÉÍ ÄÌÑ ÉÈ �ÅÒ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(B +A)(y + x) = e1; (B −A)(y − x) = e1: (43)ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ(B +A)(y + x) = (B −A)(y − x);ÉÌÉ Ay +Bx = 0:ðÏÓËÏÌØËÕ L { ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ É ÍÁÔÒÉ�Á B ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ É, ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ.



202 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A, B É ×ÅËÔÏÒÙ x, y × ÂÌÏÞÎÏÍ ×ÉÄÅ:A = ( A1 A2A⊤2 A1 ) ; B = ( 0(n−r)×(n−r) B1B⊤1 0r×r ) ;x = ( x̂0r ) ; y = ( 0n−rŷ ) :úÄÅÓØ A2 { ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. éÚ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ Ay +Bx = 0 ×Ù×ÏÄÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ
{ A2ŷ = 0;A1ŷ +B⊤1 x̂ = 0:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ B1 = 0, ÏÔËÕÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ B = 0. ðÕÓÔØq = rank A2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Â2 ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ q × q-�ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ,ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÕÀ × ÌÅ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÂÌÏËÁ A2. ÷×ÅÄÅÍ q-ÍÅÒÎÙÅ ×ÅË-ÔÏÒÙ x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., ym, ÇÄÅ m = [n=q℄, É, ÅÓÌÉ p = n−qm 6= 0,ÔÏ ÅÝÅ É ×ÅËÔÏÒÙ v1 É v2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p, ÔÁËÉÅ ÞÔÏx̂ = 


x1x2...xmv1


; ŷ = 



y1y2...ymv2


:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ y1 = y2 = : : : = ym = 0 É v2 = 0.÷Ù�ÉÛÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ:




∗ Â2
∗ ∗ Â2
∗ ∗ ∗ Â2... ... ... ... . . . 



y1y2y3... 
+



B̂1B̂2 B̂1B̂3 B̂2 B̂1... ... ... . . . 





x1x2x3... 
 = 0:ëÁÖÄÙÊ ÂÌÏË B̂j , j = 1; 2; : : : ; ÅÓÔØ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á Ó �ÅÒ×ÙÍ ÓÔÏÌÂ-�ÏÍ yj .÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù Â2 �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÄÁÅÔ y1 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ B̂1 { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�ÁÓ �ÅÒ×ÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ y1, ÔÏ B̂1 = 0. óÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ�ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù Â2, ×Ù×ÏÄÉÍ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ q ÓÔÒÏË ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÞÔÏy2 = 0. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù B̂2 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á �ÏÔÏÍÕ B̂2 = 0.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 203ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ y1 = y2 = : : : = yl−1 = 0. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ yl = 0. �ÁË ËÁË y1 = y2 = : : : = yl−1 = 0, ÔÏ �ÅÒ×ÙÅ (l − 1)qÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù B⊤1 ÎÕÌÅ×ÙÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÏËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ (l − 2)q + 1, (l − 2)q + 2, ..., (l − 1)q. ÷ ÍÁÔÒÉ-�Å B⊤1 ÓÔÒÏËÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÎÕÌÅ×ÙÅ, Á �ÏÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÜÔÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ Õ�ÒÏÝÁÀÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ A1ŷ = 0. ÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑy1 = y2 = : : : = yl−1 = 0 ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ Â2yl = 0, Á �ÏÔÏÍÕ yl = 0. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ �ÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ y1 = y2 = : : : = ym = 0. �Å�ÅÒØ ÄÌÑ v2 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ A3v2 = 0, ÇÄÅ A3 { ×ÅÄÕÝÁÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ p × ÍÁÔÒÉ�Å Â2.üÔÁ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÔÁËÖÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, Á �ÏÔÏÍÕ v2 = 0. éÔÁË, y = 0.ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á B, × ËÏ-ÔÏÒÏÊ y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó B ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÍÁÔÒÉ�Á L,ËÏÔÏÒÁÑ, �Ï ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. üÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍáóë�í3 �ÕÓÔÏ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ n = 2r. üÌÅÍÅÎÔÙ × �ÅÒ×ÙÈ r �ÏÚÉ�ÉÑÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ-�Á ÍÁÔÒÉ�Ù L ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, �ÅÒ×ÙÅ r ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï× × Ĉ É Ŝ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù Ĉ É Ŝ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙ, �ÏÓÌÅÄÎÉÅ r−1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× × Ĉ É Ŝ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔÉ ÒÁ×ÎÙ �ÏÌÏ×ÉÎÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁ-ÔÒÉ�Ù L; {Ŝ}r+1;1 = 0.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÒÉ n-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ x; y É u �Ï �ÒÁ×ÉÌÕyj = {0; j = 1; : : : ; r + 1;12{Le1}j ; j = r + 2; : : : ; n; uj = {
{Le1}r+1; j = r + 1;0; j 6= r + 1;É x = Ĉe1− y− u. ÷×ÅÄÅÍ ÔÒÉ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÅ�ÌÉ-�Å×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù A;B É R Ó �ÅÒ×ÙÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ x; y É u.äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÙÊ ×ÉÄ ÍÁÔÒÉ� A;B É R:A = 



∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗




; B = 


∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗




;
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R = 



∗
∗

∗
∗

∗
∗

∗
∗




:�ÏÇÄÁ Ĉ = B +A+R; Ŝ = B −A:éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� Ĉ É Ŝ ×Ù×ÏÄÉÍ ÄÌÑ ÉÈ �ÅÒ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(B +A+R)(y + x+ u) = e1; (B −A)(y − x) = e1:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ(B +A+R)(y + x+ u) = (B −A)(y − x);ÉÌÉ 2Ay + 2Bx+Bu+Au+Ry +Rx+Ru = 0:òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÄÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ {Ay}1 = {Bx}1 = {Bu}1 = {Au}1 = {Ry}1 = {Rx}1 = 0. ðÒÉ-ÈÏÄÉÍ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ {Ru}1 = 0, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R = 0 É u = 0.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� Ĉ É Ŝ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ×ÉÄ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÑ, ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 3 �ÕÓÔÏ.éÓÓÌÅÄÕÅÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 6. íÁÔÒÉ�Á T1 �ÁÒÙ (T1,T3) ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍT1 = C − 12 [C + SCS℄ ; T1 = �(Ĉ + Ŝ):úÄÅÓØ Ĉ É Ŝ { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ, S { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, C {�ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó �ÏÄÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ S, É n { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 1,ÍÁÔÒÉ�Á C+SCS ÅÓÔØ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏC = �Ĉ É, ÚÎÁÞÉÔ, C2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. ðÏÌÏÖÉÍS = L− L⊤;



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 205ÇÄÅ L { ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á; ÔÏÇÄÁC = 0In + L+ L⊤:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 0 = 0. �ÁË ËÁË S { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏL2 − LL⊤ − L⊤L+ (L⊤
)2 = In; (44)ÉÌÉ LL⊤ + L⊤L = L2 + (L⊤
)2 − In: (45)õÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ C2 { ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÄÁÅÔ20In + 20L+ 20L⊤ + L2 + LL⊤ + L⊤L+ (L⊤

)2 = �In; (46)ÉÌÉ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (45),20In + 20L+ 20L⊤ + 2L2 + 2 (L⊤
)2 = (� + 1)In;ÉÌÉ 20In + 2L(0In + L) + 2L⊤(0In + L⊤) = (� + 1)In:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ L(0In + L) = 0. åÓÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ 0 6= 0, ÔÏL = 0. ðÏÜÔÏÍÕ 0 = 0. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (44) É (46) �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ×ÉÄ

{ L2 − LL⊤ − L⊤L+ (L⊤
)2 = In;L2 + LL⊤ + L⊤L+ (L⊤
)2 = �In:óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÉÈ, �ÏÌÕÞÁÅÍ2L2 + 2 (L⊤

)2 = (� + 1)In:�ÅÍ ÓÁÍÙÍ L2 = 0. ðÕÓÔØ n = 2k. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ z ËÁË ×ÅËÔÏÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÉ n−1, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ �ÏÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ-�Á ÍÁÔÒÉ�Ù L. �ÁË ËÁË S { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ
Pn−1z = z. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ L2 = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ k−1 ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ×ÅË-ÔÏÒÁ z ÎÕÌÅ×ÙÅ, Á × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Pn−1z = z ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ É �ÏÓÌÅÄÎÉÅk − 1 ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S É C { ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁS =  (

−IkIk ) ; C = Æ( IkIk ) :�ÁË ËÁË S { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ  = i. ðÏÜÔÏÍÕC + SCS = Æ [( IkIk )
−

(
−IkIk ) ( IkIk ) (

−IkIk )]
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−

(
−IkIk ) ( Ik

−Ik )]= Æ [( IkIk )
−

( IkIk )] = 0:ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á C + SCS ÄÏÌÖÎÁÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔÁ. úÎÁÞÉÔ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 6 �ÕÓÔÏ.îÁËÏÎÅ�, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÓÏÍ áóë�í 7. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅT1 = � (Z + Z⊤
) ;ÇÄÅ Z { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, �ÒÉÞÅÍ |�| = 1, � 6= ±1, Á ÔÁËÖÅT1 = � (C + S) ;ÇÄÅ C É S { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.éÚ ÜÔÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏZ + Z⊤ = �(C + S); (47)ÇÄÅ � 6= 0.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Z, C É S ÍÏÇÕÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØÄÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÁÍÁ ÍÁÔÒÉ�Á T1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁ-ÌÑÒÎÏÊ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù T1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÔÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (47) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù Z ÞÅÒÅÚ z0, z1, : : :,zn−1, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚ z0, z−1; : : : ; z−(n−1). áÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 0,1; : : : ; n−1, ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚ 0, −1, : : :, −(n−1),Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù S { ÞÅÒÅÚ s0, s1, : : :,sn−1 É s0, s−1, : : :, s−(n−1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÏÌÏÖÉÍ r1 = ⌊n− 12 ⌋ ; r2 = ⌈n− 12 ⌉ :õÓÌÏ×ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ C É ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ S ÉÍÅÀÔ×ÉÄ n−j = j ; j = 1; 2; : : : ; r1; (48)sn−j = −sj ; j = 1; 2; : : : ; r2: (49)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ n { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ sr2 = 0.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 207íÁÔÒÉ�Á Z ÅÓÔØ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ |�| = 1, Á �ÏÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÅÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ZÜÒÍÉÔÏ×Á. ïÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍzn−j = z−(n−j) = �zj ; j = 1; 2; : : : ; n− 1: (50)òÁÓ�ÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (47) ÄÌÑ �ÏÚÉ�ÉÊ (1; k + 1), k = 1; 2, : : :, n− 1:zk + zk = � (k + sk) :ðÏÌÏÖÉ× k = j É k = n− j, j = 1; 2; : : : ; r2, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ
{ zj + zj = � (j + sj) ;zn−j + zn−j = � (n−j + sn−j) ;ËÏÔÏÒÙÅ, × ÓÉÌÕ (48){(50), ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

{ zj + zj = � (j + sj) ;�zj + �zj = � (j − sj) :õÍÎÏÖÁÑ �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ � É ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ �zj − �zj = �� (j + sj)− � (j − sj) ;ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ zj = � [�− 1�− �j + �+ 1�− �sj] :÷Ù�ÏÌÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÉÍÅÅÍzj = � [ 1− �1− �2 j + 1 + �1− �2 sj] ;ÉÌÉ zj = � [ 11 + �j + 11− �sj] : (51)éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (47) ×Ù×ÏÄÉÍz0 = �2 [0 + s0℄ : (52)÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù: U1 É U1 { ÓÔÒÏÇÏ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÒÏË0, 1, 2, : : :, n−1 É 0, n−1, n−2, : : :, 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÍÁÔÒÉ�Ù U2 É U2 ÉÍÅÀÔ × �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 0, s1, s2, : : :, sn−1É 0, sn−1, sn−2, : : :, s1. ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� �ÉÒËÕÌÑÎÔ C É ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ S ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËC = 0In + U1 + U ⊤1 ; S = s0In + U2 − U⊤2 :



208 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷õÓÌÏ×ÉÑ ÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄU1 = U1; U 2 = −U2: (53)ðÏÜÔÏÍÕ C = 0In + U1 + U⊤1 ; S = s0In + U2 + U⊤2 :òÁÓ�ÉÛÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù C É S ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙ:
{ 20In + 20U1 + 20U⊤1 + U21 + (U⊤1 )2 + U1U⊤1 + U⊤1 U1 = In;s20In + 2s0U2 + 2s0U⊤2 + U22 + (U⊤2 )2 + U2U⊤2 + U⊤2 U2 = In:âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ×ÉÄÅ

{ U1U⊤1 + U⊤1 U1 = (1− 20) In − 20U1 − 20U⊤1 − U21 −
(U⊤1 )2 ;U2U⊤2 + U⊤2 U2 = (1− s20) In − 2s0U2 − 2s0U⊤2 − U22 −
(U⊤2 )2 : (54)÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÆÏÒÍÕÌ (51){(53) ÍÁÔÒÉ�Õ Z ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËZ = � [0 + s02 In + 11 + �U1 + �1 + �U ⊤1 + 11− �U2 + �1− �U ⊤2 ] ;ÉÌÉZ = � [0 + s02 In + 11 + �U1 + �1 + �U⊤1 + 11− �U2 − �1− �U⊤2 ] : (55)ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÍ × ÄÁÎÎÏÍ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù Z:(0 + s0)24 In+(0 + s0)1 + � U1+� (0 + s0)1 + � U⊤1 +(0 + s0)1− � U2−� (0 + s0)1− � U⊤2+ 1(1 + �)2U21 + �2(1 + �)2 (U⊤1 )2 + 1(1− �)2U22 + �2(1− �)2 (U⊤2 )2+ �(1 + �)2 (U1U⊤1 + U⊤1 U1) + 11− �2 (U1U2 + U2U1)

− �1− �2 (U1U⊤2 + U⊤2 U1)+ �1− �2 (U⊤1 U2 + U2U⊤1 )

− �21− �2 (U⊤1 U⊤2 + U⊤2 U⊤1 )
− �(1− �)2 (U2U⊤2 + U⊤2 U2) = 1�2 In:



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 209éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (54), �ÏÌÕÞÁÅÍ(0 + s0)1 + � U1 + � (0 + s0)1 + � U⊤1 + (0 + s0)1− � U2 − � (0 + s0)1− � U⊤2+ 1(1 + �)2U21+ �2(1 + �)2 (U⊤1 )2+ 1(1− �)2U22+ �2(1− �)2 (U⊤2 )2
− �(1 + �)2 [20U1 + 20U⊤1 + U21 + (U⊤1 )2]+ 11− �2 (U1U2 + U2U1)− �1− �2 (U1U⊤2 + U⊤2 U1)+ �1− �2 (U⊤1 U2 + U2U⊤1 )

− �21− �2 (U⊤1 U⊤2 + U⊤2 U⊤1 )+ �(1− �)2 [2s0U2 + 2s0U⊤2 + U22 + (U⊤2 )2]= 1�2 In − (0 + s0)24 In − �(1 + �)2 (1− 20) In + �(1− �)2 (1− s20) In:ðÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÉÍÅÅÍ
[(0 + s0)1 + � − 20�(1 + �)2 ]U1 + [� (0 + s0)1 + � − 20�(1 + �)2 ]U⊤1+ 1− �(1 + �)2U21 + �2 − �(1 + �)2 (U⊤1 )2+ [ (0 + s0)1− � + 2s0�(1− �)2 ]U2 − [� (0 + s0)1− � − 2s0�(1− �)2 ]U⊤2+ 1 + �(1− �)2U22 + �2 + �(1− �)2 (U⊤2 )2 + 11− �2 (U1U2 + U2U1)

− �21− �2 (U⊤1 U⊤2 + U⊤2 U⊤1 ) + �1− �2 (U⊤1 U2 + U2U⊤1 − U1U⊤2 − U⊤2 U1)= 1�2 In − (0 + s0)24 In − �(1 + �)2 (1− 20) In + �(1− �)2 (1− s20) In:íÁÔÒÉ�Á U⊤1 U2+U2U⊤1 −U1U⊤2 −U⊤2 U1 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á �ÏÔÏÍÕÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. üÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ1�2 In − (0 + s0)24 In − �(1 + �)2 (1− 20) In + �(1− �)2 (1− s20) In = 0;



210 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ÉÌÉ �2 = 1(0+s0)24 + �(1+�)2 (1− 20)− �(1−�)2 (1− s20) :ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
[(0 + s0)1 + � − 20�(1 + �)2 ]U1 + [� (0 + s0)1 + � − 20�(1 + �)2 ]U⊤1+ 1− �(1 + �)2U21 + �2 − �(1 + �)2 (U⊤1 )2+ [ (0 + s0)1− � + 2s0�(1− �)2 ]U2 − [� (0 + s0)1− � − s0�(1− �)2 ]U⊤2+ 1+ �(1− �)2U22 + �2 + �(1− �)2 (U⊤2 )2+ 11− �2 (U1U2 + U2U1)− �21− �2 (U⊤1 U⊤2 + U⊤2 U⊤1 )= �1− �2 (U1U⊤2 + U⊤2 U1 − U⊤1 U2 − U2U⊤1 ) :íÁÔÒÉ�Á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÁÔÒÉ�Á ×ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M ×ÉÄÁ M = R1 +R⊤2 , ÇÄÅ R1 É R2 { ÓÔÒÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÓÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÉ R1+R⊤2 = −(R1+R⊤2 )⊤ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ R1+R2 =

−(R1 + R2)⊤, ËÏÔÏÒÏÅ, × ÓÉÌÕ ÓÔÒÏÇÏÊ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÓÔÉ R1 É R2,ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ R1 + R2 = 0. üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ
[ (0 + s0)1 + � − 20�(1 + �)2 + � (0 + s0)1 + � − 20�(1 + �)2 ]U1+ [ 1− �(1 + �)2 + �2 − �(1 + �)2 ]U21+ [(0 + s0)1− � + 2s0�(1− �)2 − � (0 + s0)1− � + 2s0�(1− �)2 ]U2+ [ 1 + �(1− �)2 + �2 + �(1− �)2 ]U22 + 2U1U2 = 0;



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 211ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
[(0 + s0)− 40�(1+�)2 ]U1 + (1−�)2(1+�)2U21 + [(0 + s0) + 4s0�(1−�)2 ]U2+ (1+�)2(1−�)2U22 + 2U1U2 = 0: (56)÷×ÅÄÅÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�ÙÛ1 = 1− �1 + �U1; Û2 = 1 + �1− �U2;ÔÏÇÄÁ U1 = 1 + �1− �Û1; U2 = 1− �1 + �Û2:�Å�ÅÒØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (56) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

[(0 + s0)− 40�(1 + �)2 ] 1 + �1− �Û1 + Û21+ [(0 + s0) + 4s0�(1− �)2 ] 1− �1 + �Û2 + Û22 + 2Û1Û2 = 0:ðÏÓÌÅ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
[s0 1 + �1− � + 0 (1 + �)21− �2 − 40�1− �2 ] Û1 + Û21++ [0 1− �1 + � + s0 (1− �)21− �2 + 4s0�1− �2 ] Û2 + Û22 + 2Û1Û2 = 0;ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
[s0(1 + �)2 + 0(1− �)21− �2 ] Û1 + Û21+ [s0(1 + �)2 + 0(1− �)21− �2 ] Û2 + Û22 + 2Û1Û2 = 0:åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ �ÁÒÁÍÅÔÒ� = s0(1 + �)2 + 0(1− �)21− �2 ;ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ�(Û1 + Û2)+ (Û1 + Û2)2 = 0;



212 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ÉÌÉ (�In + Û1 + Û2) (Û1 + Û2) = 0: (57)ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ � 6= 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ�Á �In+Û1+Û2ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, Á �ÏÔÏÍÕ Û1 + Û2 = 0: (58)ïÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍ Û 1 + Û 2 = 0;ÞÔÏ, × ÓÉÌÕ (53), ÄÁÅÔ Û1 − Û2 = 0:÷ÍÅÓÔÅ Ó (58) ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ U1 = U2 = 0, Ô.Å. C É S { ÓËÁÌÑÒÎÙÅÍÁÔÒÉ�Ù, Á ÔÏÇÄÁ (ÓÍ. (55)) Z { ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÎÁÛÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ. úÎÁÞÉÔ, � = 0, Ô.Å.s0 = − (1− �)2(1 + �)2 0; (59)É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (57) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
(Û1 + Û2)2 = 0:éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

{Û1}1j + {Û2}1j = 0; j = 2; 3; : : : ; r1 + 1;ÉÌÉ 1− �1 + �j + 1 + �1− �sj = 0; j = 1; 2; : : : ; r1:ïÔÓÀÄÁ sj = − (1− �)2(1 + �)2 j ; j = 1; 2; : : : ; r1:÷×ÅÄÅÍ �ÁÒÁÍÅÔÒ  = − (1− �)2(1 + �)2 ;ÔÏÇÄÁ sj = j ; j = 0; 1; : : : ; r1: (60)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ n.1) ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ n { ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: n = 2r + 1. ÷×ÅÄÅÍ n-ÍÅÒÎÙÅ×ÅËÔÏÒÙ x É y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ: Á) �ÅÒ×ÙÅ r+1 ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ×ÅËÔÏÒÁ x ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ Ó �ÅÒ×ÙÍÉ r + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á × C, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ; Â) �ÏÓÌÅÄÎÉÅ r ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ×ÅËÔÏÒÁ y ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 213�ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ r ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á × C, Á �ÒÏÞÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙÎÕÌÅ×ÙÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ A É B ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù,�ÅÒ×ÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó x É y. �ÏÇÄÁÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ C = A+B; S = (A−B):îÁÇÌÑÄÎÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁË:A = 


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗




; B = 


∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗

∗
∗ ∗
∗ ∗ ∗




:úÁ�ÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ C É S × ×ÉÄÅ
{ (A+B)(x + y) = e1;(A−B)(x − y) = 12 e1;ÉÌÉ { Ax +By +Ay +Bx = e1;Ax +By −Ay −Bx = 12 e1:÷ÙÞÉÔÁÑ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍAy +Bx = 12 [1− 12 ] e1:ðÒÉÒÁ×ÎÑÅÍ × ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÉÎ-ÄÅËÓÏ×, ËÒÏÍÅ j = 1. �ÏÇÄÁ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÁÎÁÌÉÚÏÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏÍ 3 ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ y = 0 É B = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A { ÓËÁ-ÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÓËÁÌÑÒÎÙ ÍÁÔÒÉ�Ù C, S É Z. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊÍÙ ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉ.2) ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ n { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: n = 2r. �ÏÇÄÁ r1 = r − 1, r2 = r.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍsj = j ; j = 0; 1; : : : ; r − 1:÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ S, sr = 0. åÓÌÉ r = 0, ÔÏ �ÒÏÈÏÄÑÔ ×ÓÅ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ r 6= 0 É sr = 0. ÷×ÅÄÅÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ Ŝ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ŝ = 1S:



214 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù Ŝ ÞÅÒÅÚ ŝ0, ŝ1, : : :, ŝn−1,Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚ ŝ0, ŝ−1, : : :, ŝ−(n−1). �ÏÇÄÁ ÉÚ ÆÏÒ-ÍÕÌ (60) ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ̂sj = j ; j = 0; 1; : : : ; r − 1: (61)÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ Ŝ, ÉÍÅÅÍŝ−j = ŝj ; j = 1; : : : ; r − 1;ŝn−j = −ŝj ; j = 1; : : : ; r − 1: (62)íÁÔÒÉ�Á C ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁ, Á Ŝ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÉÎ×Ï-ÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù: C2 = In; Ŝ2 = 12 In:úÁ�ÉÛÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ × �ÏÚÉ�ÉÑÈ (j; 1), j = 2; : : : ; r:





n∑k=1 k−j−(k−1) = 0;n∑k=1 ŝk−j ŝ−(k−1) = 0;ÉÌÉ, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ C É Ŝ,





n∑k=1 k−jk−1 = 0;n∑k=1 ŝk−j ŝk−1 = 0; j = 2; : : : ; r:òÁÚÂÉ×ÁÑ ÓÕÍÍÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍ





j−1∑k=1 k−jk−1 + r∑k=j k−jk−1 + r−j+1r+ r+j−1∑k=r+2 k−jk−1 + rr+j−1 + n∑k=r+j+1 k−jk−1 = 0;j−1∑k=1 ŝk−j ŝk−1 + r∑k=j ŝk−j ŝk−1 + ŝr−j+1ŝr+ r+j−1∑k=r+2 ŝk−j ŝk−1 + ŝr ŝr+j−1 + n∑k=r+j+1 ŝk−j ŝk−1 = 0;j = 2; : : : ; r:



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 215âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÓÕÍÍÅ ×ÅÒÈÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÓÕÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ ÎÉÖÎÅÇÏ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. óÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÑÑÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ C É Ŝ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ





j−1∑k=1 j−kk−1 + r∑k=j k−jk−1 + r−j+1r+ r+j−1∑k=r+2 k−jk−1 + rr+j−1 + n∑k=r+j+1 k−jk−1 = 0;j−1∑k=1 ŝj−k ŝk−1 + r∑k=j ŝk−j ŝk−1 + ŝr−j+1ŝr+ r+j−1∑k=r+2 ŝk−j ŝk−1 + ŝr ŝr+j−1 + n∑k=r+j+1 ŝk−j ŝk−1 = 0;j = 2; : : : ; r:õÓÌÏ×ÉÑ (61) �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙË ×ÉÄÕj−1∑k=1 j−kk−1 + r∑k=j k−jk−1 + ŝr−j+1ŝr+ r+j−1∑k=r+2 ŝk−j ŝk−1 + ŝr ŝr+j−1+ n∑k=r+j+1 ŝk−j ŝk−1 = 0; j = 2; : : : ; r:ðÏÓËÏÌØËÕ ŝr = 0, ÉÍÅÅÍ





j−1∑k=1 j−kk−1 + r∑k=j k−jk−1 + r−j+1r+ r+j−1∑k=r+2 k−jk−1 + rr+j−1 + n∑k=r+j+1 k−jk−1 = 0;j−1∑k=1 j−kk−1 + r∑k=j k−jk−1+ r+j−1∑k=r+2 ŝk−j ŝk−1 + n∑k=r+j+1 ŝk−j ŝk−1 = 0;j = 2; : : : ; r:õÞÉÔÙ×ÁÑ (48), (61) É (62), ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m > r, ÔÏŝm = −ŝn−m = −n−m = −m;



216 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷r+j−1 = n−(r+j−1) = {n = 2r} = r−j+1;Á �ÒÉ m < r Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ŝm = m. ðÏÌÕÞÁÅÍ




j−1∑k=1 j−kk−1 + r∑k=j k−jk−1 + 2r−j+1r+ r+j−1∑k=r+2 k−jk−1 + n∑k=r+j+1 k−jk−1 = 0;j−1∑k=1 j−kk−1 + r∑k=j k−jk−1
−

r+j−1∑k=r+2 k−jk−1 + n∑k=r+j+1 k−jk−1 = 0; j = 2; : : : ; r:÷ÙÞÉÔÁÑ ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÉÍÅÅÍr−j+1r = −
r+j−1∑k=r+2 k−jk−1; j = 2; : : : ; r;ÉÌÉ, ÔÁË ËÁË r 6= 0,r−j+1 = − 1r r+j−1∑k=r+2 k−jk−1; j = 2; : : : ; r: (63)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÎÄÕË�ÉÀ, �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ m = 0, m = 1; 2; : : : ; r − 1.äÌÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�ÒÉ j = 2: r−1 = − 1r r+1∑k=r+2 k−2k−1 = 0;ÔÁË ËÁË r + 1 < r + 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m = 0 ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÏ× m =m0 ;m0 + 1; : : : ; r − 1, ÇÄÅ m0 > 1 É m0 < r. òÁÓ�ÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (63) ÄÌÑj = r −m0 + 2: m0−1 = − 1r r+r−m0+1∑k=r+2 k−r+m0−2k−1= {ÚÁÍÅÎÁ k = r + p+ 2} = − 1r r−m0−1∑p=0 m0+pr+p+1:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ m0−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÞÉÓÅÌ m0 ,m0+1; : : : ; r−1, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ, �ÏÜÔÏÍÕ m0−1 = 0. éÔÁË, ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ m,



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 217m = 1; 2; : : : ; r − 1, ÎÕÌÅ×ÙÅ. ÷ ÓÉÌÕ (61), ÍÁÔÒÉ�Ù Ŝ É S ÓËÁÌÑÒÎÙÅ.�ÁË ËÁË S { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ s0 6= 0. éÚ (59) ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ0 6= 0. ðÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÍÁÔÒÉ�Õ C ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ× ×ÉÄÅ C = ( 0Ir rIrrIr 0Ir ) ;ÇÄÅ 0 6= 0 É r 6= 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á C ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,C2 = ( 0Ir rIrrIr 0Ir ) ( 0Ir rIrrIr 0Ir ) = ( (20 + 2r)Ir 20rIr20rIr (20 + 2r)Ir ) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÏÂÒÁÎÙ, É × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉËÌÁÓÓÏ× 3 É 7 ÎÅÔ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. �ÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

§7. ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÉÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�.ïÔ �ÁÒÙ (T;H) �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÁÒÅ (T1; T2), ÇÄÅ T1 = T , Á T2 { ÔÅ�ÌÉ�Å-×Á ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å H , Ô.Å. H = T2Pn.îÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ ÜÔÉÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ ÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ. ðÏÌÏÖÉÍ
{T1}km = tm−k; {T2}km = hm−k:ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÁÎÔÉ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄT1T2Pn + T2PnT1 = 0:ðÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ Pn �ÏÌÕÞÁÅÍT1T2 + T2PnT1Pn = 0:íÁÔÒÉ�Á T1, ÂÕÄÕÞÉ �ÅÒÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

PnT1Pn = T⊤1 :éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÅÇÏ, ÎÁÈÏÄÉÍ T1T2 + T2T⊤1 = 0: (64)ðÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (64) ÄÁÓÔ ÎÁÍ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÁÎÔÉËÏÍ-ÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�.7.1. ä×Á ÏÓÏÂÙÈ ÓÌÕÞÁÑ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (64) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ.



218 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷7.1.1. T1 É T2 { �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ: T1 = F ∗nD1Fn; (65)T2 = F ∗nD2Fn; (66)ÇÄÅ D1 = diag (d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ) É D2 = diag(d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) {ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ T⊤1 = F ∗nD̂1Fn; (67)ÇÄÅ D̂1 = diag(d(1)1 ; d(1)n ; d(1)n−1; : : : ; d(1)2 ) (ÓÍ. [3℄). ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÊ (65), (66) É (67) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� T1, T2 É T⊤1 × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (64) �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀF ∗nD1FnF ∗nD2Fn + F ∗nD2FnF ∗nD̂1Fn = 0;ËÏÔÏÒÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÕD2 (D1 + D̂1) = 0:íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ Ó�ÅËÔÒÙ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ×, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÁÎËÅ-ÌÅ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ. ÷ÓÑËÁÑ �ÁÒÁ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕÕÓÌÏ×ÉÀ, �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÁÒÕ (T;H) ÉÚ ËÌÁÓÓÁ 2.7.1.2. T1 É T2 { ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ T1 É T2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÓÙÍÉ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ: T1 = G−1F ∗nD1FnG∗
−1; (68)T2 = G−1F ∗nD2FnG∗
−1; (69)ÇÄÅ D1 = diag (d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ) É D2 = diag(d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) {ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ T⊤1 = G−1F ∗nD̃1FnG∗
−1; (70)ÇÄÅ D̃1 = diag(d(1)2 ; d(1)1 ; d(1)n ; d(1)n−1; : : : ; d(1)3 ) (ÓÍ. [3℄).ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (68), (69) É (70) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� T1, T2 É T⊤1 ×ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (64) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀG−1F ∗nD1FnG∗

−1G−1F ∗nD2FnG∗
−1+G−1F ∗nD2FnG∗

−1G−1F ∗nD̃1FnG∗
−1 = 0;



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 219ÉÌÉ, �ÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ, D2 (D1 + D̃1) = 0:üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ Ó�ÅËÔÒÙ ËÏÓÙÈ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ×, ÏÄÉÎ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ. ÷ÓÑËÁÑ �ÁÒÁ ËÏÓÙÈ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ×,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÁÒÕ (T;H) ÉÚ ËÌÁÓÓÁ 3.7.2. ïÓÎÏ×ÎÏÊ �ÏÄÈÏÄ. ï�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ × ÒÅÛÅÎÉÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (64). éÚÕÞÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÌÉÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 ÉÍÅÅÍ T2 = 0. åÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÁ ÍÁ-ÔÒÉ�Á T2, ÔÏ T1 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. ðÏÌÕÞÁÅÍ�ÁÒÙ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ 1.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ.÷ÓÑËÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×É-ÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�. úÁ�ÉÛÅÍ ÔÁËÉÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T1 = A1 +B1 (71)É T2 = A2 +B2 (72)ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2. ÷ÓÀÄÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ \A" ÕËÁÚÙ-×ÁÅÔ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÍÁÔÒÉ�Ù, Á \B" { ÎÁ ËÏÓÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ. îÉÖÎÉÊÉÎÄÅËÓ, ÒÁ×ÎÙÊ ÅÄÉÎÉ�Å ÉÌÉ Ä×ÏÊËÅ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ÔÅ-�ÌÉ�Å×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÌÉ Ë ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ.ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (71) É (72) × (64) ÄÁÅÔ(A1 +B1) (A2 +B2) + (A2 +B2) (A1 −B1) = 0: (73)ðÏÓÌÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ(A1 +B1) (A2 −B2) + (A2 −B2) (A1 −B1) = 0: (74)óËÌÁÄÙ×ÁÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ (73) É (74), �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
{ (A1 +B1)A2 +A2 (A1 −B1) = 0;(A1 +B1)B2 + B2 (A1 −B1) = 0: (75)õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ Pn Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á, ÉÍÅÅÍ
{ (A1 −B1)A2 +A2 (A1 +B1) = 0;(A1 −B1)B2 + B2 (A1 +B1) = 0: (76)



220 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷óËÌÁÄÙ×ÁÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ �ÅÒ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ (75) É (76) É ÄÅÌÁÑÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ





A1A2 +A2A1 = 0;A2B1 = B1A2;A1B2 +B2A1 = 0;B1B2 = B2B1: (77)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÉÌÉ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÀ ÍÁÔÒÉ�Ù B1.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ B1 6= 0. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÓÎÏ×Á ×ÙÄÅÌÉÍ Ä×Á �ÏÄÓÌÕ-ÞÁÑ: A2 6= 0 É A2 = 0.1. A2 6= 0. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (77) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ-�Ù B1 É A2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. �ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á B1 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÔÏÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÎÉ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÎÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A2. ðÏÜÔÏÍÕ B1 ÉA2 ÓÕÔØ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ �. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÉ A2, ÉÍÅÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ � = ±1 (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 6), ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ B1 ÉA2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ ÉÌÉ ËÏÓÙÍÉ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ.åÓÌÉB1 { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ, × ÓÉÌÕ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (77),B2 { ÔÁËÖÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ A2 { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (77) É ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÍÁÔÒÉ�Á A1 { �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T1 É T2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ, É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍË ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.åÓÌÉ B1 { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ, × ÓÉÌÕ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ (77), B2 { ÔÁËÖÅ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ A2 { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ, ÔÏ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (77) É ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÉ ÍÁÔÒÉ�Á A1 { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ T1 É T2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÓÙÍÉ�ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ, É ÍÙ Ï�ÑÔØ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.2. A2 = 0. �ÁË ËÁË T2 6= 0, ÔÏ B2 6= 0. þÅÔ×ÅÒÔÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ (77) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù B1 É B2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. îÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ B1 6= 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Á B1 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÎÉ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÎÉ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÉÂÏ B1É B2 ÓÕÔØ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ �, ÌÉÂÏ B2 = B1.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ B1 É B2 ÓÕÔØ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÁB1 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ×Ù×ÏÄÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ � = ±1, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ B1 ÉB2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÌÉÂÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ, ÌÉÂÏ ËÏÓÙÍÉ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔÁÍÉ.ðÕÓÔØ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù B1 É B2 ÓÕÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. åÓÌÉ A1 = 0, ÔÏ T1É T2 { �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, É ÍÙ �ÒÉÛÌÉ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 221÷ ÓÌÕÞÁÅ A1 6= 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÔØÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (77). ðÏÌÏ-ÖÉÍ B2 = C2, A1 = C̃+S̃, ÇÄÅ C̃ É S̃ ÓÕÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ
(C̃ + S̃)C2 + C2 (C̃ + S̃) = 0;ÉÌÉ C2S̃ − S̃C⊤2 = −2C̃C2:éÚ ÌÅÍÍÙ 11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S̃ = 0 É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ. óÎÏ×Á �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù B1 É B2 ÓÕÔØ ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. åÓÌÉA1 = 0, ÔÏ T1 É T2 { ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, É ÍÙ Ï�ÑÔØ �ÒÉÛÌÉ Ë ÕÖÅÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.÷ ÓÌÕÞÁÅ A1 6= 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÔØÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (77). ðÏÌÏ-ÖÉÍ B2 = S2, A1 = C̃+S̃, ÇÄÅ C̃ É S̃ ÓÕÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ
(C̃ + S̃)S2 + S2 (C̃ + S̃) = 0;ÉÌÉ S2C̃ − C̃S⊤2 = −2S̃S2: (78)ë ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÅÍÍÁ 12.ðÅÒ×ÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, �ÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÏÊ, ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï C̃ = 0, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÓÕÔØ ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔÙ. óÎÏ×Á �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ.÷ÔÏÒÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ n { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÁÍÁÔÒÉ�Á S2 { ÜÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎ-ÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ S2 ÅÓÔØ�ÒÏÓÔÏ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. éÚ (78) ×Ù×ÏÄÉÍS̃ = −12 C̃ − 12S2C̃S2:ðÕÓÔØ B1 = S1 { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. �ÏÇÄÁT1 = A1 +B1 = C̃ + S̃ + S1= C̃ − 12 C̃ − 12S2C̃S2 + S1 = 12 (C̃ − S2C̃S2)+ S1;H = T2Pn = S2Pn:



222 è. ä. éëPáíï÷, ÷. î. þõçõîï÷ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÁÒÕ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ 4, × ËÏÔÏÒÏÊ S = S2.åÓÌÉ B2 = B1, ÔÏ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀA1B1 +B1A1 = 0:�Å�ÅÒØ ËÌÁÓÓÙ 3{5 ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÄÁÀÔ ËÌÁÓÓÙ 5, 6, 7. éÚ ÛÅÓÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÔÅÏÒÅÍÙ 3 �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÄËÌÁÓÓ ËÌÁÓÓÁ 4. îÁËÏÎÅ�, �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ËÌÁÓÓÕÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ 8.ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ B1 = 0. óÉÓÔÅÍÁ (77) Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÚÄÅÓØË ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ { A1A2 +A2A1 = 0;A1B2 + B2A1 = 0:åÓÌÉ B2 6= 0, ÔÏ ÓÎÏ×Á ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. åÓÌÉ A2 = 0,ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÄËÌÁÓÓÙ ËÌÁÓÓÏ× 2{8. ÷ ÓÌÕÞÁÅ A2 6= 0 �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁ-ÄÁÞÅ Ï ÔÒÏÊËÅ (A1; A2; B2). óÏÇÌÁÓÎÏ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÀ, ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ Ä×ÁÓÌÕÞÁÑ, É ÏÂÁ ÂÙÌÉ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ: 1) ÍÁÔÒÉ�Ù A1; A2; B2 { �ÉÒËÕ-ÌÑÎÔÙ, Á ÔÏÇÄÁ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÓÕÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ; 2) ÍÁÔÒÉ�ÙA1; A2; B2 { ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T1 É T2 ÓÕÔØ ËÏÓÙÅ�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ.îÁËÏÎÅ�, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ B1 = B2 = 0. óÉÓÔÅÍÁ (77) ×ÙÒÏÖÄÁ-ÅÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÁÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉ-ÒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� A1A2 +A2A1 = 0:ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ �ÁÒÙ (A1; A2), ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅÉÚ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ× ÉÌÉ ËÏÓÙÈ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍ. �ÒÅÔÉÊ ËÌÁÓÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ(ËÌÁÓÓ 9) ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ É ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. ÷. ÷ÏÅ×ÏÄÉÎ , å. å. �ÙÒÔÙÛÎÉËÏ×, ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ Ó ÔÅ�ÌÉ�Å×Ù-ÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. í., îÁÕËÁ, 1987.2. è. ä. éËÒÁÍÏ×, ÷. î. þÕÇÕÎÏ×, ïÂ ÏÄÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ É ÇÁÎËÅ-ÌÅ×ÙÈ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ×. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 382 (2010), 71{81.3. ÷. î. þÕÇÕÎÏ×, ï ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ T +H-ÚÁÄÁÞÉ. | ö÷í íæ50:4 (2010), 612{617.
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