
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 463, 2017 Ç.è. ä. éËpÁÍÏ×íéîéíáìøîùê é èáòáë�åòéó�éþåóëéêðïìéáîáìé�éþåóëéå íîïçïþìåîùîïòíáìøîïê íá�òéãù1. ðÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÏÒÑÄËÁm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ z É z ×ÉÄÁw = f(z; z) = m
∑k=0(z)kfk(z); (1)ÇÄÅ fk(z) (k = 0; 1; : : : ;m) { ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ z (ÓÍ. [1℄).åÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ fk(z) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÔÏ f(z; z) ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÉÍÅÍ ÔÁËÏÅÕÔÏÞÎÅÎÉÅ: ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fk(z) ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÞÉÓÌÁ m− k. åÓÌÉÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdeg fk(z) = m− k;ÔÏ m ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (1).ðÏÎÑÔÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ í. èÕÔÁÎÅÎÏÍ × Ó×ÑÚÉ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ�ÒÏ�ÅÓÓÏÍ ìÁÎ�ÏÛÁ (ÓÍ. [2℄). ëÒÁÔËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÄÁ-ÎÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ, Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ�ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ××ÏÄÉÔÓÑ × ÔÒÅÔØÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÔÏÍ, ËÁËÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÚÕÍÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï-ÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A. îÁÛÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �Ï ÜÔÏ-ÍÕ �Ï×ÏÄÕ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.2. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÍÁÔÒÉ�Õ A ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØv;Av;A∗v;A2v;AA∗v; (A∗)2v;A3v;A2A∗v;A(A∗)2v; (A∗)3v; : : : : (2)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓìÁÎ�ÏÛÁ. 154



íéîéíáìøîùê é èáòáë�åòéó�éþåóëéê íîïçïþìåîù 155õÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÄ-ÎÏÞÌÅÎÏ× (ÍÏÎÏÍÏ×) ÏÔ Ä×ÕÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓËÁÖÅÍ, sÉ t. ëÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄuk =Wk(A;A∗)v;ÇÄÅ Wk(s; t) { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÏÔ s É t. �ÁË, ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊÞÌÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍ s É t, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ { ÏÄÎÏ-ÞÌÅÎÁÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ s2; st É t2, É Ô.Ä. óÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× × �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅ ÕÂÙ×ÁÀÔ, É ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ×,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ m, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ m-Í ÓÌÏÅÍ ÜÔÏÊ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m+ 1 ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁA�(A∗)�v; �+ � = m: (3)ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
Lm(A; v) = span{W (A;A∗)v | ÓÔÅ�ÅÎØ W 6 m}ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ m-Í ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ëÒÙÌÏ×Á. òÁÚ-ÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Lm É Lm−1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚwm É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÉÒÉÎÏÊ m-ÇÏ ÓÌÏÑ.ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ìÁÎ�ÏÛÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2). ï�ÉÛÅÍ ÅÇÏ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v = v1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÛÁÇÁÈ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v1,v2; : : : ; vk, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞ-ËÉ Mk �ÅÒ×ÙÈ pk ×ÅËÔÏÒÏ× u1; : : : ; upk �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2). åÓÌÉÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ×ÅËÔÏÒ upk+1 ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ, ÔÏ Ï�ÕÝÅÎÎÙÊÉÚ ÎÅÇÏ ÎÁ Mk �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ �ÏÓÌÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÅËÔÏ-ÒÏÍ vk+1. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÙÔÁÅÍÓÑ ÎÁÊÔÉ vk+1, ÎÏÒÍÉÒÕÑ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ, Ï�ÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ upk+2, É Ô.Ä.íÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ m-ÇÏ ÓÌÏÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÍÕ ËÒÙÌÏ×ÓËÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Lm−1, �ÒÉÞÅÍ dimLm−1 < n. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Lm−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÍÁÔÒÉ� A É A∗. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÕ ÍÁÌÏ×ÅÒÏÑÔÎÕÀ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ v1; v2; : : : ; vn ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Cn. üÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ vi ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ìÁÎ�ÏÛÁ.ï�ÉÓÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÒÏÄÎÑÝÉÍÉÅÇÏ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ìÁÎ�ÏÛÁ:



156 è. ä. éëPáíï÷1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x ∈ Lm Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ×ËÌÀÞÅÎÉÑAx ∈ Lm+1; A∗x ∈ Lm+1:2. åÓÌÉ vl ∈ Lm \ Lm−1 (m > 2), ÔÏAvl ⊥ Li; A∗vl ⊥ Li (i 6 m− 2):3. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ �sitj (� 6= 0) �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊÏÄÎÏÞÌÅÎ �zizj : (4)õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ z ËÁË �ÅÒ×ÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ �1zi1zj1É �2zi2zj2 { Ä×Á �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ (�1; �2 6= 0), ÔÏ �ÒÉi1 + j1 > i2 + j2 ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ�1zi1zj1 > �2zi2zj2 : (5)åÓÌÉ ÖÅ i1 + j1 = i2 + j2 É i1 > i2, ÔÏ Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ (5).óÔÅ�ÅÎØÀ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ (4) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ i+ j.õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ �ÏÚ×Ï-ÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.ðÕÓÔØ A { ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ n×n-ÍÁÔÒÉ�Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ In; A;A∗; A2; AA∗; (A∗)2; A3; : : : :îÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, × ËÏÔÏ-ÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Ô.Å.p
∑i=0 q

∑j=0 �ijAi(A∗)j = 0 (6)É ÎÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ij ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. íÙ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ (6) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎp
∑i=0 q

∑j=0 �ijzizjÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ A. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÅÅ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ



íéîéíáìøîùê é èáòáë�åòéó�éþåóëéê íîïçïþìåîù 157ÍÎÏÇÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÏÔÒÅÂÕÅÍ �ÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒ-ÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÂÙÌ ÎÅ ÓÔÁÒÛÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁÌÀÂÏÇÏ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ É ÞÔÏÂÙ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ ÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å (ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ �ÏÌÉÁ-ÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ). üÔÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ�ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÕÖÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A1 É A2 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÊ �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.4. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ �ÕÞÏËsA− tA∗: (7)þÔÏÂÙ ÜÔÏÔ �ÕÞÏË ÎÅ ÂÙÌ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ, �ÏÔÒÅÂÕÅÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏ-ÓÔÉ ÏÔ ÍÁÔÒÉ�Ù A. �ÁËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ï�ÒÁ×ÄÁÎÏ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÉ-ÞÉÎÁÍ. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ìÁÎ�ÏÛÁ { ÂÙÔØÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ax = b. äÌÑÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÒÉ�Á A ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. åÓÌÉ ÖÅ A ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ Ó×ÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏ-ÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÍÏÖÎÏ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓÑÄÒÁ N ÍÁÔÒÉ�Ù A (ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÏÄÎÏ ÑÄÒÏÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A∗), Á ÚÁÔÅÍ ÓÕÚÉÔØ A ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ N⊥. ïÂÁÜÔÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒ, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (�ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ, �ÒÏ�ÅÓÓ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ, É Ô.Ä.). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ �ÒÏ�Å-ÄÕÒÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ É ÉÚ×ÌÅ-ÞÅÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.ó �ÕÞËÏÍ (7) ÍÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØf(s; t) = det(sA− tA∗) = n
∑i=o aisn−iti: (8)üÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ s É t ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÇÄÅ n { �ÏÒÑÄÏË ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A. åÓÌÉ A �ÒÅÔÅÒ�Å×ÁÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÏÄÏÂÉÅA → B = Q∗AQ; Q∗Q = In;ÔÏ A∗ → Q∗A∗Q = B∗É det(sB − tB∗) = detQ∗ det(sA− tA∗) detQ = det(sA− tA∗);



158 è. ä. éëPáíï÷Ô.Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(s; t) ÅÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ �ÏÄÏÂÉÊ, ÓÏ×ÅÒÛÁÅ-ÍÙÈ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A (É �ÕÞËÏÍ (7)).ðÏÄÅÌÉÍ ÓÒÅÄÎÀÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔÉ × (8) ÎÁ sn É �ÏÌÏÖÉÍ� = ts :ðÏÌÕÞÉÍ det(A− �A∗) = n
∑i=o ai�i:�Å�ÅÒØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ detA∗ = detA:det ((A∗)−1A− �In) = n

∑i=o i�i: (9)úÄÅÓØ i = aidetA∗
; i = 0; 1; : : : ; n:íÁÔÒÉ�Õ C = (A∗)−1AÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏË×ÁÄÒÁÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ n

∑i=o i�iÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù C. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅçÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÜÌÉ, n
∑i=o iCi = 0:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏË×ÁÄÒÁÔÁ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞ-ÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ� A É A∗, ÉÍÅÅÍn

∑i=o iAi(A∗)−i = 0:ðÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ (A∗)n ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍn
∑i=o iAi(A∗)n−i = 0: (10)üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÙ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ ÔÁË: �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ n

∑i=o izizn−i (11)



íéîéíáìøîùê é èáòáë�åòéó�éþåóëéê íîïçïþìåîù 159ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ A. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÅ-ÏÒÅÍÕ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ ÄÌÑ �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. åÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÚ×ÁÔØ (11) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ �ÏÌÉÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÉ×ÙÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÎÎÕÌÉ-ÒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ÞÅÓËÉÊ, { ÕÔÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎg(z; z) = zz − 1 = |z|2 − 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÓËÁ-ÌÑÒÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. åÓÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ�ÏÌÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(z; z) ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù U ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ g(z; z), ÔÏ f ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �1 = ei�1 ; : : : ; �n = ei�n ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù U (××ÉÄÕ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÎÅ ×ÓÅÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÙ). ÷ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù UÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(z; z) ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔÓÑ ËÁËf(z; z) = (z�1 − z�1) · · · (z�n − z�n):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÕÌÉ f(z) ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÌÉÛØ ÎÁ �ÒÑÍÙÈ, ÎÁËÌÏ-ÎÅÎÎÙÈ Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ �ÏÄ ÕÇÌÁÍÉ −�j (j = 1; 2; : : : ; n).ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. M. B. Balk, M. F. Zuev, On polyanalyti funtions. | Russ. Math. Surveys 25(1970), 201{223.2. M. Huhtanen, Orthogonal polyanalyti polynomials and normal matries. | Math.Comp. 72 (2002), 355{373.3. L. Elsner, Kh. D. Ikramov, On a ondensed form for normal matries under �nitesequenes of elementary unitary similarities. | Linear Algebra Appl. 254 (1997),79{98.Ikramov Kh. D. The minimal and harateristi polyanalyti polynomi-als of a normal matrix.The onept of the minimal polyanalyti polynomial was introduedby M. Huhtanen in onnetion with the generalized Lanzos proess asapplied to a normal matrix. The paper disusses the possibility of �ndingan equivalent of the harateristi polynomial in the set of polyanalytipolynomials. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 15 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2017 Ç.íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔìÅÎÉÎÓËÉÅ ÇÏÒÙ,119991 íÏÓË×Á, òÏÓÓÉÑE-mail : ikramov�s.msu.su


