
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 463, 2017 Ç.á. çÕÔÅÒÍÁÎ, ç. óÏÁÒÅÛäå�åòíéîáî�îùê ïâòáú ðòïéú÷åäåîéêíá�òéã
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØMn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ n×n ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� É Un ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÕ��Õ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ n×n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ-�Ù A;C ∈ Mn É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �1; : : : ; �n É 1; : : : ; nÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ Sn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ�ÏÒÑÄËÁ n. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �-ÔÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:z� = n

∏i=1 (�i − �(i)); � ∈ Sn:íÁÒËÕÓ [20℄ É, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, ÄÅ ïÌÉ×ÅÊÒÁ [23℄ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉA;C ∈ Mn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ-ÍÉ �1; : : : ; �n É 1; : : : ; n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ det(A−C) ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �-ÔÏÞÅË, Ô.Å.det(A− C) ∈ Co {z� : � ∈ Sn} : (1)üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ËÁË ÇÉ�ÏÔÅÚÁ íÁÒËÕÓÁ{ïÌÉ×ÅÊÒÙ, ÂÙÌÁ�ÒÏ×ÅÒÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÑÄÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ÓÍ. ÒÁÂÏÔÙ [4, 8, 16,19, 22℄ É ÉÈ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ. ïÔÄÅÌØÎÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ï�ÒÏÓ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ n = 4: ÷Ó×ÑÚÉ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ×Ï-�ÒÏÓ Ï�ÉÓÁÎÉÑ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÍÁÔÒÉ�Ù. âÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ,ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òîæÎÏÍÅÒ 17-11-01124. òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ �ÏÒÔÕ-ÇÁÌØÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ × ÒÁÍËÁÈ �ÒÏÅËÔÁUID/MAT/00013/2013. 94



äå�åòíéîáî�îùê ïâòáú ðòïéú÷åäåîéê íá�òéã 95ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. äÌÑ ÍÁÔÒÉ� A;C ∈Mn, C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚÍÁÔÒÉ�Ù A Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:DC(A) = {det(A− UCU∗) : U ∈ Un}: (2)îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ �-ÔÏÞËÉ z� �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕ ÍÁÔÒÉ�Ù A. úÎÁÞÉÔ ÇÉ�ÏÔÅÚÁíÁÒËÕÓÁ{ïÌÉ×ÅÊÒÙ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÂÏ-ÌÅÅ ÏÂÝÅÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ: �ÕÓÔØ A;C ∈ Mn { ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ �1; : : : ; �n É 1; : : : ; n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; ×ÅÒÎÏ ÌÉ,ÞÔÏ DC(A) ⊆ Co {z� : � ∈ Sn}? (3)èÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÄÌÑ n × n ÜÒÍÉÔÏ×ÙÈÍÁÔÒÉ� A É C ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ æÉÄÌÅÒÏÍ [9℄, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÔÏÞ-ËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �-ÔÏÞËÉ DC(A), É × (3)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.÷ÁÒÉÁ�ÉÑ �ÏÎÑÔÉÑ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁ-ÍÅÎÉÔØ det(·) ÎÁ Tr (·) É ÒÁÚÎÏÓÔØ A−UCU∗ { ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ AUCU∗.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ C-ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ××ÅÄÅÎ çÏÌØÄÂÅÒÇÏÍ É ûÔÒÁÕÓÏÍ × [11℄ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÍ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÏÍ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉ� É Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ [18℄ É ÅÅÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ C ∈ Mn { ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á,ÔÏÇÄÁ C-ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈Mn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: WC(A) = {Tr (AUCU∗) : U ∈ Un} : (4)íÎÏÖÅÓÔ×ÏWC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ É Ó×ÑÚÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
C. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ WA(C) =WC(A) É ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ �ÒÉ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ �ÏÄÏÂÉÑ Ë ÍÁÔÒÉ�ÁÍ A É C,Ô.Å. WC(A) =WV CV ∗(UAU∗) ÄÌÑ ×ÓÅÈ U; V ∈ Un.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A;C ∈Mn, Ó�ÅËÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ { �1; : : : ; �nÉ 1; : : : ; n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ Sn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ ÎÁn ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. �ÏÞËÉ z� = n

∑i=1 �i�(i); � ∈ Sn;



96 á. çõ�åòíáî, ç. óïáòåûÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �-ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á WC(A).îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ íÁÒËÕÓÁ{ïÌÉ×ÅÊÒÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ WC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÅÎÎÙÍ. äÌÑ ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A É C ∈ Mn ×ËÌÀÞÅÎÉÅ WC(A) × ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕÓ×ÏÉÈ �-ÔÏÞÅË z�, � ∈ Sn ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ × [23℄. ïÄÎÁËÏ ËÁË ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÇÉ-�ÏÔÅÚÁ íÁÒËÕÓÁ{ïÌÉ×ÅÊÒÙ, ÔÁË É ×Ï�ÒÏÓ Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ(3) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ.åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á C ÜÒÍÉÔÏ×Á É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ�ÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÒÁÎÇÁ 1, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï WC(A) ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÉÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÁÔÒÉ�Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ A ∈Mn. þÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A { ÜÔÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ:W (A) = {x∗Ax : x ∈ C
n; x∗x = 1}:üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÏÇÄÁ ÅÝÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA, ÓÍ. [15, çÌÁ×Á 1℄, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÏ×ÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á W (A). íÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï W (A) ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ �Å�ÌÉ�Á-èÁÕÓÄÏÒÆÁ [13, 24℄ÏÎÏ ×Ù�ÕËÌÏÅ. äÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. W (U∗AU) = W (A) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù U ∈ Un.îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ W (A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ó�ÅËÔÒÍÁÔÒÉ�Ù A, Á ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÔÏW (A) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. íÎÏÖÅÓÔ×ÏW (A) �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ.íÕÒÎÁÇÁÎ [21℄ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�.�ÅÏÒÅÍÁ 1.6 (�ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ÄÌÑ W (A)). ðÕÓÔØA ∈ M2. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W (A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÉÓËÏÍ,×ÏÚÍÏÖÎÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ �1 É �2 É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÏÓØÀ ÄÌÉ-ÎÙ √

‖A‖22 − |�1|2 − |�2|2; ÇÄÅ ‖A‖2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÒÍÕ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A ∈ Mn, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ËÁË ‖A‖2 = √Tr (A∗A):þÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÁÔÒÉ�Ù É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ �ÒÉ-ÌÏÖÅÎÉÑ × �ÅÌÏÍ ÒÑÄÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ×ÁÖÎÙÈ ÄÌÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ É �ÒÉ-ËÌÁÄÎÙÈ ÎÁÕË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ,ÓÍ. [10℄.ðÕÓÔØ A;B ∈Mn: éÚ×ÅÓÔÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ó�ÅËÔÒÁ,Á ÉÍÅÎÎÏ, spe (AB) = spe (BA) [14, ÔÅÏÒÅÍÁ 1.3.20℄; ÚÄÅÓØ spe (A)



äå�åòíéîáî�îùê ïâòáú ðòïéú÷åäåîéê íá�òéã 97ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ó�ÅËÔÒ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A ∈ Mn. ûÅÎØ, ëÏ É îÁËÁÚÁÔÏ [7℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, ËÏÇÄÁËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ C-ÞÉÓÌÏ-×ÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, Ô.Å. ÉÚÕÞÁÌÉ ËÌÁÓÓÙ ÍÁÔÒÉ�, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ WC(AB) =WC(BA). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ C-ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÍÁÔÒÉ�.äÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 ÓÏÂÒÁÎÙ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. §3�ÏÓ×ÑÝÅÎ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÉÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ DC(RS) = DC(S R),ÇÄÅ R É S { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. ÷ §4 ÍÙ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÉÓÓÌÅ-ÄÕÅÍ 2 × 2 ÓÌÕÞÁÊ. ÷ §5 ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Ù ÉÌÉ ËÏÎÔÉÎÕÁÎÔÎÙÅÍÁÔÒÉ�Ù R É S, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ DC(RS) = DC(S R) ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈Mn.
§2. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ diag (�1; : : : ; �n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕÒÁÚÍÅÒÁ n × n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �1; : : : ; �n ∈ C ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×DC(A) É WC(A), ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÕÓÔÒÏÅÎ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1 ([4℄). ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù A É C ∈Mn ÉÍÅÀÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ �1; : : : ; �n É 1; : : : ; n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÎÏ. �ÏÇÄÁ(i) DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ É Ó×ÑÚÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ;(ii) DC(A) = (−1)nDA(C);(iii) DV ∗ C V (U∗AU) = DC(A) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� U; V ∈Un;(iv) ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A É C Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ, ÔÏ DC(A) =Ddiag (1;:::;n)(diag (�1; : : : ; �n));(v) z� ∈ DC(A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) �ÁË ËÁË ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á Un Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÊÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ É ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ Un × C, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ U 7→det(A− UCU∗), ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ (i) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï.(ii) É (iii) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2).(iv) îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A É C, × ÓÉÌÕ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ [14,ÔÅÏÒÅÍÁ 2.5.4℄, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, Á



98 á. çõ�åòíáî, ç. óïáòåûÚÎÁÞÉÔ, A=U∗diag (�1; : : : ; �n)U É C = V ∗diag (1; : : : ; n)V ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉ� U; V ∈ Un. �ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ (iii),DC(A) = DV diag (1;:::;n)V ∗(U diag (�1; : : : ; �n)U∗)= Ddiag (1;:::;n)(diag (�1; : : : ; �n)):(v) ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÕÒÁ Ï ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ [14, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3.1℄,ÍÁÔÒÉ�Ù A É C ÕÎÉÔÁÒÎÏ �ÏÄÏÂÎÙ ×ÅÒÈÎÅ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ TAÉ TC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞØÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÁÔÒÉ� A É C, ÚÎÁÞÉÔ, A = U∗ TAU É C = V ∗ TC V ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉ� U; V ∈ Un. �ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ (iv), ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A = TA É C = TC . ðÕÓÔØ � ∈ Sn. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚP� ÍÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó �. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ P T� P� = In É z� = det(A− P� C P T� );ÔÏ ÅÓÔØ (v) ÄÏËÁÚÁÎÏ. �óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÏÂÙÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÜÌÌÉ�ÔÉ-ÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ÄÌÑ C-ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, ÄÁÅÔ �ÏÌÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ 2 × 2 ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ C ∈M2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏËÁÚÁÎ çÏÌØÄÂÅÒÇÏÍ É ûÔÒÁÕÓÏÍ × [11℄, É ÏÎ ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.2 (�ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ÄÌÑWC(A) ([11, ÌÅÍ-ÍÁ 2℄)). äÌÑ A ∈ M2 É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈ M2 ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏWC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÉÓËÏÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÓÆÏËÕÓÁÍÉ �11 + �22 É �12 + �21 É ÍÁÌÏÊ ÏÓØÀ ÄÌÉÎÙ
|1 − 2|√‖A‖22 − |�1|2 − |�2|2:îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á DC(A) ÏÞÅÎØ ÎÅÔÒÉ×É-ÁÌØÎÁ, × 2× 2 ÓÌÕÞÁÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.3 (�ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ÄÌÑ DC(A), ÓÌÕÞÁÊÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ([1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1℄)). ðÕÓÔØ A ∈ M2 ÉÍÅÅÔ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1; �2 É ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á C ∈M2 ÉÍÅÅÔ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1; 2. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉ-�ÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÉÓËÏÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ (�1 − 1)(�2 − 2) É (�1 − 2)(�2 − 1) É ÍÁÌÏÊ ÏÓØÀ ÄÌÉÎÙ
|1 − 2|√‖A‖22 − |�1|2 − |�2|2:



äå�åòíéîáî�îùê ïâòáú ðòïéú÷åäåîéê íá�òéã 99óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙ ÄÌÑ ÎÁ-ÛÉÈ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4 ([1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1℄). ðÕÓÔØ A;C ∈ M2 É C Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÔÏ-ÞÅÞÎÙÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�A ÉÌÉ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5 ([1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1℄). ðÕÓÔØ A;C ∈M2 É C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A É C Ñ×ÌÑÀÔÓÑÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3 ÂÙÌÁ ÏÂÏÂÝÅÎÁ âÅÂÉÁÎÏ É óÏÁÒÅÛ [5℄ ÎÁ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A;C ∈M2.�ÅÏÒÅÍÁ 2.6 (�ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ÄÌÑ DC(A), ÓÌÕÞÁÊ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù [5, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1℄, [19, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1℄). ðÕÓÔØ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A;C ∈ M2 ÉÍÅÀÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �1, �2 É 1, 2 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÉÓËÏÍÓ ÆÏËÕÓÁÍÉ (�1 − 1)(�2 − 2) É (�1− 2)(�2 − 1) É ÍÁÌÏÊ ÏÓØÀ ÄÌÉÎÙa − bd, ÇÄÅ a > b É  > d Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�A− 12Tr (A) I2 É C − 12Tr (C) I2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,(a) DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÌÉ C Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ;(b) DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A É C Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ É ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÍÉ.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A É C ÒÁÚÍÅÒÁ n×n ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á WC(A) É DC(A) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.7 ([17, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.5℄). ðÕÓÔØ A;C ∈ Mn. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏWC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� A ÉÌÉ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍWC(A) = { 1nTr(A)Tr(C)} :�ÅÏÒÅÍÁ 2.8 ([19, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.2℄). ðÕÓÔØ n > 3 É A;C ∈Mn. �ÏÇÄÁ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÍ × ÔÏÍ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:



100 á. çõ�åòíáî, ç. óïáòåû(a) rank(A − �In) + rank(C − �In) < n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ C; ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, △C(A) = {0};(b) ÍÁÔÒÉ�Á A ÉÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍ
△C(A) = {det(A− C)}.þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× WC(A) É DC(A), ÔÏ, × ÓÉÌÕÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ÄÌÑWC(A) ÉDC(A), ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ �ÒÉ n = 2. äÌÑ n > 3 ÷ÅÓÔ×ÉË [25℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ,ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Mn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï WC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×Ù�ÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ C ∈ Mn { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ÷ ÔÏÖÅ ×ÒÅÍÑ, DC(A) ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÉ n > 3[3℄. ÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ DC(A) ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ(ÓÍ. [1℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. îÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ú×ÅÚÄÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ s (ÉÌÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S Ú×ÅÚÄÎÙÈ �ÅÎÔÒÏ×), ÅÓÌÉ �x+(1−�) s ∈X, ÇÄÅ x ∈ X É 0 6 � 6 1 (ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �x + (1 − �) s ∈ XÄÌÑ x ∈ X, s ∈ S É 0 6 � 6 1).ðÕÓÔØ A;C ∈ Mn { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. þÅÎÇ É �ÚÉÎÇ [6℄ ÄÏ-ËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ C-ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ Ú×ÅÚÄÎÙÊ ×ÉÄÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ú×ÅÚÄÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ (Tr A)(Tr C)=n. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C-ÄÅ-ÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ n = 3 É, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A É C Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ.îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ×ÓÅ �Ï�ÙÔËÉ ÉÚÕÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DC(A), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÒÉn > 3: âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× 3×3 ÍÁÔÒÉ� �ÏÌÎÁÑ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á DC(A) { ÔÁËÖÅ ÏÔËÒÙÔÙÊ ×Ï�ÒÏÓ. äÁÌØÎÅÊÛÅÅÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á DC(A) É ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØÎÏ×ÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÇÉ�ÏÔÅÚÙ íÁÒËÕÓÁ{ïÌÉ×ÅÊÒÙ.

§3. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁâÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÇÒÁÎÉ�Õ DC(A) ÞÅÒÅÚ �DC(A). îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z Ó DC(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ Ó×ÅÒÛÉÎÏÊ × z É ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÍÅÎØÛÅÊ �; ÔÏ z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÏÊ.îÉÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÔÁËÖÅ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ×ÚÑÔÏÅ ÉÚ [2℄.



äå�åòíéîáî�îùê ïâòáú ðòïéú÷åäåîéê íá�òéã 101ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÕ z ∈ �DC(A) ÕÇÌÏ×ÏÊ, ÅÓ-ÌÉ ÓÕÝÅÓÔÕÅÔ ÛÁÒ B(z; �) Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z É ÒÁÄÉÕÓÁ � ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ � > 0 B(z; �) ∩ DC(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅË-ÔÏÒÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ Ä×ÕÍÑ �ÒÑÍÙÍÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÔÏÞËÅ z ÉÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÕÇÏÌ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÊ �:óÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ ÏÂ ÕÇÌÏ×ÙÈ ÔÏÞËÁÈ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÍ ×ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.ìÅÍÍÁ 3.2 ([19, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.10℄). ðÕÓÔØ A;C ∈ Mn; ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑÕÇÌÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÔÏÞËÏÊ.ðÕÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉ� A;C ∈M2 { ÜÔÏ �1, �2 É 1, 2 ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ z1 = (�1−1)(�2−2) É z2 = (�1−2)(�2−1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.6, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A É C Ñ×ÌÑÀÔÓÑÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,DC(A) = Co {z1; z2}÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏDC(A) = Co {z� : � ∈ Sn}ÄÌÑ n×n ÍÁÔÒÉ�, n > 3, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÅ × [12℄. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÄÁÎÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.3 ([12, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.4℄). ðÕÓÔØ A;C ∈ Mn, n > 3. �ÏÇÄÁDC(A) = Co {z� : � ∈ Sn} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �DC(A)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ × C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (⇒) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁCo {z� : � ∈ Sn} ËÁË ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ.(⇐) ÷ËÌÀÞÅÎÉÅ Co {z� : � ∈ Sn} ⊆ DC(A) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÉÚ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ DC(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÇÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÏÊ. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2 ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÔÏÞËÏÊ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ DC(A) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Co {z� : � ∈ Sn} : ïÔËÕ-ÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ DC(A) ⊆ Co {z� : � ∈ Sn}, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ. �äÁÌÅÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á DC(S R) = DC(RS). îÁÞÎÅÍÓ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× DC(RS)ÉÌÉ DC(S R) ×Ù�ÕËÌÏÅ, Á ÇÒÁÎÉ�Á ÄÒÕÇÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ.



102 á. çõ�åòíáî, ç. óïáòåû�ÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ C; S;R ∈ Mn, n > 3, É �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁÉÚ ÍÁÔÒÉ� S É R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ �DC(S R) { ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË × C É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï DC(RS)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ. �ÏÇÄÁ DC(S R) ⊂ DC(RS).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.3, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �DC(S R) { ×Ù�ÕËÌÙÊÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË × C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁDC(S R) = Co {z� : � ∈ Sn}: (5)ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ S ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, �Ï-ÌÕÞÉÍ: spe (SR) = spe (S−1SRS) = spe (RS): óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �-ÔÏÞÅË RS ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �-ÔÏÞÅË S R. �ÁË ËÁËz� ∈ DC(RS) ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ Sn, Á DC(RS) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ, ÉÍÅÅÍDC(S R) = Co {z� : � ∈ Sn} ⊂ DC(RS): �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ C ∈ Mn, n > 3, S;R ∈ Mn { ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅÍÁÔÒÉ�Ù, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ÇÒÁÎÉ�Ù �DC(S R) É �DC(RS) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. �ÏÇÄÁ DC(S R) = DC(RS).äÁÌÅÅ ÍÙ �ÌÁÎÉÒÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ-ÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù C ÄÁÖÅ ÂÅÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏÏÂÒÁÚÁ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÁÎÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ �ÒÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 3.6. ðÕÓÔØ S ∈ Mn, n > 3: �ÏÇÄÁ DC(S) = DC(ST ) ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ C ∈ Mn { ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÔÏÒÏÊ 1; : : : ; n: óÏÇÌÁÓÎÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ [14, ÔÅ-ÏÒÅÍÁ 2.5.4℄, ÍÁÔÒÉ�Á C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÊ, Ô.Å. C =V ∗ diag (1; : : : ; n)V ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù V ∈ Un. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÎÉ-ÔÁÒÎÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏDC(S) = D�(S), ÇÄÅ � = diag (1; : : : ; n) É � = �T . ðÕÓÔØ z ∈ DC(S),ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á U ∈ Un ÔÁËÁÑ, ÞÔÏz = det(S − U �U∗)= det((S − U �U∗)T )= det(ST − U �UT ) ∈ D�(ST ) = DC(ST );



äå�åòíéîáî�îùê ïâòáú ðòïéú÷åäåîéê íá�òéã 103ÔÁË ËÁË UT U = U UT = In; ÚÄÅÓØ U ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅ-ÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù U . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, DC(S) ⊂ DC(ST ). äÒÕÇÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ. ��ÅÏÒÅÍÁ 3.7. ðÕÓÔØ C ∈ Mn { ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, S;R ∈ Mn {ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï DC(S R) =DC(RS).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù S É R Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍÉ, ÉÍÅÅÍ DC(S R) = DC(ST RT ): �ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á C Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÔÏ, �Ï ÌÅÍÍÅ 3.6, �ÏÌÕÞÁÅÍ:DC(S R) = DC(ST RT ) = DC((RS)T ) = DC(RS): �

§4. 2× 2 ÍÁÔÒÉ�Ù÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï DC(S R)= DC(RS) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 2.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [7, ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 4℄, ÇÄÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ ÄÏËÁÚÁ-ÎÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ É C-ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ C ∈ M2 { ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, S;R ∈ M2 {�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÏÄÎÏ ÉÚ×ËÌÀÞÅÎÉÊ: DC(S R) ⊆ DC(RS) ÉÌÉ DC(RS) ⊆ DC(S R). ðÒÉÞÅÍ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ‖RS‖2 = ‖S R‖2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 1; 2 { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈M2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÙSR É RS ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈÞÅÒÅÚ {�; �}. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3,ÍÎÏÖÅÓÔ×Á DC(S R) É DC(RS) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÉÓËÁÍÉ ÓÆÏËÕÓÁÍÉ (�−1)(�−2) É (�−1)(�−2) É ÍÁÌÙÍÉ ÏÓÑÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉÄÌÉÎÙ |1−2| (‖S R‖22 −|�|2−|�|2)1=2 É |1−2| (‖RS‖22 − |�|2 − |�|2)1=2ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÌÉ DC(S R) ⊆ DC(RS), ÉÌÉ DC(RS)
⊆ DC(S R), É ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏDC(S R) = DC(RS) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ‖S R‖2 = ‖RS‖2. �÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÙ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÌÅÍÍÅ 4.1 É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÂÏÂÝÁÅÍ ÔÅÏÒÅ-ÍÕ 4 ÉÚ [7℄.



104 á. çõ�åòíáî, ç. óïáòåû�ÅÏÒÅÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù R;S ∈ M2 ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ. �ÏÇÄÁ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(i) DC(S R) = DC(RS) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙC ∈M2;(ii) ‖S R‖2 = ‖RS‖2;(iii) ÍÁÔÒÉ�Ù S R É RS ÕÎÉÔÁÒÎÏ �ÏÄÏÂÎÙ;(iv) WC(S R) =WC(RS) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈M2;(v) W (S R) =W (RS).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 1; 2 { ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁÔÒÉ�ÙC ∈M2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ-�Ù SR É RS ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈÞÅÒÅÚ {�; �}.(i) ⇔ (ii). ìÅÍÍÁ 4.1.(ii) ⇔ (iii). ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÕÒÁ Ï ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ, S R É RSÕÎÉÔÁÒÎÏ-�ÏÄÏÂÎÙ ×ÅÒÈÎÅ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ
[ � a0 � ] É [ � b0 � ]ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b. åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ii) Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï, Á ÉÍÅÎÎÏ ‖S R‖2 = ‖RS‖2, ÔÏ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ�ÒÏ×ÅÒËÁ,

‖S R‖22 = |�|2 + |�|2 + a2 É ‖RS‖22 = |�|2 + |�|2 + b2;Á, ÚÎÁÞÉÔ, a = b, É, ÔÁË ËÁË a; b > 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ (iii). åÓÌÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÕÓÌÏ×ÉÅ (iii), ÔÏ S R = U∗RS U ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù UÒÁÚÍÅÒÁ n× n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
‖S R‖22 = Tr ((S R)∗(S R))= Tr ((U∗RS U)∗(U∗RS U))= Tr (U∗(RS)∗ U U∗RS U)= Tr (U∗(RS)∗RS U)= Tr ((RS)∗RS)= ‖RS‖22;ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï U∗ U = In É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉÓÌÅÄ �ÒÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ii).



äå�åòíéîáî�îùê ïâòáú ðòïéú÷åäåîéê íá�òéã 105(iii) ⇒ (iv). åÓÌÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÓÌÏ×ÉÅ (iii), ÔÏ S R = U∗RS U ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ n× n ÍÁÔÒÉ� U . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,WC(S R) =WC(U∗RS U) =WC(RS);ÔÁË ËÁË C-ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.(iv) ⇒ (v). ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, WC(S R) = WC(RS) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈ M2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ C = diag (1; 0).÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, WC(S R) =W (S R) É WC(RS) =W (RS). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ W (S R) =W (RS).(v) ⇔ (ii) [7, ÔÅÏÒÅÍÁ 4℄. �ðÒÉÍÅÒ 4.3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 4.2 ÎÅ×ÅÒÎÁ �ÒÉ n > 3. äÌÑ ÜÔÏÇÏÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÜÒÍÉÔÏ×Ù ÍÁÔÒÉ�ÙA = 



1 0 00 2 00 0 3 

 ; B = 



1 1 i1 0 1
−i 1 1 

 :îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ‖AB‖2 = ‖BA‖2 =38; ÏÄÎÁËÏ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÏÂÒÁÚÙ W (AB) É W (B A) ÒÁÚÌÉÞÎÙ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏW (AB) =W (BA): �ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ-�Ù A É B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (AB)∗ = B∗A∗ = BA.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, W (AB) =W ((AB)∗) =W (AB);�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ AB ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ImC =(C−C∗)=2i, �max(C) É �min(C) ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈ Mn, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ (ÓÍ.[15, çÌÁ×Á 1℄) �max(Im(AB)) = max{Im � : � ∈W (AB)}É �min(Im(AB)) = min{Im � : � ∈W (AB)}:îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù Im(AB) ÒÁ×ÎÙ −1 É 12(1 ±
√3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ�min(Im(AB)) = −1, Á �max(Im(AB)) = 12(1 + √3), �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÓÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚ AB ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.



106 á. çõ�åòíáî, ç. óïáòåûòÉÓÕÎËÉ 1 É 2, ÓÏÚÄÁÎÎÙÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ \An E�etive Al-gorithm for Calulating the Numerial Range", Carl C. Cowen, Elad Harel,Purdue University, ÉÚ �ÁËÅÔÁ MatLab, ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔ ÆÏÒÍÕ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×.

òÉÓ. 1. W (AB) òÉÓ. 2. W (BA)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ, ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÉÚ [7℄.�ÅÏÒÅÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ C ∈ M2 { ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á É S;R ∈ M2 {ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÏÇÄÁ DC(S R) = DC(RS):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ‖SR‖2= ‖RS‖2. �ÁË ËÁË, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÍÁÔÒÉ�Á S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÔÏU∗S U = diag (�; �) = � ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ U ∈ U2. �ÏÇÄÁ�U∗RU=[�w∗1 Rw1 �w∗1 Rw2�w∗2 Rw1 �w∗2 Rw2] ; U∗RU� =[�w∗1 Rw1 �w∗1 Rw2�w∗2 Rw1 �w∗2 Rw2] ;ÇÄÅ w1 É w2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÙÍ É ×ÔÏÒÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù U ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ 2×2 ÍÁÔÒÉ�Á Q = (qij) ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ |q12| = |q21|. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË R, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á U∗RU ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ É |w∗1 Rw2| = |w∗2 Rw1|.äÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ 2 × 2 ÍÁÔÒÉ� U , ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÉËÌÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÁ, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ
‖U∗ S RU‖22 = Tr ((U∗ S RU)∗(U∗ S RU)) = Tr ((S R)∗(S R)) = ‖S R‖22:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ‖U∗ S RU‖22 = ‖U∗ S U U∗RU‖22 = ‖�U∗RU‖22:
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‖�U∗RU‖22 = |�|2 (

|w∗1 Rw1|2 + |w∗1 Rw2|2)+ |�|2 (

|w∗2 Rw1|2 + |w∗2 Rw2|2)É
‖U∗RU �‖22 = |�|2 (

|w∗1 Rw1|2 + |w∗2 Rw1|2)+ |�|2 (

|w∗1 Rw2|2 + |w∗2 Rw2|2) :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ
‖S R‖22 = ‖�U∗RU‖22 = ‖U∗RU �‖22 = ‖RS‖22;É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.1. �

§5. �Å�ÌÉ�Å×Ù É ËÏÎÔÉÎÕÁÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÊ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈ Mn É C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ É ËÏÎÔÉÎÕÁÎÔÎÙÈÍÁÔÒÉ� × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ n × nÍÁÔÒÉ�ÅÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÒÁÎÅÅ × [7℄ ÄÌÑ C-ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å C ∈ Mn.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. �Å�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄA = 

















a0 a1 a2 · · · an−1a−1 a0 a1 . . . ...a−2 a−1 a0 . . . a2... . . . . . . . . . a1a−n+1 : : : a−2 a−1 a0


















:âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÅ�ÌÉ�Å×Õ ÍÁÔÒÉ�Õ A ÞÅÒÅÚA(a−n+1; : : : ; a−1; a0; a1; : : : ; an−1):



108 á. çõ�åòíáî, ç. óïáòåûï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. çÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á ×ÉÄÁHA = 

















a−n+1 a−n+2 a−n+3 · · · a0a−n+2 a−n+3 . . . a0 a1a−n+3 . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . an−2a0 a1 : : : an−2 an−1


















:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÁÎËÅÌÅ×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ, ÞÔÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ×ÙÔÅËÁÀÝÉÊ ÎÁ�ÒÑ-ÍÕÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.7.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù S É R ∈ Mn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÍÉ.�ÏÇÄÁ DC(S R) = DC(RS) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ C ∈ Mn.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ P = E1n + E2n−1 + · · · +En−1 2 +En1 ∈Mn.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.5. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A{ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ A = PHA; ÇÄÅ HA ××ÅÄÅÎÁ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 5.2.�ÅÏÒÅÍÁ 5.6. ðÕÓÔØ S, R ∈ Mn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈ Mn Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï DC(S R) = DC(RS).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÌÏÖÉÍ S = P HS É R = P HR, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á P =E1n+E2n−1+· · ·+En−1 2+En1 ∈Mn ÚÁÄÁÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 5.4; ÍÁÔÒÉ�ÙHS É HR Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÍÉ É ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ S ÉR ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁË ËÁË ÇÁÎËÅÌÅ×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù HS É HR Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍDC(S R) = DC(PHSPHR)= DC((PHSPHR)T )= DC(HRPHSP )= DC(P TPHRPHSP )= DC(PHRPHS)= DC(RS):úÄÅÓØ ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 3.6, ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, �ÏÓËÏÌØËÕ P TP = In, Á �ÑÔÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅÍ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. �



äå�åòíéîáî�îùê ïâòáú ðòïéú÷åäåîéê íá�òéã 109�ÅÏÒÅÍÁ 5.7. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù S, R ∈ Mn ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÉÈ �ÏÂÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. �ÏÇÄÁ DC(S R) = DC(RS) ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈Mn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Ù S É R ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ Ó×ÏÉÈ �ÏÂÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ × ×ÉÄÅR = PHR É S = PHS , ÇÄÅ P = E1n +E2n−1 + · · ·+En−1 2 +En1 ∈MnÚÁÄÁÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 5.4, Á ÍÁÔÒÉ�Ù HS É HR Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍÉ. �ÏÇÄÁ DC(S R) = DC(PHSPHR)= DC((PHSPHR)T )= DC(HRPHSP )= DC(P TPHRPHSP )= DC(PHRPHS)= DC(RS):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.6, ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ P TP = In, É �ÑÔÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ C-ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏ-ÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. ëÏÎÔÉÎÕÁÎÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Cn = Cn(a1; a2; : : : ; an)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á ×ÉÄÁCn = 

















a1 1 0 · · · 0
−1 a2 1 . . . 00 −1 a3 . . . ...... . . . . . . . . . 10 : : : 0 −1 an



















:�ÅÏÒÅÍÁ 5.9. ðÕÓÔØ S, R ∈ Mn { ËÏÎÔÉÎÕÁÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÏÇÄÁDC(S R) = DC(RS) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� C ∈ Mn:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕU = diag (1;−1; 1;−1; : : : ; (−1)n):ðÒÑÍÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏRS = (U∗ S RU)T ;
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