
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 463, 2017 Ç.á. çÕÔÅÒÍÁÎ, ë. íÁÒÉ, ð. ûÔÅÊÎÅÒþáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùåïâòá�îùíé ðï îáðòá÷ìåîéà
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ, Á S1 { ÍÏÎÏÉÄ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ S.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× S ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ E(S), Á ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× S { ÞÅÒÅÚ P(S). ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ�ÏÌÕÇÒÕ�� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [15℄.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× S, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ �ÕÓÔÏ. üÔÏ ÈÏÒÏÛÏÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË (ÁÎÇÌ. natural partial order), ÓÍ. [3,Ó. 23℄. ðÕÓÔØ e; f ∈ E(S);e 6 f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ e = ef = fe : (1)åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÂÏ-ÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÑ.èÁÒÔ×ÉÇ × [10℄ É, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÎÅÇÏ, îÁÍÂÕÒÉ�ÁÄ × [25℄ �ÏÌÕÞÉÌÉÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Ù S.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1.1. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ (�Ï ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÕ) × S,ÅÓÌÉ a ∈ aSa.2. ðÏÌÕÇÒÕ��Á S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2.1. þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ axa = a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊÏÂÒÁÔÎÏÊ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a−.2. òÅÛÅÎÉÅ xax = x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ çÒÉÎÁ, �ÏÌÕÇÒÕ��Ù,ËÏÌØ�Á.òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ Á×ÔÏÒÏ× ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅÇÒÁÎÔÁ òîæ 16-11-10075. 58



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 593. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÔÁËÖÅ É ×ÎÅÛÎÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ (ÓÏÏÔ×. ×ÎÅÛÎÉÈ, ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÈ) ÏÂÒÁ-ÔÎÙÈ Ë a ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a{1} (ÓÏÏÔ×. a{2}, a{1; 2}).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ a ∈ S É a− ∈ a{1}. �ÏÇÄÁ aa−, a−a ∈ E(S).âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, a−aa− ∈ a{1; 2}.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË (1) ÂÙÌÏÂÏÂÝÅÎ × [10℄ ÄÏ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ, ÍÉÎÕÓ-�ÏÒÑÄËÁ, ÓÍ. [25℄:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ a; b ∈ S, ÔÏÇÄÁ a�6b, ÅÓÌÉ:(i) a ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ;(ii) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a+ ∈ a{1; 2} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a+a = a+b É aa+ = ba+.÷ [10, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎ-ÔÏ×. ðÏÄÒÏÂÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ,ÍÏÎÏÉÄÁÈ É ËÏÌØ�ÁÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ × [4, 10, 25℄.ñ×ÎÙÍ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ [1, 4, 8, 10, 13℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÓÉÌØÎÏ \ÕÌÕÞÛÁÀÔÓÑ", ÅÓÌÉ \ÕÌÕÞÛÉÔØ" Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÏÌÕÇÒÕ�-�Õ S ÎÁ ÍÏÎÏÉÄ ÉÌÉ ËÏÌØ�Ï, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÒÑÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,× ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØ�Á ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ �ÏÌÅÍ, ÍÉÎÕÓ-�ÏÒÑÄÏË ÉÍÅÅÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,èÁÒÔ×ÉÇ × [10℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ (ÁÎÇÌ. rank-subtrativity). ðÕÓÔØ Mn(F) { ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n× n ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ F.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÁÒÁ ÍÁÔÒÉ� A;B ∈ Mn(F) ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ, ÅÓÌÉrk (B −A) = rkB − rkA: (2)óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õrk (B −A) 6 rkB − rkA;ÔÁË ËÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï rk (B − A) > rkB − rkA ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÍÁÔÒÉ� A É B.



60 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåòòÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ�. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ É ÁÎÔÉ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, É ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,�ÕÓÔØ �ÁÒÙ (A;B) É (B;C) ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ,ÔÏÇÄÁrk (C −A) = rk ((B −A) + (C −B)) 6 rk (B −A) + rk (C −B)= rkB − rkA+ rkC − rkB = rkC − rkA;ÔÏ ÅÓÔØ (A;C) ÔÁËÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ.÷ [10, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.2℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÓÔÉ ÒÁÎ-ÇÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÍÉÎÕÓ-�ÏÒÑÄËÕ ÎÁ Mn(F).óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ, G-ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÅ �ÏÒÑÄËÉ (ÁÎÇÌ. G-based orders). ðÏ-ÄÒÏÂÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ �Ï ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [16℄.÷ ÎÅÄÁ×ÎÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ [6, 17℄ ÂÙÌÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ �ÏÄ-ÈÏÄÙ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ×ÎÅÛÎÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÔ-ÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ. ðÏÌÅÚÎÙÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ ÔÁËÉÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÉÄÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÏÂÒÁÔÎÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÏÂÒÁÔÎÙÈ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÄÌÑÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ (�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÒÕ��Ï×ÁÑÏÂÒÁÔÎÁÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ äÒÅÊÚÉÎÁ É ÏÂÒÁÔÎÁÑ íÕÒÁ{ðÅÎÒÏÕÚÁ. âÏÌÅÅ �Ï-ÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É �ÒÉÍÅÒÏ× ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × §2.ïÓÎÏ×ÎÁÑ �ÅÌØ ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÉ { ××ÅÓÔÉ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ ÎÏ×ÏÅ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ,É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ�ÏÄÈÏÄ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ �Ï-ÌÕÇÒÕ��ÁÈ, Á ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ �ÏÌÕÇÒÕ��Ï×ÙÅ �ÏÒÑÄËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙËÁË ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. þÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË { ÜÔÏ ÒÅ-ÆÌÅËÓÉ×ÎÏÅ, ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ.äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÚÁ�ÉÓØ, �ÒÉÍÅÍ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ: �ÏÄ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÁÎÔÉÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÏÅ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ ÒÅÆÌÅËÓÉ×-ÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ K = K ∪ (a; a) ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ K.îÁÛÁ ÓÔÁÔØÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. §2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÓÎÏ×-ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. ÷ §3



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 61ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉÏÂÒÁÔÎÙÍÉ É ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÄÅÌ 3.1 �Ï-Ó×ÑÝÅÎ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÏÒÑÄËÕ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2 ÄÁÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.3 ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ××ÅÄÅÎ-ÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, Á × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.4 �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÇÒÕ��Ï×ÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ É �ÏÒÑÄËÏÍ äÒÅÊÚÉÎÁ.
§2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ äÒÅÊÚÉÎÁ É íÕÒÁ{ðÅÎ-ÒÏÕÚÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÓÍ. [2, 5, 11℄). ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÉÈ ÚÄÅÓØ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ a ∈ S.(1) üÌÅÍÅÎÔ a ÉÍÅÅÔ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ a#, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÜÌÅÍÅÎÔ a# ∈ a{1; 2}, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó a.(2) üÌÅÍÅÎÔ a ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ äÒÅÊÚÉÎÁ aD, ÅÓÌÉ an, ÎÅËÏÔÏ-ÒÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ a, ÉÍÅÅÔ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÉaD = (an+1)#an (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [24℄ ÏÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇÉÈÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ).(3) åÓÌÉ ∗ { ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ × S, ÔÏ a ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ íÕÒÁ{ðÅÎÒÏÕÚÁa†, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a† ∈ a{1; 2} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ aa† Éa†a ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ∗.ïÂÒÁÔÎÙÅ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × [17℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [6℄. íÙÎÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÜÔÁ ÎÏ×ÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a−d ×ÍÅÓÔÏ a‖d,ÏÂÏÂÝÁÑ ÓÌÕÞÁÊ d = 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2 ([17, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4℄). ðÕÓÔØ a; d ∈ S, ÔÏÇÄÁ a ÏÂÒÁ-ÔÉÍÁ ×ÄÏÌØ d, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b ∈ S ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ bad = d = dab Éb ∈ dS1∩S1d. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ(ÓÍ. [17, ÔÅÏÒÅÍÁ 6℄) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a−d.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ:ìÅÍÍÁ 2.3 ( [17, ÌÅÍÍÁ 3℄). üÌÅÍÅÎÔ a ∈ S ÏÂÒÁÔÉÍ ×ÄÏÌØ d ∈ SÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b ∈ S ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ bab = b,bS1 = dS1 É S1b = S1d. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a−d = b.ïÂÒÁÔÎÁÑ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ { ÜÔÏ ×ÎÅÛÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ. ïÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ a−d = d(ad)# = (da)#d



62 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåòÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÉËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ {a; d}, ÓÍ. [17, ÔÅÏÒÅÍÁ 10℄. ïÎÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d ∈ dadS1 ∩ S1dad, �ÏÄÒÏÂÎÅÅ, ÓÍ.× [18℄.ðÒÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ d ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÏÂÒÁÔÎÙÅ:ìÅÍÍÁ 2.4 ([17, ÔÅÏÒÅÍÁ 11℄). 1. a# = a−a,2. a† = a−a∗ ,3. aD = a−an ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n.
§3. þÁÓÔÉÞÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ×ÎÅÛÎÉÍÉÏÂÒÁÔÎÙÍÉ É ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ3.1. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ èÁÒÔ×ÉÇÏÍ [10℄ É îÁÍÂÕ-ÒÉ�ÁÄÏÍ [25℄ × 1980. ïÎ ÂÙÌ ÏÂÏÂÝÅÎ íÉÔÞÅÍ ÎÁ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Ù × [19℄. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ S { �ÏÌÕÇÒÕ��Á, a; b ∈ S.1. åÓÌÉ S ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ a!b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ e; f ∈ E(S) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = eb = bf .2. åÓÌÉ S ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÏ a!b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÀÔ x; y ∈ S1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = xb = by; xa = a.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë e!f⇔ ef=fe=e.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ.ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓØ a; b ∈ S, �ÒÉÞÅÍ a ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) a = eb = bf ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ e; f ∈ E(S);(2) aN b, Á ÉÍÅÎÎÏ a = axb = bxa = axa ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÇÏ x ∈ S;(3) a = bb=b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b= ∈ b{2};(4) a = ab=a = ab=b = bb=a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b= ∈ b{2};(5) a <− b (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÍÉÎÕÓ-�ÏÒÑÄÏË), ÔÏ ÅÓÔØ aa− = ba−É a−a = a−b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a− ∈ a{1}.åÓÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, b ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ.(6) a = axb = bxa; a = axa; b = bxb ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ S.



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 63äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.1:⇒ 2: ðÕÓÔØ a = eb = bf ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ e; f ∈ E(S). �ÁË ËÁË a ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a− ∈ a{1}. ðÏÌÏÖÉÍx = fa−aa−e:�ÏÇÄÁaxa = (a)fa−aa−ea = (bffa−a)a−ea = aa−(ea) = aa−a = a:âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, axb = (afa−a)a−eb = aa−eb = a É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,bxa = a2:⇒ 3: ðÕÓÔØ x ∈ S, a = axa = axb = bxa É �ÏÌÏÖÉÍ b= = xax: �ÏÇÄÁb=bb= = (xax)b(xax) = xaxax = xax = b=É b= ∈ b{2}. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, bb=b = bxaxb = axb = a.3:⇒ 4: ðÕÓÔØ b= ∈ b{2} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a = bb=b. ðÏÓËÏÌØËÕ b=bb= = b=,ÔÏ ab=a = (bb=b)b=(bb=b) = bb=b = a:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ab=b = (bb=b)b=b = bb=b = a É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,bb=a = a:4:⇒ 5: ðÕÓÔØ b= ∈ b{2} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a = ab=a = ab=b = bb=a. �ÏÇÄÁb=ab= ∈ a{1},a(b=ab=)=bb=ab=ab==b(b=ab=) É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, (b=ab=)a=(b=ab=)b:5:⇒ 1: ðÕÓÔØ a ∈ a{1} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ aa− = ba− É a−a = a−b. �ÏÇÄÁ aa−,a−a ∈ E(S).úÎÁÞÉÔ, a = aa−a = (aa−)b = b(a−a).�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. �ÏÇÄÁ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ6:⇒ 2: ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 5: ⇒ 6: äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ aa− = ba− Éa−a = a−b. �ÏÇÄÁ a = aa−b = ba−a. ðÏÓËÏÌØËÕ b ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ b− ∈ b{1}. ðÏÌÏÖÉÍ x = b−. �ÏÇÄÁ b = bxb Éaxa = ab−a = aa−bb−ba−a = aa−ba−a = aa−aa−a = a:âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, axb = aa−bbb−b = aa−b = a É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, abx = a. �÷ [19℄ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ�ÏÒÑÄÏË (ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ É ÒÅ-ÆÌÅËÓÉ×ÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ.ïÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ, ÞÅÍ ÍÉÎÕÓ-�ÏÒÑÄÏË É �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ, ÛÉÒÏËÏ



64 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåòÉÚÕÞÁÌÉÓØ (ÓÍ. [14, 20{23, 27, 28℄). éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÖÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄ-ËÏ×, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ (× ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.2)ÎÁÞÁÌÏÓØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ É ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ÒÁÂÏÔÅ íÉÔÒÙ É èÁÒÔ-×ÉÇÁ [21℄. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ � : S → P(S) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ (ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÕÀ)ÆÕÎË�ÉÀ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ÉÚÕÞÅÎÎÙÊ × [21℄, ÇÄÅ ��ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ × (×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÕÓÔÏÅ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÎÅÛÎÉÈÏÂÒÁÔÎÙÈ: �(x) ⊆ x{2} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ S. íÉÔÒÁ É èÁÒÔ×ÉÇ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ <� ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3 ([21℄). äÌÑ a; b ∈ S, a <� b ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÎÅÛÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ b= Ë b, ÞÔÏ b= ∈ �(b) É a = bb=b.÷ [21, ÌÅÍÍÁ 6℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ ÌÀÂÏÊÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ, ÞÅÍ ÍÉÎÕÓ �ÏÒÑÄÏË, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ �. ä×ÁÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ÔÁËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:
• ÅÓÌÉ a <� b, ÔÏ a ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ �ÏÄÈÏ-ÄÉÔ ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×;
• ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, <� ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, ËÁË �Ï-ËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ.ðÒÉÍÅÒ 3.4. ðÕÓÔØ S = M3(Z2), �ÏÌÏÖÉÍa = 



0 0 01 0 01 0 0, b = 



0 0 01 0 00 0 1,  = 



0 1 01 1 00 0 1, d = 



1 1 00 0 01 1 0 ÉÆ = 



1 1 00 0 00 0 1. ðÕÓÔØ � { ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ �() = {Æ}, Á�(b) = {d}. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÆ = Æ É dbd = d. ðÏÓËÏÌØËÕb = Æ É a = bdb, ÔÏ a <� b É b <� . îÏ a 6= Æ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,a 6<�.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÏÈÏÖÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ N , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ × ÌÅÍÍÅ 3.2, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. úÁÔÅÍ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ×Ï�ÒÏÓ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÏÒÑÄËÏ×,ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ. íÙ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ <�ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕ��Ï×ÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÉÌÉ �ÏÒÑÄËÏÍ äÒÅÊÚÉÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× �. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ N�, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×.



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 653.2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. óÌÅÄÕÑ ÔÅÍ ÖÅ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÑÍ, ÞÔÏ É × [21℄, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � : S → P(S) { (ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÎÅÛÎÉÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ,�(a) ⊆ a{2}(∀a ∈ S), Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ N�, ÚÁÍÅÎÉ× × Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ x ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �(b).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ a; b ∈ S. �ÏÇÄÁ aN�b, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÊ b= ∈ �(b), ÞÔÏ a = ab=a = ab=b = bb=a.åÓÌÉ a; b ∈ S, ÔÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ aN�b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a { ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. þÔÏÂÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ��, ��l , ��r , É ��P ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ a; b ∈ S.(1) a��b, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ b=l ; b=r ∈ �(b) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = ab=l b =bb=r a É b{1} ⊆ a{1}.(2) åÓÌÉ b ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ a��l b, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b=r ∈ �(b) ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ a = ab=r b.(3) åÓÌÉ b ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ a��l b, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ b=l ; b=r ∈ �(b)ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = ab=l a = ab=l b = bb=r a.(4) åÓÌÉ b ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ a��r b, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b=r ∈ �(b) ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ a = bb=r a.(5) åÓÌÉ b ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ a��r b, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ b=l ; b=r ∈ �(b)ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = ab=r a = ab=l b = bb=r a.(6) åÓÌÉ b ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ a��Pb, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b= ∈ �(b) ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ a = ab=b = bb=a.(7) åÓÌÉ b ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ a��Pb, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b= ∈ �(b) ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ a = ab=a = ab=b = bb=a.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �� { ÜÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ��l É ��r .ìÅÍÍÁ 3.7. �� = ��l ∩ ��r .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ��l ∩ ��r ⊆ ��.îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ b{1} ⊆ a{1}. åÓÌÉ b ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. åÓÌÉ b ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ b=l ; b=r ∈�(b) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = ab=l a = ab=l b = bb=r a. ðÕÓÔØ b− ∈ b{1}. �ÏÇÄÁab−a = ab=l bb−bb=r a = ab=l bb=r a = ab=l a = a. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏb{1} ⊆ a{1}.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a; b ∈ S ÔÁËÏ×Ù,ÞÔÏ a��b. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ b=l , b=r ∈ �(b) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ



66 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåòa = ab=l b = bb=r a É b{1} ⊆ a{1}. åÓÌÉ b ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ a��l b É a��r b�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ b ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔb− ∈ b{1} ⊆ a{1}, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ a = ab−a. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ab=l a = ab=l bb=r a = ab=l bb−bb=r a = ab−a = a É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ab=r a = a.îÁËÏÎÅ�, a��l b É a��r b. �ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ
N� ⊆ ��P ⊆ ��l ∩ ��r = ��:ïÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �:

• � : b 7→ b{2}. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ N� = N =<� (ÌÅÍÍÁ 3.2).
• �# : b 7→ {b#}, ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë b, ÉÌÉ �D : b 7→ {bD},ÏÂÒÁÔÎÁÑ äÒÅÊÚÉÎÁ Ë b.
• ðÕÓÔØ � : S → P(S). ðÏÌÏÖÉÍ �� : b 7→ {b−d|d ∈ �(b)}. úÄÅÓØ�ÒÉ b ∈ S, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, �(b) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍb{2}, ÎÏ ��(b) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. þÔÏÂÙ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ <−� (ÓÏÏÔ×. N−�, �−�, �−�l ,�−�r , �−�

P ), ×ÍÅÓÔÏ <�� (ÓÏÏÔ×. N�� , ��� , ���l , ���r , ���P ).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ �# ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ �#(b) = b ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ∈ S,ÔÏ ��# = �#.ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÉ �ÏÎÑÔÉÑ.ðÒÉÍÅÒ 3.8. ðÕÓÔØ S = T3 { �ÏÌÕÇÒÕ��Á, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ (ÎÅÔÏÌØËÏ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÈ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; 3} × ÓÅÂÑ Ó Ï�Å-ÒÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÚÁ (mnk) ÆÕÎË�ÉÀ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ 1 ×m, 2 × n, Á 3 × k.ðÕÓÔØ a = (333); b = (131). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b′ = (222) ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ a = ab′b = bb′a = ab′a, ÔÏ ÅÓÔØ a�Pb. ðÕÓÔØ � : S → P(S)ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ �(b) = {x = (111); y = (333)}. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ x É y {×ÎÅÛÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë b. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b−x = x, Á b−y = y. îÏ bb−xa =(131)(111)(333) = (131)(111) = (111) 6= a É bb−ya = (131)(333)(333) =(131)(333) = (111). ÷ ÉÔÏÇÅ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ d ∈ �(b) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏa = bb−da. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a
�

�
��l−�b.ìÅÍÍÁ 3.9. ðÕÓÔØ a; b ∈ S ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ a <� b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �.�ÏÇÄÁ b{1} ⊆ a{1}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a <� b, Á b− ∈ b{1}. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-ËÏÅ b= ∈ b{2}, ÞÔÏ a = bb=b. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ab−a = bb=bb−bb=b =bb=bb=b = bb=b = a É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, b{1} ⊆ a{1}. �



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 67ìÅÍÍÁ 3.10. ðÕÓÔØ � = �. �ÏÇÄÁ <−�=<� (ÓÏÏÔ×. N−� = N�,�−� = ��, �−�l = ��l , �−�r = ��r É �−�
P = ��P).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ <−�=<�, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÂÉ-ÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. åÓÌÉ a <−� b, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ d ∈ �(b), ÞÔÏa = bb−db. îÏ b−d = d, �ÏÓËÏÌØËÕ d ∈ �(b) ⊆ b{2} { ×ÎÅÛÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑË b. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a = bdb, ÇÄÅ d ∈ �(b) = �(b), É a <� b.åÓÌÉ a <� b, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ d = b−d = b= (ÚÄÅÓØ b= ∈ b{2} ÉÚ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ 3.3). �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ { �ÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.ìÅÍÍÁ 3.11. ðÕÓÔØ a; b ∈ S É b= ∈ b{2} ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ a = bb=b. �ÏÇÄÁ(1) a = ab=a = ab=b = bb=a;(2) åÓÌÉ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, b ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d É a = bb−db, ÔÏ a ÏÂÒÁ-ÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d, �ÒÉÞÅÍ a−d = b−d, Á a−d { ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÁÑ ÏÂÒÁÔ-ÎÁÑ Ë a.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a = bb=b. ðÏÓËÏÌØËÕ b=bb= =b=, ÔÏ ab=b = bb=bb=b = bb=b = a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, bb=a = a. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ab=a = bb=bb=bb=b = bb=b = a.2. �Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a = bb−db.ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.3, b−dbb−d = b−d,b−dS1 = dS1 É S1b−d = S1d, É ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ b−dab−d =b−d. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, b−dab−d = b−dbb−dbb−d = b−dbb−d = b−d. éÔÁË, aÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d, É ÜÔÁ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ b−d, �ÒÉÞÅÍ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÎÅÛÎÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë a. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ab−da = a �Ï �ÕÎËÔÕ 1. �ÏÇÄÁ b−d{ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë a. �ðÒÉÍÅÒ 3.12. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ab−db, bb−da, ab−da É bb−dbÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ S. ðÕÓÔØ F { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �Ï-ÌÅ, S = M3(F), a = 



1 0 00 1 10 0 0, b = 



0 1 01 0 00 0 0,  = 



1 0 00 1 00 0 0,d = 



0 1 11 0 00 0 0 ∈ S. �ÏÇÄÁ dbd = d, ÔÏ ÅÓÔØ b ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ab−db = , bb−da = a, ab−da = d, Á bb−db = b.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.13. <�⊆ N�:÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ, ÉÚ aN�b ÎÅÓÌÅÄÕÅÔ a <� b.



68 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåòðÒÉÍÅÒ 3.14. ðÕÓÔØ S = M3(Z2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍa = 



0 0 01 0 01 0 0 ; b = 



0 1 01 1 00 0 1 ; d = 



1 1 00 0 00 0 1É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �(b) = {d}. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ(1) b ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d Ó ÏÂÒÁÔÎÏÊ b−d = d;(2) a = ab−db = bb−da = ab−da;(3) a 6= bb−db.îÁËÏÎÅ�, aN−�b, É a 6<−�b.�ÅÏÒÅÍÁ 3.15. ïÔÎÏÛÅÎÉÑ N�, ��l , ��r , ��P É �� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÙÍÉ �ÏÒÑÄËÁÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÊN� ⊆��P ⊆ ��l ⊆ �l, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ ÄÌÑ �r É ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ �lÉ �r ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ. äÏËÁÖÅÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ N�. ðÕÓÔØ a; b;  ∈S ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ aN�bN�. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ x ∈ �(b), s ∈ �() ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ a = axa = axb = bxa É b = bsb = bs = sb. �ÏÇÄÁ a = axb =axbs = as. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, a = sa. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a = axa = axbxa =axbsbxa = asa. �ÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ <� × ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ G-ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÓÍ. [22℄) É × ×ÉÄÅÏÔÎÏÛÅÎÉÑ N� Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.16. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) a <� b.(2) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b= ∈ �(b) ∩ a{2} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏa = ab=b = bb=a = ab=a:(3) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a+ ∈ �(b) ∩ a{1; 2} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
• aa+ = ba+;
• a+a = a+b.



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 69äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.1:⇒ 2: �Ï ÌÅÍÍÅ 3.11.2:⇒ 3: ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b= ∈ �(b)∩ a{2} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a =ab=b = bb=a = ab=a. ðÏÌÏÖÉÍ a+ = b=. �ÏÇÄÁ aa+ = ba+aa+ =ba+ É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, a+a = a+b.3:⇒ 1: �Å�ÅÒØ �ÕÓÔØ aa+ = ba+ É a+a = a+b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a+ ∈�(b)∩a{1; 2}. �ÏÇÄÁ a+ ∈ b{2}, �ÏÓËÏÌØËÕ a+ba+ = a+aa+ = a+.éÔÁË, (ba+)b = a(a+b) = aa+a = a, Á a+ ∈ �(b).
�îÁËÏÎÅ�, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ.ìÅÍÍÁ 3.17. ðÕÓÔØ b= = b=bb=. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ p ∈ S×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ(1) (p−1b=) = (p−1b=)(bp)(p−1b=); ÔÏ ÅÓÔØ p−1b= ∈ (bp){2};(2) (b=p−1) = (b=p−1)(pb)(b=p−1); ÔÏ ÅÓÔØ b=p−1 ∈ (pb){2}.ìÅÍÍÁ 3.18. ðÕÓÔØ a; b; p ∈ S É ÜÌÅÍÅÎÔ p ÏÂÒÁÔÉÍ.åÓÌÉ p−1�(b) ⊆ �(bp), ÔÏ a <� b⇒ ap <� bp.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ �(x) = x{2} ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ S, ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) a <� b;(2) ap <� bp ;(3) pa <� pb.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a <� b. �ÏÇÄÁ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, a = bb=bÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b= = b=bb= ∈ �(b). ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.17, (p−1b=) =(p−1b=)(bp)(p−1b=), Á (p−1b=) ∈ �(bp) �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ(ap) = (bp)(p−1b=)(bp), ÔÏ ap <� bp.üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á xpp−1 = x = p−1px ÄÌÑ ×ÓÅÈx ∈ S É ÌÅÍÍÙ 3.17. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ <� ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÍÉÎÕÓ-�ÏÒÑÄËÏÍ.üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ 1. É 3. ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.19. �ÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ�(b)p−1 ⊆ �(pb);ÔÏ a <� b ⇒ pa <� pb.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.20. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ N�.



70 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåò3.3. �ÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ <−�. ÷ [21℄ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ×Ï�ÒÏÓ ÔÒÁÎÚÉ-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ <�. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ�(b) = ��(b) = {b−d|d ∈ �(b)}:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.21. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b; ; d; Æ ∈ S, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ1. b ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d ∈ �(b);2.  ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ Æ ∈ �();3. b < , �ÒÉÞÅÍ b = −Æ;×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ (−Æb−d−Æ)S1 = ÆS1 É S1(−Æb−d−Æ) = S1Æ.�ÏÇÄÁ <−� ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a; b;  ∈ S ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ a <−� b É b <−� .�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ d ∈ �(b) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ b ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d É a = bb−db.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Æ ∈ �() ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ  ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØÆ É b = −Æ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ x = −Æb−d−Æ, ÔÏÇÄÁ x = bb−db = a Éxx = −Æb−d−Æb−d−Æ = −Æb−dbb−d−Æ = x:éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x { ×ÎÅÛÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë  É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, x = −x:ðÏÓËÏÌØËÕ xS1 = ÆS1 É s1Æ = S1x, ÔÏ −x = −Æ �Ï ÌÅÍÍÅ 2.3. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Æ ∈ �() ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a = −Æ. ÷ ÉÔÏÇÅ,a <−� . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.22. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � : S → P(S) { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ (�(x) = �0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �0 ⊆ S) ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÊ:
• �0 = Æ0S1; S1Æ0; S1Æ0S1 ÉÌÉ Æ0S1 ∩ S1Æ0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ Æ0 ∈ S (�0 { ÇÌÁ×ÎÙÊ �ÒÁ×ÙÊ, ÇÌÁ×ÎÙÊ ÌÅ×ÙÊ, ÇÌÁ×ÎÙÊÄ×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ ÉÌÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ×, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Æ0).
• åÓÌÉ  ∈ �0, ÔÏ d ∈ �0 ⇔ S1 = dS1 (�0 { R-ËÌÁÓÓ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑçÒÉÎÁ R ([9℄, [15, ÇÌÁ×Á 2℄)).
• åÓÌÉ  ∈ �0, ÔÏ d ∈ �0 ⇔ S1 = S1d (�0 { L-ËÌÁÓÓ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑçÒÉÎÁ L).
• åÓÌÉ  ∈ �0, ÔÏ d ∈ �0 ⇔ S1 = dS1 É S1 = S1d (�0 {H-ËÌÁÓÓ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ çÒÉÎÁ H).�ÏÇÄÁ <−� { ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË.



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 71äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a; b;  ∈ S ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ a <−� bÉ b <−� . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ �0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ b ÏÂÒÁÔÉÍÏ×ÄÏÌØ d, Á a = bb−db É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Æ ∈ �0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ  ÏÂÒÁÔÉÍ×ÄÏÌØ Æ, Á b = −Æ.ðÏÌÏÖÉÍ x = −Æb−d−Æ. �ÏÇÄÁ x = bb−db = a Éxx = −Æb−d−Æb−d−Æ = −Æb−dbb−d−Æ = x:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x { ×ÎÅÛÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë  É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, x = −x:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a = −x.éÔÁË, ÍÙ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅx ∈ �0.
• óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÁ×ÏÇÏ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ �0 =Æ0S1. ðÏÓËÏÌØËÕ x = −Æb−d−Æ É −Æ ∈ Æ0S1, ÔÏ x ∈ Æ0S1 =�0. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.
• ðÕÓÔØ �0 { R-ËÌÁÓÓ. ðÏÓËÏÌØËÕ d; Æ ∈ �0 ÔÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÏÂÒÁÔÎÏÊ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÍ −ÆS1 = ÆS1 = dS1 = b−dS1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ xb−d: −Æb−d−Æb−d = −Æb−d.ðÏÓËÏÌØËÕ b−dS1 = −ÆS1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ −Æ = b−dy.éÔÁË, x(b−dy) = −Æ. îÏ x = −Æ(b−d−Æ). ÷ ÉÔÏÇÅ, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ s; t ∈ S1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x = −Æs, Á −Æ = xt, ÔÏ ÅÓÔØ−ÆS1 = xS1, Á ÚÎÁÞÉÔ, x ∈ �0äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ L-ËÌÁÓÓÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑÏÔÎÏÛÅÎÉÑ çÒÉÎÁ H ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ H = L ∩R.

�úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ, ÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ.ìÅÍÍÁ 3.23. ðÕÓÔØ Æ ∈ S É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Æ : S → P(S) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: Æ(x) = {Æ}. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a; b;  ∈ S ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ a <−Æb É b <−Æ . �ÏÇÄÁ a = b.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ b <−Æ , ÔÏ b;  ÏÂÒÁÔÉÍÙ ×ÄÏÌØ Æ Éa = bb−Æb, Á b = −Æ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.11, −Æ = b−Æ { ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÁÑ ÏÂÒÁÔ-ÎÁÑ Ë b. ÷ ÉÔÏÇÅ, a = bb−Æb = b. �÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ.



72 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåòðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.24. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �D : S → P(S) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�D(x) = {xD} { ÏÂÒÁÔÎÁÑ äÒÅÊÚÉÎÁ Ë x É �ÕÓÔØ a; b;  ∈ S ÔÁËÏ×Ù,ÞÔÏ a <�D b É b <�D . �ÏÇÄÁ a = b.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ b <�D , ÔÏ  ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ äÒÅÊÚÉ-ÎÁ, É ÜÌÅÍÅÎÔ b = D ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ Ó ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ D, ËÏÍÍÕ-ÔÉÒÕÀÝÅÊ Ó b, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ b ÉÍÅÅÔ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ. ðÏÓËÏÌØËÕa <�D b, ÔÏ a = bbDb. îÏ ÔÁË ËÁË b ÉÍÅÅÔ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ, ÔÏbD = b#, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a = bb#b = b. �üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ �# : x 7→ {x#}, �ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕ�-�Ï×ÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÊ äÒÅÊÚÉÎÁ. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ �(b) ⊆ b{1}, ÔÏ a <� b ×ÌÅÞÅÔ a = b.3.4. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÇÒÕ��Ï×ÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ É �ÏÒÑÄËÏÍ äÒÅÊÚÉ-ÎÁ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÎÅËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. îÁ-�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ C(x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Ó X , Á CC(x) = C(C(x)) { Ä×ÏÊÎÏÊ �ÅÎÔÒÁ-ÌÉÚÁÔÏÒ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.25. ðÕÓÔØ � : S → P(S) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ x × �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ �(x) ⊂ C(x).�ÏÇÄÁ ÉÚ a <−� b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ab = ba.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ d ∈ �(b), ÞÔÏb ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d É a = bb−db. éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ db = bd. ðÏÓËÏÌØËÕ b−d ∈ CC({b; d}), ÔÏ bb−d = b−db. ÷ ÉÔÏÇÅ,ab = bb−dbb = bbb−db = ba. �çÒÕ��Ï×ÏÊ �ÏÒÑÄÏË ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ × [20℄ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: a <# bÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ aa# = ba# = a#b. îÁ ×�ÏÌÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ�ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÍÅ-ÅÔ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ, ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍäÒÅÊÚÉÎÙÍ × [7℄: aSb ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a2 = ba = ab. ÷�ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÄÏÍÎÏÖÉ× ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÎÁ a2 ÉÌÉÎÁ (a#)2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.26. ðÕÓÔØ C : b 7→ C(b). �ÏÇÄÁ <−C { ÇÒÕ��Ï×ÏÊ �ÏÒÑ-ÄÏË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a <−C b. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔd ∈ C(b), ÞÔÏ a = bb−db. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.11, b−d { ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ É ×ÎÅÛ-ÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë a. ðÏÓËÏÌØËÕ b É d ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 73C({b; d}), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó b−d. éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ a = bb−db ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó b−d, ÔÏ ÅÓÔØ a ÉÍÅÅÔ ÇÒÕ��Ï-×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ a# = b−d. �ÏÇÄÁ aa# = bb−dbb−d = bb−d = ba# Éa#a = b−dbb−db = b−db = a#b, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a <# b.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a <# b, ÔÏ ÅÓÔØ aa# = ba# É a#a = a#b.ðÏÓËÏÌØËÕ aa# = a#a, ÔÏ a# ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó b. �ÁË ËÁË, ËÒÏÍÅ ÔÏ-ÇÏ, a# = b−a# , ÔÏ bb−a#b = ba#b = ba#a = aa#a = a. îÁËÏÎÅ�,a <−C b. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.27. ðÕÓÔØ �C : b 7→ C(b)∩b{2}. �ÏÇÄÁ <�C { ÇÒÕ��Ï×ÏÊ�ÏÒÑÄÏË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a <�C b: �ÏÇÄÁ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.16, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔa+ ∈ C(b) ∩ a{1; 2} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ aa+ = ba+ = a+b = a+a. éÚ ÜÔÏÇÏÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a+ = a# É, × ÉÔÏÇÅ, a <# b.�Å�ÅÒØ �ÕÓÔØ a <# b. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a#a = aa# = a#b = ba#É a#ba# = a#. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a# ∈ C(b) ∩ b{2} É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÔÅÏÒÅÍÙ 3.16, a <�C b. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.28. äÌÑ ÌÀÂÙÈ b ∈ S, �C(b) = {b−d|d ∈ C(b)}.ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ�ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ �C ÎÁ −C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ b ∈ S. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ �C(b) ⊆ {b−d|d ∈ C(b)}ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ b−db = bb−d, ÅÓÌÉ d ∈ C(b).üÔÏ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ b−d ∈ CC({b; d}), ÅÓÌÉ b ∈C({b; d}). �äÁÄÉÍ ÔÒÅÔØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ�ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.29. ðÕÓÔØ a; b ∈ S. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) a <�C b;(2) a <# b;(3) a <− b × �ÏÌÕÇÒÕ��Å C(b).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (1) É (2) { ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.27.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a <# b. �ÏÇÄÁ a#a = ba# = aa# = a#b É a ∈C(b). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a# ∈ C(b) É, ÎÁËÏÎÅ�, a <− b × �ÏÌÕÇÒÕ��Å C(b).ïÂÒÁÔÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a <− b × �ÏÌÕÇÒÕ��Å C(b). �ÏÇÄÁ a ∈ C(b)É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ a− ∈ C(b) ∩ a{1}, ÞÔÏ a−a = a−b É aa− = ba−.



74 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåò�ÏÇÄÁ a−a = aa− É a ÉÍÅÅÔ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ a# = a−aa−. ÷ÉÔÏÇÅ, a#a = a−aa−a = a−aa−b = a#b É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, aa# = ba#.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a <# b. �ðÏÓËÏÌØËÕ <−C⊆ N−C , ÔÏ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ �ÏÒÑÄÏË ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ N−C .óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÎ ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÌØ-ÎÅÅ.ðÒÉÍÅÒ 3.30. ðÕÓÔØ S = T3 É �ÏÌÏÖÉÍ a = (112), b = (132). �ÏÇÄÁ aÎÅ ÉÍÅÅÔ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ a#. �ÏÇÄÁ a = aa#a = aaa# = (111)a# = (111) 6= a, �ÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÅ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, a 6<# b. îÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ b−1 = b. ðÕÓÔØb= = b ∈ C(b). �ÏÇÄÁ a = ab=b = bb=a É ab=a = (112)(132)(112) =(112) = a.�Å�ÅÒØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ <−CC , �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ä×ÏÊ-ÎÙÈ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏ×. îÁÞÎÅÍ Ó �ÏÌÅÚÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 3.31. ðÕÓÔØ a ∈ S ÏÂÒÁÔÉÍÁ ×ÄÏÌØ d ∈ CC(a). �ÏÇÄÁ a−d ∈CC(a).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x ∈ S; xa = ax. �ÏÇÄÁ xd = dx, ÔÁË ËÁËd ∈ CC(a). ðÏÓËÏÌØËÕ a−d∈ CC({a; d}), ÔÏ a−dx = xa−d É a−d∈ CC(a).
�óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.32. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ <−CC Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.21. ðÕÓÔØ b;  ∈ S, b ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ d ∈ CC(b), Á ÏÂÒÁÔÉÍÏ ×ÄÏÌØ Æ ∈ CC(). ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.31, b−d ∈ CC(b), Á −Æ ∈ CC().ðÏÓËÏÌØËÕ b = −Æ É Ä×ÏÊÎÏÊ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ b ∈ CC(). éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ CC(b) ⊆ CC() Éb−d ∈ CC(). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ x = −Æb−d−Æ . ëÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× CC(), ÏÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ CC(). �ðÏÓËÏÌØËÕ CC(x) ⊆ C(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ S, ÔÏ <−CC⊆<−C É <−CCÓÉÌØÎÅÅ ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ, ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÎ ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÌØÎÅÅ.ðÒÉÍÅÒ 3.33. ðÕÓÔØ S = T3 É b = (122).�ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, (111); (122); (123); (222) ∈ C(b), ÎÏ (121) 6∈ C(b). ëÁËÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, (121) 6∈ CC(b). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, (121)(122) = (122) 6= (121) =(122)(121). ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ d = (mnk) ∈ CC(b). �ÏÇÄÁ d ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó



þáó�éþîùå ðïòñäëé, ðïòïöäåîîùå ïâòá�îùíé 75(111) É (222) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, m = 1, n = 2. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ CC(b) = {(123); (122)}.ðÏÓËÏÌØËÕ b ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b−(123). îÏ b−b = b. �Ï-ÇÄÁ bb−bb = b, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a <−�CC b. �ÏÇÄÁ a = b. îÏ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, (111) <# b.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.34. ðÕÓÔØ �CC : b 7→ CC(b)∩b{2}. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏb ∈ S, �CC(b) = {b−d|d ∈ CC(b)}.ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ×ÓÅ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ�CC ÎÁ −CC.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ b ∈ S. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ �CC(b) ⊆ {b−d|d ∈ CC(b)}ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ b−d ∈ CC(b), ÅÓÌÉ d ∈ CC(b).üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.31. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.35. ðÕÓÔØ a; b ∈ S. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) a <−CC b × S;(2) a <# b × CC(b);(3) a <− b × CC(b);(4) a <�CC b × S.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a; b ∈ S.(1) ⇒ (2) ðÕÓÔØ a <−CC b. �ÏÇÄÁ a = bb−db ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ CC(b).�ÏÇÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ 3.11, b−d ∈ a{1; 2}, Á �Ï ÌÅÍÍÅ 3.31, b−d ∈CC(b). �ÏÇÄÁ a ∈ CC(b), Á �ÏÓËÏÌØËÕ CC(b) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, ÔÏb−d = a#. ÷ ÉÔÏÇÅ, aa# = ab−d = bb−dbb−d = bb−d = ba# = a#b.(1) ⇒ (3) �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.(3) ⇒ (4) ðÕÓÔØ a <− b × CC(b). �ÏÇÄÁ a ∈ CC(b) É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a− ∈CC(b) ∩ a{1} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ba− = aa− = a−b = a−a. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,a−aa− ∈ CC(b), �ÏÓËÏÌØËÕ CC(b) { �ÏÌÕÇÒÕ��Á. üÔÏ ÒÅÆÌÅË-ÓÉ×ÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë a É ×ÎÅÛÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë b, �ÏÓËÏÌØËÕa−aa−ba−aa− = a−aa−aa−aa− = a−aa−:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ba−aa− = aa−aa− = a−aa−a, É ÔÅÏÒÅÍÁ 3.16ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.(4) ⇒ (1) �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.34.
�÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË äÒÅÊÚÉÎÁÉ Ú×ÅÚÄÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË. ðÕÓÔØ S { �ÏÌÕÇÒÕ��Á Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ.



76 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåòú×ÅÚÄÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: a <∗ b, ÅÓÌÉ ÉÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ aa∗ = ba∗ É a∗a = a∗b, Á ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË äÒÅÊÚÉÎÁ:a <† b, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ aa† = ba† É a†a = a†b. ÷ [8℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ ÜÔÉ �ÏÒÑÄËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÁ ∗−ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ,ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ �Ï íÕÒÕ{ðÅÎÒÏÕÚÕ).�ÅÏÒÅÍÁ 3.36. ðÕÓÔØ S { �ÏÌÕÇÒÕ��Á Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ É�ÕÓÔØ�∗ : b 7→ �∗(b) = {b= ∈ b{2}|b=b = (b=b)∗ and bb= = (bb=)∗}:�ÏÇÄÁ <�∗ { �ÏÒÑÄÏË äÒÅÊÚÉÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a; b ∈ S ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ a <�∗ b. �ÏÇÄÁ, �ÏÔÅÏÒÅÍÅ 3.16, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a+ ∈ �∗(b) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ aa+ = ba+, Á a+a =a+b. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.11, a+ ∈ a{1; 2}. �ÁË ËÁË a+ ∈ �∗(b), aa+ = ba+ =(ba+)∗ = (aa+)∗ É a+a = a+b = (a+b)∗ = (a+a)∗. ÷ ÉÔÏÇÅ, a+ = a† É,ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, a <† b.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a <† b. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ aa† = ba†, Áa†a = a†b. �ÏÇÄÁ a†ba† = a†aa† = a†, (aa†)∗ = aa† = ba† = (ba†)∗ É, ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ, a†b = (a†)∗. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a† ∈ �∗(b) É, × ÉÔÏÇÅ, a <�∗ b. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.37. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �∗ : b 7→ �∗(b) = {x ∈ S | xb =(xb)∗ É bx = (bx)∗}. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ S, �∗(b) = {b−d|d ∈ �∗(b)}.ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ×ÓÅ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ�∗ ÎÁ −�∗.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ b ∈ S. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ b−db =(b−db)∗ É bb−d = (bb−d)∗ ÄÌÑ ×ÓÅÈ d ∈ �∗(b), �ÏÓËÏÌØËÕ �∗(b) ⊆ {b−d|d ∈�∗(b)} ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (b−d)∗ = (b∗)−d∗ É b−d = d(bd)# = (db)#d.éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (b−db)∗ = b∗(b∗)−d∗ = b∗d∗(b∗d∗)# = (db)(db)#= (db)#db = b−db É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, bb−d = (bb−d)∗. �ðÏÓËÏÌØËÕ <�∗

⊆ N�∗ , ÔÏ �ÏÒÑÄÏË äÒÅÊÚÉÎÁ ÓÉÌØÎÅÅ N�∗ . óÌÅÄÕÀ-ÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÎ ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÌØÎÅÅ.ðÒÉÍÅÒ 3.38. ðÕÓÔØ S = M3(Z2) (ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ �ÕÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÔÒÁÎÓ-�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ a = 



1 0 00 0 00 0 0 É b = 



1 1 00 1 00 0 0. �Ï-ÇÄÁ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ bbb = b, a = bba = abb = aba. ðÏÓËÏÌØËÕ
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1 0 00 1 00 0 0 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÔÏ b ∈ �∗(b) É, ÎÁËÏÎÅ�, aN�∗b. úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a = aa = a∗ = a†. �ÏÇÄÁ a†a = a 6= a†b = 



1 1 00 0 00 0 0.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a 6<∗ b.3.5. òÁÚÌÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ N�.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.39. ðÕÓÔØ a; b ∈ S É a N�b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �. �Ï-ÇÄÁ ÉÌÉ a = b, ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a 6= b É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a−1. �ÁËËÁË a ÏÂÒÁÔÉÍÏ É a = ab=a, ÉÍÅÅÍ b= = a−1. îÏ ÔÏÇÄÁ b= ÔÏÖÅ ÏÂÒÁ-ÔÉÍÏ É b= = b−1 = a−1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a = b, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.40. ìÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N�.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ �# ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �#(b) = b ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ S.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ a <−�# b ÓÌÅÄÕÅÔ a = b, ÔÏ ÅÓÔØ <−�# (=<�#){ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. CÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ N−�# .ðÒÉÍÅÒ 3.41. ðÕÓÔØ S = T3 { �ÏÌÕÇÒÕ��Á, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; 3} × ÓÅÂÑ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. ðÉÛÅÍ(mnk), ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ 1 × m, 2 × n, Á 3 × k.ðÕÓÔØ a = (323); b = (321). �ÏÇÄÁ b# = (321) É a = ab#b = bb#a =ab#a ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, aN−�#b.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.42. ÷ �ÒÉÍÅÒÅ ×ÙÛÅ a# = a#bb# = b#ba# = a#ba#, ÔÏÅÓÔØ a#N−�#b#. îÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ a# = a#ba# ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ.ðÒÉÍÅÒ 3.43. ðÕÓÔØ S = T3, a = (211) É b = (231). �ÏÇÄÁ a# = aÉ b# = (312). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: a =ab#b = bb#a = ab#a. îÏ a#ba# = (111) 6= a#.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.44. ðÕÓÔØ a; b ∈ S ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ a ÉÍÅÅÔ ÇÒÕ��Ï-×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ, É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � : S → P(S) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ�(b) ⊆ C(b). åÓÌÉ aN−�b �ÒÉ a = ab−db = bb−da = ab−da ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ d ∈ �(b), ÔÏ a# = a#bb−d = b−dba#.



78 á. çõ�åòíáî, ë. íáòé, ð. û�åêîåòäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a = ab−db = bb−da = ab−da, ÇÄÅ a ÉÍÅÅÔÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a(a#bb−d)a =a#(ab−db)a = a, (a#bb−d)a(a#bb−d) = (a#aa#)bb−d = a#bb−d, Á(a#bb−d)a = a#(ab−db) = a(a#bb−d), ÔÏ ÅÓÔØ (a#bb−d) { ÇÒÕ��Ï×ÁÑÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, a# = b−dba#. îÁËÏÎÅ�, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ a# =a#bb−d = b−dba#. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.45. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �# ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÑ 3.44.ìÅÍÍÁ 3.46. ðÕÓÔØ a; b ∈ S É aN�b �ÒÉ a = ab=b = bb=a = ab=a.�ÏÇÄÁ ab=; b=a ∈ E(S).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ab= = (ab=a)b=, b=a = b=(ab=a). �ìÅÍÍÁ 3.47. ðÕÓÔØ a; b ∈ S. åÓÌÉ aN�b É b { ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ × S, ÔÏa ÔÏÖÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ, �ÒÉÞÅÍ a = ab = ba = a2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ aN�b, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b= ∈ �(b) ⊆ b{2},a = ab=a = ab=b = bb=a. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏa = ab=a = ab=bb=a = (ab=b)(bb=a) = aa;a = ab=b = ab=(bb) = ab, a = bb=a = (bb)b=a = ba É, ÎÁËÏÎÅ�, a = ab =ba = a2. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.48. ðÕÓÔØ S = Tn. �ÏÇÄÁ n-ËÏÒÔÅÖÉ (i : : : i) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ i ∈ {1; : : : ; n} Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ N�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (i : : : i)x = (i : : : i) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ S.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ aN�(i : : : i). �ÏÇÄÁ a = (i : : : i)(i : : : i)=a = (i : : : i).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (i : : : i) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N� É,ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ <�. �÷ [12℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÉÎÕÓ-�ÏÒÑÄËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ <�⊆ N� ⊆<−, ×ÓÅ ÔÁËÉÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÍÉÎÕÓ-�ÏÒÑÄËÁ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ <� É N�,Á ×ÓÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÄÌÑ N�,×ÅÒÎÙ É ÄÌÑ <�.
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