
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 463, 2017 Ç.ñ. ì. çÕÒØÅ×Á, ÷. ð. éÌØÉÎï íå�ïäáè çòõâïóå�ïþîïê ëïòòåëãéé ÷ðïäðòïó�òáîó�÷áè ëòùìï÷á
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅáÌÇÏÒÉÔÍÙ ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÙ ËÁË Ó�ÏÓÏÂ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ (íäï), ËÏÔÏÒÙÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÄ-ÈÏÄÏÍ Ë ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÏÍÕ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÀ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÂÏÌØÛÉÈÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (óìáõ) Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙ-ÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÍÉ �ÒÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÂßÅÍÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑÈ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÎÅÓÔÒÕË-ÔÕÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÅÔËÁÈ, ÓÍ. [1℄ É �ÉÔÉÒÕÅÍÕÀ ÔÁÍ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ. ðÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ íäï ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÄ×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÙÈ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×: ×ÅÒÈÎÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÂÌÏÞÎÙÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ �Ï �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍ, Á ÎÉÖÎÉÊ { ÓÉÎÈÒÏÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ × �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÔÒÕ-ÄÏÅÍËÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÁËÔÕÁÌØÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÙ-ÓÔÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ óìáõ × �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ, Ô.Å. ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ×ÎÅÛÎÅÊ ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÉ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÕÀ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÕ ÒÅÛÁÔØ ÎÁ\Ó×ÏÅÍ" ÍÎÏÇÏÑÄÅÒÎÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏ�ÏÔÏËÏ×ÙÈ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ÏÂÝÅÊ �ÁÍÑÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÅ�ÏÌÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ \×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ" ËÒÙÌÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÏ ÓÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍÉ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ [2℄, × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ�ÏÄÈÏÄÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÅÔÏÄÏ× ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈË×ÁÄÒÁÔÏ× [3, 4℄.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ëÒÙÌÏ×Á, ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÁÑ ËÏÒÒÅË�ÉÑ, ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òîæ No. 15-11-10024 É òææé No. 16-29-1522/17ÏÆÉ-Í. 44



ï íå�ïäáè çòõâïóå�ïþîïê ëïòòåëãéé 45çÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÁÑ ËÏÒÒÅË�ÉÑ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÂÁ-ÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒ×ÏÇÏ, ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ ÒÅÄËÏÊ ÓÅÔ-ËÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ ×ËÏÎ�Å��ÉÉ íäï, Á ÔÁËÖÅ ËÁË ×ÁÒÉÁÎÔ ÍÎÏÇÏÓÅÔÏÞÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ. ëÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÝÕÔÓÑ �Ï ÕÓÌÏ-×ÉÀ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ×ÑÚËÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ óìáõ × �ÏÌÕÞÁÅÍÏÍ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ-×ÌÅÎÎÏÍ ËÒÙÌÏ×ÓËÏÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅ. ëÏÎËÒÅÔÎÏ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× (ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈóìáõ) Ó ÒÅÓÔÁÒÔÁÍÉ É �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÅÊ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (íîë), ËÏÔÏÒÙÊ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ�ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌØ �ÕÔÅÍ ÍÁÌÏÒÁÎÇÏ×ÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. ðÒÉÍÅÎÑÅÍÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁËÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÅÆÌÑ�ÉÉ (deation) ÉÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÓÍÙÓÌÅÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ (augmentation) ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ-�ÅÓÓÁ. äÌÑ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ \×ÅÒÈÎÉÊ" ÕÒÏ×ÅÎØ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ íîë ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÎÅ×ÑÚÏË ÎÁ \ÒÅÓÔÁÒÔÁÈ".äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ�ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ÷ §3 ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ×Ï�ÒÏÓÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ §4 ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÏ× ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÎÁ ÓÅÒÉÉ ÓÅÔÏÞÎÙÈóìáõ ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÄÉÆÕÚÉÏÎÎÏ-ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉ-ÒÉÈÌÅ. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÎ-ÓÔÒÕÉÒÕÅÍÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁ-ÄÁÞ.
§2. íÅÔÏÄÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× Ó ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊËÏÒÒÅË�ÉÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÂÙÓÔÒÙÈ É ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÅÍÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ óìáõ ×ÉÄÁAu = f; A ∈ RN;N ; u; f ∈ RN ; (1)Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍÉ �ÌÏÈÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÍÉ �ÒÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÂßÅÍÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑÈ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÎÅÓÔÒÕË-ÔÕÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÅÔËÁÈ. âÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÅÝÅÓÔ-×ÅÎÎÙÅ ÎÅ \Ó×ÅÒÈÂÏÌØÛÉÅ" ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÕÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ×



46 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéîÏÂÝÅÊ �ÁÍÑÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÑÄÅÒÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍ-ÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑÈ ÍÎÏÇÏ�Ï-ÔÏËÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÂÅÚ ÜÎÅÒÇÏÚÁÔÒÁÔÎÙÈ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÙÈÏÂÍÅÎÏ× ÄÁÎÎÙÍÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅÍÅÔÏÄÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÙ ÄÌÑ ×ÙÓÏËÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉ-ÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ × ÓÅÔÏÞÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ�ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÓÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÙÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍÏÍ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊËÏÒÒÅË�ÉÉ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË Ó�ÏÓÏÂ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ ËÒÙÌÏ×-ÓËÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÇÏ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ-×ÁÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÉÚ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÉÎ�É�Ï×. ÷ ÁÂÓÔÒÁËÔ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÄÁÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÏ×,�1; : : : ; �m, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÍ ÕÔÏÞÎÑÔØ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ �ÒÉÂÌÉÖÅ-ÎÉÅ un Ë ÔÏÞÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ óìáõ (1):ũn = un + 1�1 + : : :+ m�m = un +�; m ≪ N; (2)ÇÄÅ  = (1; : : : ; m)T , ÉÎÄÅËÓ \T" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ, Á �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � = (�1 : : : �m) ∈ RN;m ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ×ÅËÔÏÒÙ �k; k = 1; : : : ;m. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÅ×ÑÚËÉ ÚÁ�ÉÓÙ-×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ r̃n = f −Aũn = rn −	; 	 = A�: (3)ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ  É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ũn ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÎÏÒ-ÍÙ ‖r̃n‖2 = (r̃n; r̃n)1=2. ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× [4℄�ÏÌÕÞÁÅÍ óìáõB̂̂ = 	T	̂ = 	T rn ≡ ĝn; B̂ ∈ Rm;m; (4)ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÏÓÔÉ 	T r̃n = 0. íÁÔÒÉ�Á B̂ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ 	ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ m. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÁÖÅ �ÒÉ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ B̂,ÓÉÓÔÅÍÁ (4) ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ, Á ÉÓËÏÍÙÊ ×ÅËÔÏÒ ̂ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ B+, Ô.Å. ̂ = B̂+	T rn. îÁ�ÒÁËÔÉËÅ óìáõ (4) ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏ-ÄÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ SVD (Singular Value Deomposition, [4℄).



ï íå�ïäáè çòõâïóå�ïþîïê ëïòòåëãéé 47äÁÌÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2), (3) ÌÅÇËÏ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ×ÉÄÕûn=un+�B̂+	T rn; B̂=	T	=�TATA�;r̂n=rn−	(	T	)+	T rn=Ĥrn; Ĥ=I−A�(�TATA�)+�TAT : (5)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ × (4), (5) �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ íîë ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÑÚËÉ r̃n ×ÅËÔÏÒÁÍ �1; : : : ; �m, ÞÔÏ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ ÚÁ-�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �T r̃n = 0, ÏÔËÕÄÁ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (3) �ÏÌÕÞÁÅÍ�B� = �TA�� = �T rn ≡ �gn: (6)ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (5) ÍÙ ÉÍÅÅÍ�un = un +� �B+�T rn; B̂ = �TA�;�rn = �Hrn; �H = I −A�(�TA�)+�T : (7)îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ Ä×Á �ÏÄÈÏÄÁ { (4), (5) É (6), (7) { ÏÂÌÁ-ÄÁÀÔ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÍÅÅÍ�TAT r̃n = 0, Á ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ { �T r̃n = 0. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏÕ ÎÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ É Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ: ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ (4), (5) ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ((rn −A�̃); (rn −A�̃));Á �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (6), (7) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ(A−1(rn −A�̃); (rn −A�̃));ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ (Ó.�.Ï.) ÍÁ-ÔÒÉ�Ù á. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù B̂, �B ∈ RN;N × ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÁÌÏÒÁÎÇÏ×ÙÍÉ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉ� ATA É AÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÎÅ ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÏ×ÁÌÉ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÁËÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ�ÏÌÕÞÅÎÙ ×ÅËÔÏÒÙ un É rn, Ë ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÁÑ ËÏÒÒÅË�ÉÑ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ËÒÙÌÏ×-ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × [5℄ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ ÓÓ.�.Ï. ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÄÅÆÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× (DCG,Deated Conjugate Gradient), �ÒÉÞÅÍ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÄÁÖÅ ÄÌÑÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. äÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ



48 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéî�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÅÆÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù W = (w1 : : : wk) ∈ RN;k Ó ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÂÁÚÉÓ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÇÏ ÄÅÆÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑÎÁÞÁÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ u0; r0 = f − Au0; p0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ W T r0 = 0; W TAp0 = 0: (8)äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ u−1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (8) ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×Á-ÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ r−1 = f −Au−1 Éu0=u−1+WB−1W T r−1; p0=r0−WB−1W TAr0; B=W TAW: (9)äÁÌÅÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÌÑ n = 0; 1; : : : ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �ÏÆÏÒÍÕÌÁÍun+1 = un + �npn; �n = �n=(pn; Apn);rn+1 = rn − �nApn; �n = (rn; rn);pn+1 = rn+1 + �npn −WB−1WArn+1; �n = �n+1=�n; (10)É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (8) ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ W T rn+1 = 0; W TApn+1 = 0: (11)äÌÑ ×ÙÂÏÒÁ ÄÅÆÌÑ�ÉÏÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× wk ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Á�-�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÉÎ�É� ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÉÚ [3℄, ÓÍ. ÄÁ-ÌÅÅ §3.ï�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÔÏÒÏÊ, ×ÅÒÈÎÉÊ, ÕÒÏ×ÅÎØ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÁ Ó ÒÅÓÔÁÒÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ n0 = 0, Á nk, k = 1; : : : ;M , ÓÕÔØ ÎÏÍÅÒÁ\ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ" ÉÔÅÒÁ�ÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏËun0 ; un1 ; : : : ; unm ; rn0 ; rn1 ; : : : ; rnm : (12)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÄÌÉÎÅ �ÅÒÉÏÄÁ ÒÅÓÔÁÒÔÁ m = nk − nk−1ÉÍÅÅÍ nk = km. éÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÆÏÒ-ÍÉÒÕÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�ÙVk = (v1 = un1 − un0 : : : vk = unk − unk−1) ∈ RN;k;Wk = (w1 = Av1 : : : wk = Avk) ∈ RN;k: (13)âÕÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ �Õ-ÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ:ûnk = unk + 1v1 + · · ·+ kvk = unk + Vk�k; (14)



ï íå�ïäáè çòõâïóå�ïþîïê ëïòòåëãéé 49ÇÄÅ �k = (1; : : : ; k)T { ×ÅËÔÏÒ ÎÅÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. óÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏË ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ × ×ÉÄÅr̂nk = f −Aûnk = rnk −Wk�k: (15)äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× k Ó �ÏÍÏÝØÀ íîë ÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ×Ó�Ï-ÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ óìáõBk�k ≡ W TAW �k =W T rnk ≡ gk; Bk ∈ Rk;k ; (16)�ÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ (14).
§3. ëÒÁÅ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ É ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉòÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ËÒÁÅ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ äÉÒÉÈÌÅÄÌÑ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏ-ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
−
�2u�x2 −

�2u�y2 + p�u�x + q �u�y = f(x; y); (x; y) ∈ 
;u|� = 1; � = 
 \ 
; (17)× Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 = [0; 1℄ × [0; 1℄ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �. äÉÓËÒÅÔÉÚÁ�ÉÑ�ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂß£ÍÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (�ÏÄÒÏÂÎÅÅÓÍ. [4℄) ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔËÅ  ÞÉÓÌÏÍ ÛÁÇÏ× L+1 �Ï ÏÓÉ x É M +1 �ÏÏÓÉ y. þÉÓÌÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ × ÓÉÓÔÅÍÅ (1), Ô.Å. ÒÁÓÞ£ÔÎÙÈ ÕÚÌÏ×, ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔ LM �ÏÓÌÅ ÕÞ£ÔÁ ËÒÁÅ×ÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑÕÚÌÏ× ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÉ.÷ ÒÁÓÞ£ÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁËÒÏÓÅÔËÁ, ÍÁËÒÏÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏ-ÔÏÒÏÊ, ÉÌÉ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ, �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÒÁÓÞ£ÔÎÙÅ ÕÚÌÙ. íÁËÒÏÓÅÔËÁÔÁËÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ É ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÍÁËÒÏÛÁÇÏ× Px É Py �Ï ËÁÖÄÏ-ÍÕ ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ × 
 ÅÓÔØ P = PxPy.íÁËÒÏÓÅÔËÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÓÅÔÏÞÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÍÁËÒÏÓÅÔ-ËÉ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÍÅÖÄÕ ÓÅÔÏÞÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÅÔËÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ËÁ-ÖÄÙÊ ÒÁÓÞ£ÔÎÙÊ ÕÚÅÌ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÓÅÔÏÞÎÙÅ ÍÁËÒÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÅÒÅÚ X0; : : : ; XPx É Y0; : : : ; YPy �Ï x-É y-ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÁÖÄÁÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÞÅÔÙÒØÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÁËÒÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÌÉ ÍÁËÒÏ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, É ÉÍÅ-ÅÔ Ó×ÏÊ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ (ÏÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÍÅÒÕ ÓÔÏÌÂ�Á ÄÅÆÌÑ-�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù W ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù W ÒÁ×ÎÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÍÁËÒÏÓÅÔËÅ, Á ÞÉÓÌÏÓÔÒÏË × ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÁÓÞ£ÔÎÙÈ ÕÚÌÏ×.



50 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéîäÌÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÒÉÔÉ�Á ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ: ÎÕÌÅ×ÏÇÏ, �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×. ïÓÔÁ-ÎÏ×ÉÍÓÑ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉ�Á.ðÅÒ×ÙÊ ÔÉ� { ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÉÌÉ ÔÁË ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÙÅ \�ÏÌÏÞËÉ" × �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ. ïÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÒÁÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÕÚÌÁ Ó �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ n (ÓÞÉÔÁÅÍ,ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÓÞ£ÔÎÙÅ ÕÚÌÙ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (xi; yj), Á èk; Xk+1, Yl; Yl+1 { ÍÁËÒÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ p. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÁÔÒÉ�Ù ÉÍÅÅÍ W (q; p) = 1 �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊXk < xi < Xk+1; Yl < yj < Yl+1; (18)ÇÄÅ q = q(i; j) ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓÞ£Ô-ÎÏÇÏÏ ÕÚÌÁ ÓÅÔËÉ. ÷ ÓÔÏÌÂ�Å, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍp, ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÞ£ÔÎÙÈ ÕÚÌÏ× ÌÅ-ÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÓÔÏÌÂ�Å ÂÕÄÕÔÎÕÌÅ×ÙÍÉ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÂÁ-ÚÉÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÞÅÇÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉ�ÙW ÓÏÄÅÒÖÉÔÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.÷ÔÏÒÏÊ ÔÉ� ÆÕÎË�ÉÊ { ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ \ËÒÙÛÅÞËÉ". üÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÆÉ-ÎÉÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ × �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ, Ô.Å. ËÁÖÄÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ { �Ï x É �Ï y { É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁÓ×Ï£Í ÎÏÓÉÔÅÌÅ { \ÓÄ×ÏÅÎÎÏÍ" ÍÁËÒÏÏÔÒÅÚËÅ [Xk−1; Xk+1℄ É [Yl−1; Yl+1℄ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑÏÄÎÉÍ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È Ó�ÏÓÏÂÏ× × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÕÄÁ ÉÍÅÎÎÏ (×ËÁËÕÀ ÞÁÓÔØ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÉÌÉ × ËÁËÕÀ ÉÍÅÎÎÏÍÁËÒÏÑÞÅÊËÕ) �Ï�ÁÄÁÅÔ ÒÁÓÞ£ÔÎÙÊ ÕÚÅÌ:�ÒÉ Xk−1 < xi < Xk; Yl−1 < yj < Yl;W (q; p) = ( xi −Xk−1Xk −Xk−1)(yj − Yl−1Yl − Yl−1 );�ÒÉ Xk−1 < xi < Xk; Yl < yj < Yl+1;W (q; p) = ( xi −Xk−1Xk −Xk−1)(1− yj − YlYl+1 − Yl);�ÒÉ Xk < xi < Xk+1; Yl−1 < yj < Yl;W (q; p) = (1− xi −XkXk+1 −Xk )(yj − Yl−1Yl − Yl−1 );



ï íå�ïäáè çòõâïóå�ïþîïê ëïòòåëãéé 51�ÒÉ Xk < xi < Xk+1; Yl < yj < Yl+1;W (q; p) = (1− xi −XkXk+1 −Xk )(1− yj − YlYl+1 − Yl ): (19)ëÁÖÄÕÀ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÕÚÌÏ× ÍÁËÒÏÓÅÔËÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂ�Ï× ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�Å W ÒÁ×ÎÏ (Px+1)(Py+1). ÷ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ4-È ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÁË ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÄÅÆÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù W ÞÅÔÙÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.�ÒÅÔÉÊ ÔÉ� ÆÕÎË�ÉÊ { ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ×ÚÑÔÙÅ× ×ÉÄÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ B-Ó�ÌÁÊÎÏ×. üÔÉ ÆÕÎË-�ÉÉ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ÆÉÎÉÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, Á ÉÍÅÎÎÏ \ÔÒÏÊÎÏÊ" ÍÁËÒÏÏÔ-ÒÅÚÏË [Xk−2; Xk+1℄ É [Yl−2; Yl+1℄ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ. ó�ÌÁÊÎ(ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) \ÓÛÉÔ" ÉÚ ÔÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈÓÑ �Ï-Ó×ÏÅÍÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ \ÏÄÉÎÁÒÎÏÍ" ÍÁËÒÏÏÔÒÅÚ-ËÅ, Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉÞÅÒÅÚ b1; b2; b3. �ÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÉÈ ËÁËb1(x0; x1; x2; x) = x− x0x2 − x0 x− x0x1 − x0 ;b2(x0; x1; x2; x3; x) = x− x0x2 − x0 x2 − xx2 − x1 + x3 − xx3 − x1 x− x1x2 − x1 ;b3(x1; x2; x3; x) = x3 − xx3 − x1 x3 − xx3 − x2 ; (20)ÇÄÅ x0; x1; x2; x3 { ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÁËÒÏÕÚÌÏ×, Á x { ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁ ÒÁÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÕÚÌÁ. ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈÓ�ÌÁÊÎÏ× ÄÁ£Ô ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÞ£ÔÎÏÍÕ ÕÚÌÕ �Ï�ÁÓÔØ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÄÅ×Ñ-ÔÉ ÍÁËÒÏÑÞÅÅË{ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÅÇÏ Ó�ÌÁÊÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ-Ó�ÌÁÊÎÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ Ó�ÏÓÏÂÏ×× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÍÁËÒÏÑÞÅÊËÉ, × ËÏÔÏÒÕÀ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÒÁÓ-Þ£ÔÎÙÊ ÕÚÅÌ ÓÅÔËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (xi; yj):�ÒÉ Xk−2 < xi < Xk−1; Yl < yj < Yl+1;W (q; p) = b1(Xk−2; Xk−1; Xk; xi)b3(Yl−1; Yl; Yl+1; yj);�ÒÉ Xk−1 < xi < Xk; Yl < yj < Yl+1;W (q; p) = b2(Xk−2; Xk−1; Xk; Xk+1; xi)b3(Yl−1; Yl; Yl+1; yj);�ÒÉ Xk < xi < Xk+1; Yl < yj < Yl+1;W (q; p) = b3(Xk−1; Xk; Xk+1; xi)b3(Yl−1; Yl; Yl+1; yj);



52 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéî�ÒÉ Xk−2 < xi < Xk−1; Yl−1 < yj < Yl;W (q; p) = b1(Xk−2; Xk−1; Xk; xi)b2(Yl−2; Yl−1; Yl; Yl+1; yj);�ÒÉ Xk−1 < xi < Xk; Yl−1 < yj < Yl;W (q; p) = b2(Xk−2; Xk−1; Xk; Xk+1; xi)b2(Yl−2; Yl−1; Yl; Yl+1; yj);�ÒÉ Xk < xi < Xk+1; Yl−1 < yj < Yl;W (q; p) = b3(Xk−1; Xk; Xk+1; xi)b2(Yl−2; Yl−1; Yl; Yl+1; yj);�ÒÉ Xk−2 < xi < Xk−1; Yl−2 < yj < Yl−1;W (q; p) = b1(Xk−2; Xk−1; Xk; xi)b1(Yl−2; Yl−1; Yl; yj);�ÒÉ Xk−1 < xi < Xk; Yl−2 < yj < Yl−1;W (q; p) = b2(Xk−2; Xk−1; Xk; Xk+1; xi)b1(Yl−2; Yl−1; Yl; yj);�ÒÉ Xk < xi < Xk+1; Yl−2 < yj < Yl−1;W (q; p) = b3(Xk−1; Xk; Xk+1; xi)b1(Yl−2; Yl−1; Yl; yj): (21)
§4. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙîÉÖÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞ£ÔÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ËÒÁÅ×ÏÊÚÁÄÁÞÉ (17) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÓÞ£ÔÎÙÈ ÕÚÌÏ×, ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÎ×ÅË-ÔÉ×ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ËÏÌÉÞÅÓÔ× �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ É �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÒÅÓÔÁÒ-ÔÏ×. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÎÁ ËÌÁÓÔÅÒÅ îëó-1ð óóëã é÷íÉíçóï òáî [7℄. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÌÉÓØ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÄÌÑ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, É �ÏÜÔÏÍÕÏÎÉ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ × ÏÄÎÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÏÍ ÒÅÖÉÍÅ. �ÏÞÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÂÙÌÏ ×ÚÑÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ u = 1. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏÍÅÔÏÄÁ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ (1) ÂÙÌ ×ÙÂÒÁÎ ÄÅÆÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÓÏ�ÒÑ-Ö£ÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ

‖rn‖ 6 10−7‖f‖2. ðÏ ×ÙÈÏÄÕ ÉÚ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÑÌÁÓØÏÛÉÂËÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Æ = ‖1− u‖∞. îÁÞÁÌØÎÏÅ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÓÞ£ÔÁÈ ÂÙÌÏ ×ÚÑÔÏ ÒÁ×ÎÙÍ u0 = x2 + y2. ÷ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌ. 1 × ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÔÅÒÁ�ÉÊÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÏÛÉÂËÉ. óÔÏÌÂ�Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÒÅÓÔÁÒÔÁ m = 8; 16; 32; 64, Á ÓÔÒÏËÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÏÍÕ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÓÞ£ÔÎÙÈ ÕÚÌÏ× N = 162; 322; 642; 1282. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,



ï íå�ïäáè çòõâïóå�ïþîïê ëïòòåëãéé 53ËÁË É × �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÔÁÂÌ. 2,3, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ DCG �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (10) É ÏÄÎÏÕÒÏ×ÎÅ×ÏÍÕ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÉÀ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÌÑ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (7). ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÉÔÏ-�ÁÂÌÉ�Á 1. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á�ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ P = 2×2 É ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×p = q = 0.N \m 8 16 32 64162 55 48 39 364:2 · 10−7 1:4 · 10−7 1:3 · 10−7 7:1 · 10−8322 157 101 86 731:1 · 10−6 5:9 · 10−7 5:2 · 10−7 2:2 · 10−7642 517 282 189 1612:7 · 10−6 2:0 · 10−6 8:8 · 10−7 9:2 · 10−71282 1798 965 514 3447:7 · 10−6 5:4 · 10−6 4:7 · 10−6 2:9 · 10−6ÇÏ×ÁÑ ÏÛÉÂËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÅÍÌÅÍÏÊ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÍÕËÒÉÔÅÒÉÀ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. üÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ ÏÂ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. üÔÏÔ ×Ù×ÏÄ �ÏÄÔ×ÅÒ-ÖÄÁÅÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÒÁÓÞ£ÔÁÍÉ.÷ ÔÁÂÌ. 2 �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÔÅÈ ÖÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ËÒÏ-ÍÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÙÍ P=4x4, 8x8, 16x16.éÍÅÎÎÏ ÜÔÉÍ ÔÒ£Í ÞÉÓÌÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÔÅÒÁ�ÉÊ (ÓÌÅ×ÁÎÁ�ÒÁ×Ï) × ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÔÁÂÌÉ�Ù.�ÁÂÌÉ�Á 2. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ P = 4 × 4, 8 × 8, 16 × 16 É ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× p = q = 0.N \ m 8 16 32 64162 27 14 1 26 14 1 26 14 1 26 14 1322 60 28 14 52 26 14 50 26 14 48 26 14642 172 61 27 105 50 26 94 49 26 92 48 261282 563 171 60 306 102 49 193 92 49 175 91 47



54 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéî÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌ. 3 �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÔÅÈ ÖÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈÄÁÎÎÙÈ, ÞÔÏ É × ÔÁÂÌ. 2, ËÒÏÍÅ ×ÅÌÉÞÉÎ ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (17), ËÏÔÏÒÙÅ ÚÄÅÓØ ÂÙÌÉ ×ÚÑÔÙ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ,p = q = 4. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ �ÅÒÉÏÄÁÈÒÅÓÔÁÒÔÏ× ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÉÎÏÇÄÁ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ (× ÔÁÂÌ. 3 ÜÔÏ-ÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍ×ÏÌ \∞"). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈóìáõ ÍÅÔÏÄ DCG × \ÞÉÓÔÏÍ ×ÉÄÅ" É ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ, Á ÓÔÁÂÉÌÉ-ÚÉÒÕÀÝÅÅ ×ÌÉÑÎÉÅ LSM ÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØ-ÛÉÈ m. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÉ�Á × ÞÉÓÌÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÙÈ É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈp; q ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, �ÒÉÞÅÍ ÏÎÁ ËÏÌÅÂÌÅÔÓÑ ËÁË × ÏÄÎÕ,ÔÁË É × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÕÚÌÏ×, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÕ ÉÔÅÒÁ�ÉÀ, ÔÁËËÁË × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ�Á W Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ, É ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÍÅ-ÅÍ �ÒÑÍÏÊ ÍÅÔÏÄ. ÷ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ 4 É 5 �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÁÎÎÙÅ,�ÁÂÌÉ�Á 3. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ P = 4 × 4, 8 × 8, 16 × 16 É ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× p = q = 4.N \ m 8 16 32 6416 43 25 1 71 39 1 167 98 1 517 198 132 69 51 25 94 115 49 198 516 99 651 ∞ 25964 150 74 51 132 119 131 188 455 840 398 ∞ ∞128 440 158 74 289 145 125 249 238 716 356 3288 ∞ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÁÂÌ. 2,3, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÕÒÏ×ÎÅÊÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËË×ÁÄÒÁÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÒÒÅË�É-ÅÊ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (13){(16).ëÁË ×ÉÄÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ LSM ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÄÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÔÅÒÁ�ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÓÌÕÞÁÅ×ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÖÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØ-ÓÔ×ÕÀÔ, ÞÔÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÍÅÎØÛÅ-ÎÉÀ ÞÉÓÌÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ, ÂÌÉÚËÏÍÕ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ. ÷ÌÉÑÎÉÅ ÄÌÉÎÙ �ÅÒÉÏÄÁÒÅÓÔÁÒÔÁ m ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÒÉÔÉÞ-ÎÙÍ É �ÒÏÑ×ÌÑÅÔ ÓÅÂÑ �Ï ÒÁÚÎÏÍÕ: Ó ÒÏÓÔÏÍ m ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈóìáõ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ × �ÅÌÏÍ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ÄÌÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÒÁ-ÓÔÅÔ.



ï íå�ïäáè çòõâïóå�ïþîïê ëïòòåëãéé 55�ÁÂÌÉ�Á 4. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ P = 4×4, 8×8,16 × 16 É p = q = 0 ÄÌÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÕÒÏ×ÎÅÍíîë-ÕÓËÏÒÅÎÉÑ.N \ m 8 16 32 64162 27 14 1 26 14 1 26 14 1 26 14 1322 53 27 14 49 26 14 50 26 14 48 26 14642 98 55 26 97 49 26 94 49 26 92 48 261282 185 98 55 177 98 48 181 92 49 177 91 47�ÁÂÌÉ�Á 5. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ Ä×ÏÊÎÏÇÏ LSM-ÕÓËÏÒÅÎÉÑ�ÒÉ p = q = 4.N \ m 8 16 32 64162 38 23 1 67 37 1 135 97 1 324 195 1322 71 45 22 89 85 37 169 164 97 394 450 194642 139 73 45 140 109 95 178 212 163 342 393 3921282 281 415 72 273 152 111 275 238 208 346 463 400äÁÌÅÅ × ÔÁÂÌÉ�ÁÈ 6 É 7 ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ �ÏÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× �Ï ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍ (19).�ÁÂÌÉ�Á 6. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÓÞÅÔÏ× Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (19) É Ä×ÏÊÎÏÇÏ LSM-ÕÓËÏÒÅÎÉÑ �ÒÉ p = q = 0.N \m 8 16 32 64162 24 12 1 22 12 1 21 12 1 21 12 1322 45 26 12 45 27 11 42 25 11 41 25 11642 81 49 27 81 48 27 83 50 26 78 47 261282 153 90 49 145 93 49 150 92 51 152 92 49ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ó ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ 4 É 5, �Ï-×ÙÛÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÉÔÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ 10% �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõÉ �ÏÞÔÉ ÞÔÏ ×Ä×ÏÅ { ÄÌÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, Ô.Å. �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉËÏÎ×ÅË�ÉÉ.



56 ñ. ì. çõòøå÷á, ÷. ð. éìøéî�ÁÂÌÉ�Á 7. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÓÞÅÔÏ× Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (19) É Ä×ÏÊÎÏÇÏ LSM-ÕÓËÏÒÅÎÉÑ �ÒÉ p = q = 4.N \ m 8 16 32 64162 27 14 1 36 17 1 54 20 1 84 20 1322 47 27 12 51 30 12 72 40 12 104 68 12642 88 50 27 87 52 27 97 60 32 142 81 321282 160 96 51 159 96 51 166 96 52 181 113 65
§5. úÁËÌÀÞÅÎÉÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÉÎ�É�Ù �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÕÂÏÓÅ-ÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ Ó Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÏ× ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÏÄÈÏÄÏÍ Ë ÕÓËÏÒÅ-ÎÉÀ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á Ó ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÍÕÌØÔÉ-�ÒÅÄÏÂÕÓ-ÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÉ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ïÎÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÙÓÔÒÏÇÏ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ�ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� B̂ É �B. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ �ÏÒÑÄËÁ N ≈ 106 É ×ÙÛÅ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÎÅ×ÅÌÉËÏ (P ≈ i · 10, i = 1; 2; : : :), ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÓÔÁÒÔÏ× m ≈ i · 10,i = 1; 2; : : : ; ÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù B ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÏÄ-ÎÏËÒÁÔÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ \×ÙÔÑÎÕÔÙÈ" ÍÁÔÒÉ� W ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÕA. íÏÖÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÓËÏÒÉÔØ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÅÓÌÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �Ï-ÄÏÂÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ MKL INTEL. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�ÙW ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊ-ÓÔ×ÁÈ ÍÎÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ñ. ì. çÕÒØÅ×Á, ÷. ð. éÌØÉÎ, ä. ÷. ðÅÒÅ×ÏÚËÉÎ, áÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. | ÷ÙÞÉÓÌ. ÍÅÔÏÄÙ�ÒÏÇÒÁÍ. 17 (2016), 132{146.2. Y. Saad, Iterative Methods for Sparse Linear Systems, PWS Publ., NY, 1996.3. ñ. ì. çÕÒØÅ×Á, ÷. ð. éÌØÉÎ, ï ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑÈ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. | ÷ÙÞÉÓÌ. ÍÅÔÏÄÙ �ÒÏÇÒÁÍ. 16 (2015), 146{154.
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