
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 463, 2017 Ç.í. ÷. âÕÄÒÅ×ÉÞëïìéþåó�÷ï íá�òéã ó îåîõìå÷ùíðåòíáîåî�ïí îáä ëïîåþîùí ðïìåí
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ É Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:per A = ∑�∈Sn a1�(1) : : : an�(n); det A = ∑�∈Sn sign(�)a1�(1) : : : an�(n);ÇÄÅ Sn | ÇÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á sign(�)| ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sn. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÁÔÒÉ� Mm;n(Fq) Ó m ÓÔÒÏËÁÍÉ É n ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, m 6 n, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ�ÏÌÅÍ Fq Ó q ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. åÓÌÉ m = n, ÔÏ ÂÕÄÅÍ�ÉÓÁÔØMn;n =Mn. þÅÒÅÚ V n(Fq) ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ V n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÄÌÉÎÎÙ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Fq. äÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Mm;nÞÅÒÅÚ A(�|�), ÇÄÅ � ⊂ {1; : : : ;m} É � ⊂ {1; : : : ; n}, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ,�ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ A ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÔÒÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ � É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÓÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ �.íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 2, ÔÁË ËÁË �ÒÉ p =2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 = −1 É ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ.ðÅÒÍÁÎÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÏÊ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀËÏÔÏÒÏÊ Ó×ÏÄÑÔÓÑ ÍÎÏÇÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ É ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉÇÒÁÆÏ× [1,11{13℄. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ �ÒÉËÌÁÄÎÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒ-ÍÁÎÅÎÔÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎÁÌÇÏÒÉÔÍ òÁÊÚÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ [3℄ Ó ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØÀ O(n2n). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÄÁÖÅ ÄÌÑ(0; 1)-ÍÁÔÒÉ�Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑ #P -ÓÌÏÖÎÏÊ [10℄, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏ �ÒÏÂÌÅÍÅ ëÕËÁ P 6= NP [5, 8, 9℄. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ � ÔÁËÉÈ,ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÅÒÍÁÎÅÎÔ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ËÏÎ×ÅÒÔÁ�ÉÑ, ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ.òÁÂÏÔÁ Á×ÔÏÒÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òîæ 17-11-01124.13



14 í. ÷. âõäòå÷éþÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ� ÉÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: per A = det �(A): (1.1)÷ ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÄÌÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á Mn(Fq). á×ÔÏÒÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ p > 2 É ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÅ (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁÍÁÔÒÉ�) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÏÍ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ� Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. äÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÌÕÞÛÅÎ× ÒÁÂÏÔÅ [4℄, ÇÄÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 3 É ÄÌÑ �ÏÌÅÊ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 3 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÉÚ Mn(Fq) Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ �ÅÒÍÁ-ÎÅÎÔÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ� Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n, p > 3 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ� : Mn(Fq) → Mn(Fq), ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈Mn(Fq) ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ (1.1). ÷ [2℄ ÕÌÕÞÛÅÎÁ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� A ∈Mn(Fq)Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÏÍ.ðÏÚÄÎÅÅ × ÒÁÂÏÔÅ [7℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ,ÞÔÏ p > 3 É × �ÏÌÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ | �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÎÁËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� A ∈ Mn(Fq) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ××ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁ k ×ÅËÔÏÒÁÈ ÄÌÉÎÎÙ n, ÇÄÅ n > k.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k ÉÚ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÅË-ÔÏÒÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ×ÅËÔÏÒÁÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÌÕÞÛÉÔØ Ï�ÅÎËÕ, �Ï-ÌÕÞÅÎÎÕÀ × ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 4℄.÷ §2 ××ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÅÇÏ Ó×ÑÚØ ÓÔÅÎÚÏÒÏÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ. ÷ §3 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 5 Ë Ä×ÕÍ p-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ u; v ÎÅÌØÚÑ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ×ÅËÔÏÒ w ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅËÔÏÒÙ u; v; w ÏËÁÚÁÌÉÓØ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. ÷ §4�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÄÌÑ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÍÁ-ÔÒÉ� Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÏÍ.
§2. p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ××ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ É �ÏËÁÖÅÍ, ËÁËÏÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÁ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁÂÏÔÅ [4℄.



ëïìéþåó�÷ï íá�òéã 15ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. �ÅÎÚÏÒÏÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Mm;n(F), ÇÄÅm 6 n, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒ T (A), ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Ti1;:::;in−m={per A(|i1; : : : ; im); ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i1; : : : ; in−mÒÁÚÌÉÞÎÙ;0; ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÉÎÄÅËÓÏ× i1; : : : ; in−m ÅÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ:úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ T ÎÕÌÅ×ÏÊ É �ÉÓÁÔØT = 0, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉ�ÙA∈Mm;n,ÇÄÅ m < n, { ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÎÕÌÉ, ÌÉÂÏ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ �ÏÄÍÁÔÒÉ��ÏÒÑÄËÁ m. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T (A) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ�ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ m ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ-×ÅÎ 0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ÷ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vk ∈ V n(Fq), ÇÄÅ k 6 n, ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ kÍÁÔÒÉ�Ù A ∈Mk;n(Fq), ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÔÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÒÁ×ÅÎ 0.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÎÙ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂÙÞÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×É-ÓÉÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ×.óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 2.1 É 2.4.ìÅÍÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ v1; : : : ; vk ∈ V n(Fq), k 6 n É ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�ÙA ∈ Mk;n(Fq) ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÙ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ v1; : : : ; vk. ÷ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vk p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ T (A) = 0.äÁÌÅÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×.ìÅÍÍÁ 2.7. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vk ∈ V n(Fq) p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, k < n,w ∈ V n(Fq). �ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vk; w Ñ×ÌÑÀÔÓÑ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ Mk;n ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÍÉv1; v2; : : : ; vk É ÍÁÔÒÉ�Á B �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ A �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏ-ËÉ, ÒÁ×ÎÏÊ w. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ T (A) = 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ × B �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ C�ÏÒÑÄËÁ k + 1. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ per C �ÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ �Ï �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ:per C = k+1
∑i=1 1iper C(1|i):



16 í. ÷. âõäòå÷éþ�ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á C(1|) �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÅÊ A, ÁC(1|i) { Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ k, ÔÏ per C(1|i) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏÍ ÔÅÎÚÏÒÁ T (A) = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, per C(1|i) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏi ∈ {1; : : : ; k +1} É per C = 0. �ÁË ËÁË ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÍÁÔÒÉ-�Ù C �ÏÒÑÄËÁ k + 1 ÍÁÔÒÉ�Ù B, ÔÏ T (B) = 0, É ×ÅËÔÏÒÙ w; v1; : : : ; vkp-ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vk ∈ V n(Fq), k 6 n, É ÓÒÅÄÉÎÉÈ ÅÓÔØ l < k p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. �ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vk p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.9. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2.8 �ÒÉ k = n �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A �ÏÒÑÄËÁ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k < n p-ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÓÔÒÏË (ÓÔÏÌÂ�Ï×), ÔÏ per A = 0.
§3. åÝÅ ÏÄÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÂÏÌØÛÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÏ× p-ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔØ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÈ ÜÌÅÍÅÔÏ× ×ÅËÔÏÒÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ × ×É-ÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÒÏÌØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÉÇÒÁÀÔ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ. äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ �ÏÌÑ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔÄÁÎÎÕÀ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ.ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ A ∈ M2;5(Fq), ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ p > 3 ÉT (A) 6= 0. ðÕÓÔØ w ∈ V 5(Fq) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÍÁ-ÔÒÉ�Á B �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ A �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÓÔÒÏËÉ w. �ÏÇÄÁ T (B) 6= 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÍÎÏÖÉÍ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù B ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ

Fq ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÒÉ�ÉÓÙ×Á-ÎÉÅÍ w, ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË Õ ×ÅËÔÏÒÁ w ÎÅÔÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ B′. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÀ B′(1|) = A′. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù BÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÏ× T (A) É T (B) ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÚ-ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, T (B′) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ T (B) = 0, É T (A′) = 0ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ T (A) = 0.äÁÌÅÅ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÏÌÏÖÉÍ w = (1; 1; 1; 1; 1).



ëïìéþåó�÷ï íá�òéã 17ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ T (B) = 0 ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,�ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.1. îÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ T (A), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÙÅ ËÁË �ÅÒÍÁÎÅÎÔÙ �ÏÄÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 2 (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1). ëÁÖÄÕÀÔÁËÕÀ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÉÎÙ 5 ÉÚ Ä×ÕÈ 1 É ÔÒÅÈ 0,ÇÄÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÏÍÅÒÁÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ × ÍÁÔÒÉ�Å A ÓÔÏÌÂ-�Ï×. îÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÅË-ÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË; �ÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÁÛÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÜÔÏÍÕ �ÏÒÑÄËÕ. ÷ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ C25 = 10.2. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ËÁÖÄÏÊ�ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ 3 ÍÁÔÒÉ�Ù B ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ 0. �ÁË ËÁË ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù B ÒÁ×ÎÙ 1, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �Ï-ÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ �Ï �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊÔÒÅÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 1. ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÍ C35 = 10 ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÉÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÓ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ D, ÇÄÅ
D =
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:
÷ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÎÁÈÏÄÉÍ det D = −243. �ÁË ËÁË ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑp > 3, ÔÏ det D 6= 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔÙÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁT (A), ËÏÔÏÒÙÊ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 0. éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ T (B) 6= 0. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. áÒÇÕÍÅÎÔÙ ÌÅÍÍÙ 3.1 ÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÄÌÑ A ∈M3;7(Fq), ÇÄÅ Fq { �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 3. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔC37 = C47 = 35 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ −21536 6= 0.
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§4. õÌÕÞÛÅÎÉÅ Ï�ÅÎËÉðÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÅÍÍÙ 3.1 ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÓÎÉÚÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÍÁ-ÔÒÉ� A ∈ M3;n(Fq), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ T (A) 6= 0.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 4.1. þÅÒÅÚ P+(k×n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k × n ÍÁÔÒÉ�A ∈Mn(Fq) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ P+(2×n).ìÅÍÍÁ 4.2 ([2, ÌÅÍÍÁ 2℄). ðÕÓÔØ A ∈M2;n(Fq), Fq { �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ p > 2. �ÏÇÄÁP+(k×n) = (qn − 1)2 − (q − 1)2(n+ C2n(q − 1)):÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÌÅÍÍÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×Ó�ÏÍÏ-ÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 4.3 ([2, ÌÅÍÍÁ 2, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï℄). ðÕÓÔØ A ∈ M2;3(Fq), Fq {�ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 2. ðÕÓÔØ × ÍÁÔÒÉ�Å A ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉÉÌÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. �ÏÇÄÁ T (A) 6= 0.ìÅÍÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ A ∈ M2;n(Fq), ÇÄÅ n > 7, É Fq | �ÏÌÅ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 3. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË ÉÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×. ðÕÓÔØ w ∈ V n(Fq), w 6= 0 É ÍÁÔÒÉ�Á B �ÏÌÕÞÅÎÁÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÔÒÏËÉ w. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:(1) ÷ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÔ-ÎÏ×. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ q − 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× w, ÔÁËÉÈÞÔÏ T (B) = 0.(2) T (B) 6= 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ l0 É l+ { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÙÈ É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ×ÅËÔÏÒÅ w, l0 + l+ = n.åÓÌÉ l+ > 5, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ 3 × 5 �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ C ÍÁÔÒÉ�ÙB, × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ ÎÕÌÅÊ. íÁÔÒÉ�Á C(1|) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A, É �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ × ÎÅÊ ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×. ïÄÎÁËÏ, ÔÁËËÁË ÜÔÏ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÔÏ × ÎÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏ-ËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÙÈÓÔÒÏË × ÍÁÔÒÉ�Å C(1|).1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × C(1|) ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË. �ÏÇÄÁ × ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ 2× 3 �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ C(1|i; j) ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×. ðÏ



ëïìéþåó�÷ï íá�òéã 19ÌÅÍÍÅ 4.3 �ÏÌÕÞÁÅÍ T (C(1|i; j)) 6= 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T (C(1|)) 6= 0.ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.1 T (C) 6= 0. �ÁË ËÁË C { �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù B Ó ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÜÌÅÌÍÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ T (C)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁ T (B). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T (B) 6= 0.2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÍÁÔÒÉ�Å C(1|) ÏÄÎÁ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ. âÅÚ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ C(1|). �ÁËËÁË ÓÔÏÌÂ�Ù C(1|) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ A É ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ,ÔÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ C(1|) ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,× ÍÁÔÒÉ�Å C(2|) ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ÙÂÅÒÅÍ 2 × 3 �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÕC(2|i; j). ÷ C(2|i; j) ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÌÅÍÍÅ 4.3T (C(2|i; j)) 6= 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ; ÅÍÕ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔÕÅÔ ÔÁËÁÑ 2 × 2 �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á D = (dkl), ÞÔÏ per D 6= 0. úÁÆÉËÓÉ-ÒÕÅÍ ÜÔÉ Ä×Á ÓÔÏÌÂ�Á É ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù B, ×ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ a 6= 0. �ÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ
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 :ðÅÒÍÁÎÅÎÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ aper D 6= 0 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍÔÅÎÚÏÒÁ T (B). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T (B) 6= 0.3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÍÁÔÒÉ�Å C(1|) Ä×Å ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ, ÔÏ ÅÓÔØC(1|) = 0. íÁÔÒÉ�Á C(1|) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÒÏË, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ-�Ù C(1|) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-ÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÔÁËÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ.äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ l+ 6 4. �ÁË ËÁË n > 7, ÔÏ l0 > 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ�Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ w 6= 0 É l+ > 1.÷ÙÂÅÒÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ C ÍÁÔÒÉ�Ù B, ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ-×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ 0. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂ�Ï× ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×-ÎÏ l0 > 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË × ÍÁÔÒÉ�Å C(1|).1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × C(1|) ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË. �ÏÇÄÁ × ÎÅÊ ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ 2 × 3 �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÅÍÍÅ 4.3 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ 2× 2 �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á D = (dij), ÞÔÏ per D 6= 0.íÁÔÒÉ�Á D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÅÊ C(1|). ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÍÁÔÒÉ�Å B ÓÔÏÌ-ÂÅ�, ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÉÊ × C. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, �ÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á



20 í. ÷. âõäòå÷éþÒÁ×ÅÎ a 6= 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÍÁÔÒÉ�Å B ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á:
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 :ðÅÒÍÁÎÅÎÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ per D 6= 0 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍÔÅÎÚÏÒÁ T (B). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T (B) 6= 0.2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × C(1|) ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù C. �ÁËËÁË × C(1|) ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÔÏ ÔÒÅÔØÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù C ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅÊ. ðÕÓÔØ D ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ C ÄÏ ÍÁÔÒÉ�Ù B. ðÅÒ-×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ B ÉÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × D × ÔÏÞÎÏÓÔÉ l+ÓÔÏÌÂ�Ï×. �ÁË ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ C ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ, ÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÔÏÒÏÊÓÔÒÏËÉ B. äÁÌÅÅ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×�ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ B, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ:2.1. ðÕÓÔØ l+ > 3. �ÏÇÄÁ × D(3|) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 2× 3 �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÕÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×; �Ï ÌÅÍÍÅ 4.3, ÔÅÎÚÏÒ ÜÔÏÊ �ÏÄ-ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × D(3|) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 2× 2 �ÏÄÍÁ-ÔÒÉ�Á F = (fij), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ per F 6= 0. ÷ÏÚØÍÅÍ ÓÔÏÌÂ�Ù, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ�ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ F , É ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù C. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÏÌÂ�Á ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù C ÒÁ×ÅÎ a 6= 0. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÕÍÁÔÒÉ�Ù B ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:




0 f11 f120 f21 f22a ∗ ∗



 :ðÅÒÍÁÎÅÎÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ aper F 6= 0 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍÔÅÎÚÏÒÁ T (B), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T (B) 6= 0.2.2. ðÕÓÔØ l+ = 2. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�ÁB ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ




0 0 : : : 0 w1 w20 0 : : : 0 b2;n−1 b2nb31 b32 : : : b3;n−2 b3;n−1 b3n

 :



ëïìéþåó�÷ï íá�òéã 21ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F = ( w1 w2b2;n−1 b2n). åÓÌÉ per F = 0, ÔÏ �ÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏ-ÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ B p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ÔÏÇÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ 2.7, ÓÔÒÏËÉ B ÂÕÄÕÔ p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T (B) = 0. äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÕÍÁÔÒÉ�Ù B, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÒÅÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×. åÓÌÉ per F 6= 0,ÔÏ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÜÔÏÊ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ b3;n−2per F 6= 0 É T (B) 6= 0.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T (B) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ per F = 0.÷ÙÞÉÓÌÑÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ F ÎÁÈÏÄÉÍ per F = w1b2n + w2b2;n−1. åÓÌÉb2;n−1 = 0 ÉÌÉ b2n = 0, ÔÏ per F 6= 0 É T (B) 6= 0. åÓÌÉ b2;n−1 6= 0É b2n 6= 0, ÔÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á per F = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ w1 = −w2b2;n−1b2n . �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w2 ∈ Fq ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ w2 6= 0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï T (B) = 0.÷ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ q − 1 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ w2 6= 0.2.3. ðÕÓÔØ l+ = 1. �ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á B ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ




0 0 : : : 0 0 w10 0 : : : 0 0 b2nb31 b32 : : : b3;n−2 b3;n−1 b3n

 :�ÁË ËÁË �ÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù B p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ, �ÏÌÅÍÍÅ 2.7, ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù B p-ÚÁ×ÉÓÉÍÙ É T (B) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍÜÌÅÍÅÎÔ w1 ∈ Fq, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ 0, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎ q − 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ q − 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× w ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ T (B) = 0.3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × C(1|) Ä×Å ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,C(1|) = 0, Á ÔÁË ËÁË ÓÔÏÌÂ�Ù C(1|) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A,ÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ, É ÔÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ. ìÅÍÍÁ ÄÏ-ËÁÚÁÎÁ. �äÁÌÅÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ ÎÁ P+(3×n). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏ-ÂÉÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 4.5 ([4, ÌÅÍÍÁ 2.11℄). ðÕÓÔØ A ∈ Mk;n(Fq), Fq { �ÏÌÅ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÉ p>2 É T (A) 6=0. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ qk(qn−k − 1)×ÅËÔÏÒÏ× w∈V n(Fq) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù B, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÁ w É ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï T (B) 6=0.�ÅÏÒÅÍÁ 4.6. ðÕÓÔØ A ∈ M3;n(Fq), Fq { �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 3.�ÏÇÄÁP+(3×n) > (qn−1)((qn−1)2−n(q−1)−3C2n(q−1)(q+1)2)−P+(2×6)C6n(q2−1):



22 í. ÷. âõäòå÷éþäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈M3;n(Fq) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ T (A) 6= 0,ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù B ∈ M2;n(Fq) ÓT (B) 6= 0 É ×ÅËÔÏÒÁ w ∈ V n. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 2 × n ÍÁÔÒÉ� ÓÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÎÁ ÔÒÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ë ÜÔÉÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÁ ÌÅÍÍÁ 4.4.1. ðÕÓÔØ × ÍÁÔÒÉ�Å B ∈ M2;n ÎÅ ÂÏÌÅÅ 6 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×. �Ï-ÇÄÁ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ × ÎÅÊ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÍÅÎÉÍÁÌÅÍÍÁ 4.4. ÷ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÅ ÂÏÌÅÅ C6nP+(2×6). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊÍÁÔÒÉ�Ù �Ï ÌÅÍÍÅ 4.5 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ q2(qn−2 − 1) ×ÅËÔÏÒÏ× w,ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ A Ó T (A) 6= 0.2. ðÕÓÔØ × ÍÁÔÒÉ�Å B ∈M2;n ÅÓÔØ ÓÔÒÏËÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÌÉ Ä×ÕÍÑ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2(qn − 1)C2n(q2 − 1),ÇÄÅ 2 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÁ ×ÙÂÏÒ ÓÔÒÏËÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÌÉ Ä×ÕÍÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ, qn − 1 { ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÒÏËÉ, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, C2n { ÜÔÏ ÞÉÓÌÏÓ�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Å �ÏÚÉ�ÉÉ × ÓÔÒÏËÅ, ÇÄÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ä×ÕÍÑ, É q2 − 1 { ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊÍÁÔÒÉ�Ù B, �Ï ÌÅÍÍÅ 4.4, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ qn − q + 1 ×ÅËÔÏÒÏ×w, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ T (A) 6= 0.3. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.4 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù B ∈ M2;n, ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÅÊ ÎÉ ×�ÅÒ×ÕÀ, ÎÉ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ ÇÒÕ��Ù, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ qn − 1 ×ÅËÔÏÒÏ× w ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ T (A) 6= 0.ïÂßÅÄÉÎÉÍ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ:P+(3×n) > (P+(2×n) − C6nP+(2×6) − 2(qn − 1)C2n(q2 − 1))(qn − 1)+ C6nP+(2×6)q2(qn−2 − 1) + 2(qn − 1)C2n(q2 − 1)(qn − q + 1):ðÅÒÅÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÌÅÍ-ÍÙ 4.4:= P+(2×n)(qn − 1)− P+(2×6)C6n(q2 − 1)− 2C2n(qn − 1)(q2 − 1)(q − 2):ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ P+(2×n) É ×ÙÎÅÓÅÍ (qn − 1) ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏÓÌÁÇÁÅÍÙÈ:(qn−1)((qn−1)2−(q−1)2(n+C2n(q−1))−2C2n(q2−1)(q−2))−P+(2×6)C6n(q2−1):



ëïìéþåó�÷ï íá�òéã 23ðÅÒÅÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ É ×ÙÎÅÓÅÍ C2n:(qn−1)((qn−1)2−n(q−1)2−3C2n(q−1)(q+1)2)−P+(2×6)C6n(q2−1): �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.7. ä×Á ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÁ × �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ Ï�ÅÎËÅ { ÜÔÏq3n − 3q2n. ëÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ Ï�ÅÎÏË ÉÚ ÒÁÂÏÔ [2,4℄ ÄÁÅÔ Ä×Á ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÁq3n − q2n+2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ Fq { �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 3. �ÏÇÄÁ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ((qn − 1)((qn − 1)2 − n(q − 1)− 3C2n(q − 1)(q + 1)2)
− P+(2×6)C6n(q2 − 1)) n

∏i=4 qi−1(qn−i+1 − 1)ÍÁÔÒÉ� A ∈Mn(Fq) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ T (A) 6= 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.6, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ(qn − 1)((qn − 1)2 − n(q − 1)− 3C2n(q − 1)(q + 1)2)− P+(2×6)C6n(q2 − 1)ÍÁÔÒÉ� A ∈ M3;n(Fq) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ T (A) 6= 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù�ÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 4.5 n− 3 ÒÁÚÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.9. îÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ q, Ï�ÅÎËÁÔÅÏÒÅÍÙ 4.6 ÌÕÞÛÅ Ï�ÅÎËÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × [2℄. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ×ÅÄÅÎÙÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÎÔÁ n × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ q �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈÎÏ×ÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÌÕÞÛÅ ÓÔÁÒÏÊ:q 5 7 11 13 17 19 23 25 29n 31 27 21 20 18 17 16 16 15ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. î. óÁÞËÏ×, ÷. å. �ÁÒÁËÁÎÏ×, ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.îÁÕÞÎÏÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ð÷, í., 2000.2. L. A. Bassalygo, On the number of nonzero permanents over a �nite �eld of oddharateristi. | Probl. Inform. Transm. 49 (4) (2013), 382{83.3. R. A. Brualdi, H. J. Ryser, Combinatorial Matrix Theory. Cambridge Univ. Press,1991.4. M. V. Budrevih, A. E. Guterman, Permanent has less zeros than determinant over�nite �elds. | Contemp. Math. 579 (2012), 33{42.5. S. A. Cook, The omplexity of theorem proving proedures. | Pro. 3rd Ann. ACMSymp. Theory of Computing (1971), 151{158.6. G. Dolinar, A. Guterman, B. Kuzma, M. Orel, On the P�olya permanent problemover �nite �elds. | Eur. J. Comb. 32 (2011), 116{132.
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