
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 462, 2017 Ç.á. ì. þÉÓÔÏ×óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé, éìéüææåë�é÷îïå òåûåîéå óéó�åíðïìéîïíéáìøîùè õòá÷îåîéê 33 çïäáóðõó�ñ. I ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ k { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ p. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ k. ðÕÓÔØ � > 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÕÓÔØa1; : : : ; a� { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÌÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×) ÎÁÄk. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A�(k) ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Ó ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ a1; : : : ; a� (× ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× V ⊂ A�(k),ÎÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÌÅÇËÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ V = A�(k)).÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØ-�Á k[a1; : : : ; a� ℄. îÁ ×ÙÈÏÄÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÜÔÉÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. �ÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÄÁÀÔÓÑ ÎÉÖÅ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 2.þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÍÙ Ï�ÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁ ÎÁÛÉ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ ÉÚ [2,3,7℄ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ÎÁÉÌÕÞÛÕÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ñ×ÎÙÍÉÄÌÑ �ÅÌÅÊ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ. �ÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ �ÅÒÅÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÉÚ [2, 3, 7℄ É ÄÁ�ÅÍ ÎÏ×ÏÅ, ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏ ÂÏÌÅÅ Þ£ÔËÏÅ É ËÒÁÔËÏÅ, ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ ÎÉÈ (ÈÏÔÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ). æÁËÔÉÞÅÓËÉ, × ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊÓÌÕÞÁÊ � = 0 ÎÁÛÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ï ÓÉÓÔÅÍÁÈ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÅ É ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÙÅ ×ÅÒÓÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÚ [2,3,7℄ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. �ÁËÖÅ ÍÙ ÄÁ�eÍ ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÅ × ÓÅÂÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÓÉÊ.�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.122



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 123× ÜÔÉÈ ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÓÉÑÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó [2, 3, 7℄.1) íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ�ÏÌÅÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 7 × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.12) ï�ÉÓÁÎÏ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÅ Ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.÷Ó�e Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ É ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÎÔÏ× (ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÎÉ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ).3) íÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÎÏ×ÕÀ Ñ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÓÍ. ÒÁÚ-ÄÅÌÙ 3 É 6.4) íÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÎÏ×ÕÀ Ñ×ÎÕÀ É �ÒÏÚÒÁÞÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÓÉ-ÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÓÍ. �. (xii) ÎÉÖÅ. üÔÁ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÑ �ÒÉÇÏÄÎÁ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÓÍ. �. (xi) ÎÉÖÅ É ÌÅÍÍÕ 8 × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5) íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ÷ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ñ×ÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÈ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ k1=pr , ÇÄÅr { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÍ. �. (v) ÎÉÖÅ.6) ðÏÌÕÞÅÎ Ñ×ÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ, ÚÁÄÁÀÔ ÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Y0; : : : ; Ys ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ Y1=Y0; : : : ; Ys=Y0 �ÏÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÁÖÄÏÊÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ s ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 15 × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.7) äÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, ÄÌÉÎ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× É ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÍ D′n−s, Dn−s (ÓÍ. ÎÉÖÅ) ×ÍÅÓÔÏ dn−s, ÓÒ. [2, 3, 7℄.1éÎÏÇÄÁ × ÄÁÎÎÏÊ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÏÂÚÏÒÁ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÏ×, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÌÅÍÍÙ, ÒÁÚÄÅÌÙ É Ô.Ä. ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊÓÔÁÔØÉ (ÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÁÓÔÅÊ; ÜÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ× �ÒÉ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ). ÷Ï×ÓÅÈ ÞÁÓÔÑÈ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÔÅÏÒÅÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÅÍÍ, ÒÁÚÄÅÌÏ× É Ô.Ä.) �ÒÏÄÏÌÖÁ-ÅÔÓÑ ÉÚ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ.



124 á. ì. þéó�ï÷8) �ÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, Ô.Å. ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.9) íÙ ÉÓ�ÒÁ×ÉÌÉ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔØ × ÌÅÍÍÅ 2.11 ÒÁÂÏÔÙ [2℄ (ÓÌÅÄÕÅÔ�ÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÄÁÌÉÔØ ÔÁÍ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ), ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 8 × ÒÁÚ-ÄÅÌÅ 4. æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÄÅÌÁÎÏ × [7,ÓÔÒ. 221℄, ÎÏ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ ÎÁ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ÑÚÙËÅ. ÷Ó£ ÖÅÓÔÒÁÎÎÏ, ÞÔÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÎÁ ÜÔÕ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔØÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Á×ÔÏÒÕ).�Å�ÅÒØ ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ. ðÕÓÔØm;n > 1{ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ f0; : : : ; fm−1 ∈ k[a1; : : : ; a� ; X0; : : : ; Xn℄ { ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X0; : : : ; Xn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏdegX0;:::;Xn fi = di 6 d; dega1;:::;a� f 6 d′ (1)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ d0 > d1 > : : : > dm−1 > 0 É d; d′ > 2.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fi �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅfi = ∑i1;:::;i�>0; i1+:::+i�6d′;j0;:::;jn>0; j0+:::+jn=di fi;i1;:::;i� ; j0;:::;jnai11 · : : : · ai�� Xj00 · : : : ·Xjnn ; (2)ÇÄÅ 0 6 i 6 m− 1, ×ÓÅ i1; : : : ; i� , j0; : : : ; jn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ fi;i1;:::;i� ;j0;:::;jn ÌÅÖÁÔ × k.ðÕÓÔØ a∗ = (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ A�(k). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Va∗ ⊂ Pn(k) ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊf0(a∗1; : : : ; a∗� ; X0; : : : ; Xn) = · · · = fm−1(a∗1; : : : ; a∗� ; X0; : : : ; Xn) = 0 (3)(ÅÓÌÉ � = 0, ÔÏ A�(k) = {()} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÏÄÎÏ-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ; ÅÓÌÉ a(0) = () ∈ A�(k), ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a(0)1 ; : : : ; a(0)��ÕÓÔÁ É ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ fi(a(0)1 ; : : : ; a(0)� ; X0; : : : ; Xn) = fi ÄÌÑ×ÓÅÈ i; ÍÙ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ �ÏÄÏÂÎÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÓÌÕÞÁÅ � = 0).äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a∗ ∈ A�(k), ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ s, ÇÄÅ 0 6 s 6 n,ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Va∗;s ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ WÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Va∗ , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ dimW = s. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Va∗;s = ∅, ÅÓÌÉn > m É s < n−m.



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 125ðÕÓÔØ  É ′ { �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ −1 6  6 n É 0 6 ′ 6max{0; }. ðÏÌÏÖÉÍ V (′;)a∗ = ⋃′6s6Va∗;s. �ÁË ÞÔÏ V (′;)a∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ W ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Va∗ , ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ ′ 6 dimW 6 . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V (0;n)a∗ = Va∗ , V (0;0)a∗ = Va∗;0, ÉV (0;−1)a∗ = ∅.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ a∗ ∈ A�(k), ÞÔÏdimVa∗ 6 . íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓ-ÓËÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A�(k). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÅÓÌÉ a∗ ∈ U, ÔÏ Va∗ = V (0;)a∗ . åÓÌÉ a∗ ∈ U−1, ÔÏ Va∗ = ∅.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÂÌÅÍÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×
U = ⋃�∈AW� (4)ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (#A < +∞) Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ W�, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A, ÄÌÑ ×ÓÅÈ a∗ = (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ W� �ÏÄÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ V (′;)a∗ ÚÁÄÁÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, Ô.Å. ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [2℄, �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. ÎÉÖÅ), Ï�ÒÅ-ÄÅÌ�ÅÎÎÙÍÉ ×ÅÚÄÅ ÎÁW� É ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ a∗1; : : : ; a∗� ËÁË ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[a1; : : : ; a� ; X0; : : : ; Xn℄ É ÔÏÞ-ËÉ a∗ = (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ A�(k) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ f(a∗; X0; : : : ; Xn) =f(a∗1; : : : ; a∗� ; X0; : : : ; Xn) É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ka∗ �ÏÌÅ, �ÏÒÏÖÄ�ÅÎÎÏÅ ÎÁÄ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉa∗, Ô.Å. ka∗ = k(a∗1; : : : ; a∗�) (ÅÓÌÉ � = 0, ÔÏ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ka∗ = kÄÌÑ a∗ ∈ A�(k); ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ #A�(k) = 1 ÄÌÑ � = 0). �ÁË ÞÔÏ ×ÓÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ fi(a∗; X0; : : : ; Xn) ÌÅÖÁÔ × ka∗ [X0; : : : ; Xn℄.ðÕÓÔØ Z(fi(a∗; X0; : : : ; Xn); 0 6 i 6 m − 1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× × Pn(k). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, Va∗ = Z(fi(a∗; X0; : : : ; Xn); 0 6 i 6 m− 1). íÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ dm−1 > 1.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÏÂÝÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ q > 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi Ó di = 0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, ÇÄÅ0 6 i 6 m−1, Ó degX0;:::;Xn fi = di = 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎfi ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {Xjfi}06j6n É m ÎÁ m+ qn. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ



126 á. ì. þéó�ï÷ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ A�(k) ×ÎÏ×Ø �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (3) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ�ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (3).�Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �ÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë (4). éÍÅÎÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.(i) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅW� ÎÅ�ÕÓÔÏ. äÌÑ ×ÓÅÈ �1; �2 ∈A ÅÓÌÉ �1 6= �2, ÔÏ W�1 ∩W�2 = ∅, Ô.Å. ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W��Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ; �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÓÔÒÁÔÁÍÉÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (4) ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÅÊ.(ii) íÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ W� × ×ÉÄÅ
W� = W(1)� \

⋃26�6��W(�)� ;ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ W
(�)� = Z( (�)�;1; : : : ;  (�)�;m�;� ), 1 6 � 6 ��, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×  (�)�;1; : : : ;  (�)�;m�;� ∈k[a1; : : : ; a� ℄ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A�(k), Á m�;� { �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÅÄÉÎÉ�Ù.ðÕÓÔØ � ∈ A �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. ðÕÓÔØ s { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ′ 6 s 6 (ÅÓÌÉ  = −1, ÔÏ ÔÁËÉÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ s ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).(iii) åÓÌÉ Va∗;s = ∅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a∗ ∈ W�, ÔÏ Va∗;s = ∅ ÄÌÑ ×ÓÅÈa∗ ∈ W� (ÅÓÌÉ s 6= n, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅÉÚ (iv)).åÓÌÉ m−1 < n, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ m−1 6 i 6 n �ÏÌÏÖÉÍdi = 1 (ÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ fi ÄÌÑ ÜÔÉÈ i ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ).ðÏÌÏÖÉÍ D′n−s = d0d1 · : : : · dn−s−1; 0 6 s 6 n− 1;É D′n−s = 1, ÅÓÌÉ s = n.ðÏÌÏÖÉÍ �s = 0, ÅÓÌÉ p = 1, É �s = logpD′n−s × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ × ÓÔÁÔØÅ ×ÓÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ × O(: : :) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔ-ÎÙÍÉ.



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 127ðÕÓÔØ Iκ { ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × k \ {0} Ó ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×#Iκ = κ + 1. ðÕÓÔØ s { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, 0 6 s 6 n− 1. ðÏÌÏÖÉÍ
Mκ = { ∑06i6n iXi :  ∈ Iκ

}; M′s;κ = { ∑s+16i6n i−s−1Xi :  ∈ Iκ

}:(5)üÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k.ðÏÌÏÖÉÍ κ1;s = 2(n− s)D′n−s + s É κ2;s = (n− s)D′n−s(D′n−s − 1)=2.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s, 0 6 s 6 n− 1, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ
Ls = Mκ1;s ; L′s = M′s;κ2;s :îÉÖÅ × �ÕÎËÔÁÈ (iv){(xii) ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ s {�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ′ 6 s 6 min{; n−1}. äÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÔÁËÏÇÏ s ÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Y0; : : : ; Ys ∈ Ls É Ys+1 ∈ L′s(ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ � É s; ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ Yi = Ys;i, ÅÓÌÉ ×ÁÖÎÁ ÚÁ×É-ÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ s, ÔÁË ÞÔÏ (Ys;0; : : : ; Ys;s+1) ∈ Ls+1s ×L′s), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.(iv) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� ÉÍÅÅÍ Va∗;s ∩ Z(Y0; : : : ; Ys) = ∅ × Pn(k).(v) ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Y0; : : : ; Ys+1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. äÌÑ ×ÓÑËÏ-ÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r, 0 6 r 6 �s, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÏÌÉÎÏÍ��;s;r ∈ k[a1; : : : ; a� ; Y0; : : : ; Ys+1℄, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏY0; : : : ; Ys+1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�0 6 degY0;:::;Ys+1 ��;s;r = degYs+1 ��;s;r(a∗; Y0; : : : ; Ys+1) 6 D′n−s=pr;ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ lYs+1��;s;r ÌÅÖÉÔ × k[a1; : : : ; a� ℄ É
∏06r6�s�1=pr�;s;r(a∗; Y pr0 ; : : : ; Y prs+1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÉÚ k[Y0; : : : ; Ys+1℄ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Va∗;s. éÍÅÅÍdeg Va∗;s = ∑06r6�s degYs+1 ��;s;r:îÁËÏÎÅ�, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ��;s;r ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ��;s;r ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ys+1 (�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ��;s;r = 1, ÅÓÌÉdegYs+1 ��;s;r = 0). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� ÉÍÅÅÍ��;s;r(a∗; Y0; : : : ; Ys) 6= 0.



128 á. ì. þéó�ï÷ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Va∗;s;r, 0 6 r 6 �s, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ E ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÑ Va∗;s, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ��;s;r(a∗; Y pr0 ; : : : ; Y prs+1) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ E. �ÁË ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Va∗;s = ⋃06r6�s Va∗;s;r, ÉÅÓÌÉ r1 6= r2, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Va∗;s;r1 É Va∗;s;r2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Va∗;s;r Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍk1=pra∗ .(vi) ðÕÓÔØ Z { ÎÏ×ÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ (ÉÌÉ �Õ-ÓÔÏÅ) ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Hj ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z℄, j ∈ J�;s;r,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. éÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ1 6 degZ Hj 6 D′n−s=pr:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �j ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁHj ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ Z. �ÏÇÄÁ �j(a∗) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ�j;a∗ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ k ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁHj(a∗; Z). íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× J�;s;rÑ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ.(vii) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×�j ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z; Y0; : : : ; Ys+1℄; j ∈ J�;s;r;É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ��;s;r;0; ��;s;r;1 ∈ k[a1; : : : ; a� ℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �jÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Y0; : : : ; Ys+1,degZ �j < degZ Hj ;lYs+1�j ∈ k[a1; : : : ; a� ℄, ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �j(a∗; �; Y0; : : : ; Ys+1),� ∈ �j;a∗ , j ∈ J�;s;r, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÎÁÄ k × ËÏÌØ�Åk[X0; : : : ; Xn℄(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ > 1),��;s;r;0(a∗) 6= 0; ��;s;r;1(a∗) 6= 0É��;s;r(a∗; Y0; : : : ; Ys+1) = ��;s;r;0(a∗)��;s;r;1(a∗) ∏j∈J�;s;r ;�∈�j;a∗ �j(a∗; �; Y0; : : : ; Ys+1):



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 129óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,1 6 degY0;:::;Ys+1 �j 6 degY0;:::;Ys+1 ��;s;r 6 D′n−s=pr:(viii) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r, 0 6 r 6 �s, ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÅ ÎÁÄ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Va∗;s;r ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó �ÁÒÁÍÉ (�; j), ÇÄÅ � ∈ �j;a∗ , j ∈ J�;s;r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ Wj;a∗;� ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ÎÁÄ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Va∗;s;r, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÁÒÅ (�; j). íÙ ÉÍÅÅÍdegWj;a∗;� = degYs+1 �j .(ix) ðÕÓÔØ Y É Z { �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, t1; : : : ; ts { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ k, ÉÎÄÅËÓ j ÌÅÖÉÔ × J�;s;r É ÜÌÅ-ÍÅÎÔ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ k(t1; : : : ; ts), ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ�j(a∗; �; 1; tpr1 ; : : : ; tprs ; �pr ) = 0. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙGj ∈ k[a1; : : : ; a� ; t1; : : : ; ts℄, Gj;i ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z; t1; : : : ; ts; Y ℄,0 6 i 6 n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. íÎÏÇÏÞÌÅÎGj(a∗; t1; : : : ; ts) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�, ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á degZ Gj;i < degZ Hj , degY Gj;i < degYs+1 �j , É ×ÓÅÓÔÅ�ÅÎÉ degt1;:::;ts Gj ; degt1;:::;ts Gj;iÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (D′n−s=pr)O(1). äÁÌÅÅ, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ k-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ k(Wj;a∗;�) → k(t1; : : : ; ts)[�℄, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏYi=Y0 7→ ti, 1 6 i 6 s, Ys+1=Y0 7→ �,(Xi=Y0)pr 7→ Gj;i(a∗; �; tpr1 ; : : : ; tprs ; �pr )=Gj(a∗; tpr1 ; : : : ; tprs ); 0 6 i 6 n:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁ�eÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Wj;a∗;�. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅWj;a∗;� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k1=pra∗ [�℄ (ÈÏÒÏ-ÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �1=pr ∈ k1=pra∗ [�℄).(x) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ℄G�;s;r ∈ k[a1; : : : ; a� ; t1; : : : ; ts℄; G�;s;r;i ∈ k[a1; : : : ; a� ; t1; : : : ; ts; Y ℄;0 6 i 6 n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. ðÏÌÏÖÉÍdj = degZ Hj ; d′j = degY0;:::;Ys+1 �j ; d�;s;r;i = degY G�;s;r;i:äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i, 06 i 6 n, ÉÍÅÅÍ degY G�;s;r;i<degY0;:::;Ys+1 ��;s;r,degt1;:::;ts G�;s;r;i < 2(D′n−s)2; degt1;:::;ts G�;s;r < 2(D′n−s)2:



130 á. ì. þéó�ï÷ðÏÌÏÖÉÍ �′j = �j(a1; : : : ; a� ; Z; 1; t1; : : : ; ts; Y ). äÌÑ j ∈ Js;r ÉÍÅ-ÅÍ (lY s+1�j)max{d�;s;r;i−d′j+1;0}G�;s;r;i = A′j�′j +G′j;i;ÇÄÅ A′j ; G′j;i ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z; t1; : : : ; ts; Y ℄ É degY G′j;i = d′j;i <d′j . äÁÌÅÅ, (lZHj)max{d′j;i−dj+1;0}G′j;i = AjHj + Gj;i, ÇÄÅ Aj ∈k[a1; : : : ; a� ; Z; t1; : : : ; ts; Y ℄. îÁËÏÎÅ�,Gj = (lY s+1�j)max{d�;s;r;i−d′j+1;0} · (lZHj)max{d′j;i−dj+1;0} ·G�;s;r:ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ s = 0, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (ix) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�, ÄÌÑ ×ÓÅÈj ∈ J�;0;r0 , � ∈ �a∗;j , 0 6 r 6 �0Wj;a∗;� = Z(Gj;i(a∗; �)Y pr0 −Gj(a∗)Xpri ; 0 6 i 6 n):åÓÌÉ s = n−1, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�, ÄÌÑ ×ÓÅÈ j ∈ J�;n−1;r, � ∈ �a∗;j ,0 6 r 6 �n−1, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Wj;a∗;� = Z(�j(a∗; �; Y pr0 ; : : : ; Y prs+1)) É Va∗;s;r =
Z(��;s;r(a∗; Y pr0 ; : : : ; Y prs+1)).ðÕÓÔØ Y (i), 0 6 i 6 κ2;s, { ×ÓÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙÉÚ L′s. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ Y (i) ∈ L′s ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙY0; : : : ; Ys; Y (i)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁÄ k. ðÕÓÔØ t { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k ÄÏ k(t).÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÕÎËÔÁÈ (xi) É (xii) ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ 0 6 s 6 n− 2.(xi) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ	�;s;r;i1;i2 ∈ k[a1; : : : ; a� ; t; Y0; : : : ; Ys; Z℄;0 6 i1 6 κ2;s, s + 2 6 i2 6 n, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏY0; : : : ; Ys; Z É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. äÌÑ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�, ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ i1 É i2, ÇÄÅ 0 6 i1 6 κ2;s, s+ 2 6i2 6 n, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 	�;s;r;i1;i2(a∗; t; Y0; : : : ; Ys; Z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÍ É 	�;s;r;i1;i2(a∗; tpr ; Y pr0 ; : : : ; Y prs ; (Y (i1)+ tXi2)pr ) ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉVa∗;s;r( k(t) ). äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ s; r ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Va∗;s;r ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
Z
(	�;s;r;i1;i2 (a∗; tpr ; Y pr0 ; : : : ; Y prs ; (Y (i1) + tXi2)pr) ; ∀ i1; i2) ∩ Pn(k):(6)



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 131óÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ lZ	�;s;r;i1;i2 ÌÅÖÉÔ × k[a1; : : : ; a� ℄, É ÄÌÑ×ÓÅÈ a∗ ∈ W� ÍÙ ÉÍÅÅÍ (lZ	�;s;r;i1;i2)(a∗) 6= 0. óÔÅ�ÅÎÉ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍdegt	�;s;r;i1;i2 6 degZ 	�;s;r;i1;i2 6 degYs+1 ��;s;r 6 D′n−s=pr:úÁ�ÉÛÅÍ 	�;s;r;i1;i2 = ∑06i36degt 	�;s;r;i1;i2 	�;s;r;i1;i2;i3ti3 ,ÇÄÅ 	�;s;r;i1;i2;i3 ∈ k[a1; : : : ; a� ; Y0; : : : ; Ys; Y (i1); Xi2 ℄ (ÏÔÍÅÔÉÍÚÄÅÓØ, ÞÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Y0; : : : ; Ys; Y (i1); Xi2 Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁÄ k). �ÏÇÄÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï(6) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Va∗;s;r) ÍÙ ÉÍÅÅÍ
Z
(	�;s;r;i1;i2;i3 (a∗; Y pr0 ; : : : ; Y prs ; (Y (i1))pr ; Xpri2 ) ; ∀ i1; i2; i3) = Va∗;s;r:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ Va∗;s;r. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (n−s−1)n(D′n−s)3=(2pr) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ D′n−s.(xii) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ∈ J�;s;r, 0 6 r 6 �s, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÙ 	j;i1;i2 ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z; t; Y0; : : : ; Ys; Z1℄, 0 6 i1 6 κ2;s,s+2 6 i2 6 n, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Y0; : : : ; Ys; Z1 É ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. óÔÅ�ÅÎÉ �ÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÍ degZ 	j;i1;i2 < degZ Hj . äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�, ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÇÏ � ∈ �a∗;j , ÄÌÑ ×ÓÅÈ i1 É i2, ÇÄÅ 0 6 i1 6 κ2;s, s+2 6 i2 6 n,ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 	j;i1;i2(a∗; �; t; Y0; : : : ; Ys; Z) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ É	j;i1;i2(a∗; �; tpr ; Y pr0 ; : : : ; Y prs ; (Y (i1) + tXi2)pr )ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÉ Wj;a∗;�( k(t) ). äÁÌÅÅ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Wj;a∗;� ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ

Z
(	j;i1;i2 (a∗; �; tpr ; Y pr0 ; : : : ; Y prs ; (Y (i1) + tXi2)pr) ; ∀ i1; i2) ∩ Pn(k):(7)óÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ lZ	j;i1;i2 ÌÅÖÉÔ × k[a1; : : : ; a� ℄, É ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� ÍÙ ÉÍÅÅÍ (lZ	j;i1;i2)(a∗) 6= 0. óÔÅ�ÅÎÉ �ÏÄ-ÞÉÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ degt	j;i1;i2 6 degZ 	j;i1;i2 6 degYs+1 �j

6 D′n−s=pr.úÁ�ÉÛÅÍ 	j;i1;i2 =∑06i36degt 	j;i1;i2 	j;i1;i2;i3ti3 , ÇÄÅ	j;i1;i2;i3 ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z; Y0; : : : ; Ys; Y (i1); Xi2 ℄:



132 á. ì. þéó�ï÷�ÏÇÄÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (7) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓWj;a∗;�) ÍÙ ÉÍÅÅÍ
Z
(	j;i1;i2;i3 (a∗; �; Y pr0 ; : : : ; Y prs ; (Y (i1))pr ; Xpri2 ) ; ∀ i1; i2; i3) =Wj;a∗;�:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ Wj;a∗;�. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (n−s−1)n(D′n−s)3=(2pr) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ D′n−s.ðÕÓÔØ a∗ ∈ W�. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÌÏÖÉÍ� = max{dimV (′;)a∗ ; ′ − 1}:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ � É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ a∗.(xiii) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ′� É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q�;i;i1 ∈k[X0; : : : ; Xn℄, 1 6 i 6 n− ′�, 0 6 i1 6 m− 1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ′ − 1 6 ′� 6�. ðÏÌÏÖÉÍh�;i = ∑06i16m−1 q�;i;i1fi1 ; 1 6 i 6 n− ′�:ðÏÌÏÖÉÍ d(i) = degX0;:::;Xn h�;i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. �ÏÇÄÁ d(i) 6 di−1 ÉÄÌÑ ×ÓÅÈ i1 ÉÍÅÅÍ degX0;:::;Xn q�;i;i1 = d(i)−di1 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏq�;i;i1 6= 0.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� �ÏÌÏÖÉÍha∗;i = ∑06i16m−1 q�;i;i1fi1(a∗; X0; : : : ; Xn):�ÏÇÄÁ

Z(ha∗;1; : : : ; ha∗;n−′�) = V (′;)a∗ ∪ Ea∗;′ ;ÇÄÅ Ea∗;′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dimEa∗;′ 6 ′−1. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ ′′, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ′� < ′′ 6 ,
Z(ha∗;1; : : : ; ha∗;n−′′) = V (′′;)a∗ ∪ Ea∗;′′ ;ÇÄÅ Ea∗;′′ { �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ dimEa∗;′′ = ′′ É ËÁÖÄÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÎÁÄ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ea∗;′′ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Va∗ .



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 133úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ea∗;′ = ∅, ÔÏ V (′;)a∗ = Va∗ . äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ (xiii), ÞÔÏ ha∗;i 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 1 6 i 6 ′�, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏa∗ ∈ W�.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ s, 0 6 s 6 n− 1, �ÏÌÏÖÉÍDn−s = (d0 + : : :+ dn−s−1 + 1n− s )(ÜÔÏ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ). åÓÌÉ s = n, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ Dn−s = 1.�ÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Dn+1 = Dn.(âÉÔÏ×ÁÑ) ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ Z Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊl(z) = 1 + [log2(|z| + 1)℄ (ÚÄÅÓØ [: : :℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ). åÓÌÉ fi ∈ Z[a1; : : : ; a� ; X0; : : : ; Xn℄, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fi ÒÁ×ÎÁl(fi) = maxi1;:::;i� ; j0;:::;jn l(fi;i1;:::;i� ; j0;:::;jn);ÓÍ. (2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÙÈ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.îÉÖÅ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÈ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2 ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅ kÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ#k > DCn−′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 0 (ÏÎÁ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ Ñ×ÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ).�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙf0; : : : ; fm−1 ∈ k[a1; : : : ; a� ; X1; : : : ; Xn℄;�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ , ′ É ÏÔËÒÙÔÏÅ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
U { ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÑ (4),ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (i){(xiii) É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ(a) ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× #A É ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ��, m�;� ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (d′)�DO(�)n−′ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ×O(�),(b) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a1; : : : ; a� ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (�)�;1; : : : ;  (�)�;m�;�ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ d′DO(1)n−′ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÏÊ × O(1).



134 á. ì. þéó�ï÷() ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ′ 6 s 6 min{; n − 1}, ÓÔÅ�Å-ÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a1; : : : ; a� ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ��;s;r, Hj , �j ,��;s;r;0; ��;s;r;1, Gj , Gj;i, G�;s;r, G�;s;r;i, 	�;s;r;i1;i2 , 	j;i1;i2 , j ∈J�;s;r, 0 6 r 6 �s, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ d′DO(1)n−s Ó ÁÂ-ÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(1).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï.(l) ðÏÌÅ k ÅÓÔØ Q, É × (2) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 0 6 i 6 m − 1, ÉÍÅ-ÅÍ fi ∈ Z[a1; : : : ; a� ; X0; : : : ; Xn℄ É l(fi) 6 M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ M > 1.äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ κ > 0 ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Iκ =
{1; 2; : : : ;κ + 1}.�ÏÇÄÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ(d) ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (l), ÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ k ×ÓÅÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ ��. (b) É () ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Z. äÌÉÎÙÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ �. (b) ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ(M + 2 + � log2 d′)DO(1)n−′ (8)Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(1). äÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÙÈ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ �. () ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (M + 2 + � log2 d′)DO(1)n−s (9)Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ × O(1).ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (l) ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÔÁËÖÅ ÈÏÒÏÛÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÌÉÎÚÁ�ÉÓÉ l(h�;i).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ  = −1, ÔÏ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÁ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÑ (4) ÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h�;1; : : : ; h�;n+1 (ÉÚ �ÕÎËÔÁ (xiii)) ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ × ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÄÒÕÇÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ.ðÕÓÔØ  = n. �ÏÇÄÁ Va∗;n = Pn(k) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a∗ ∈ W� × ÔÏÍ ÉÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ � = ′� = n (�ÏÓËÏÌØËÕ ha∗;i 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏi, 1 6 i 6 n− ′�, ÓÍ. (xiii)), Ô.Å. × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ�ÏÌÉÎÏÍÏ× h�;i, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �.ðÕÓÔØ ′ 6 s 6 min{; n− 1}. �ÏÇÄÁ Va∗;s = ∅ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ��;s;r ∈ k[a1; : : : ; a� ℄ �ÒÉ 0 6 r 6 �s, Ô.Å. × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Js;r = ∅ �ÒÉ 0 6 r 6 �s.



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 135úÁÍÅÔÉÍ ÅÝ�Å, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A × ×ÉÄÅ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× A = ⋃′−16i6Ai ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ Ai, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗∈ W� ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dimVa∗=i,ÅÓÌÉ ′ 6 i 6 , É dimVa∗ 6 i, ÅÓÌÉ i = ′ − 1.äÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉÂÙÌÉ Ä×ÁÖÄÙ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ, ÓÒ. [1, 9℄.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ ÅÝ£ ÒÁÚ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ [2, ÇÌ. 2℄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÄÌÑ � = 0 (É ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ a∗ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. îÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÏËÒÙÔÉÑ ×ÍÅÓÔÏ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ-�ÉÉ, Ô.Å. ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ (i) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ.éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÚÁÍÅÎÉÔØ \(i){(xiii)" ÎÁ\(ii){(xiii)", ÔÏ × �. (a) ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ �� = 2ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [6℄, ÓÍ. ××Å-ÄÅÎÉÅ × [6℄. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ×ÁÖÎÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ, × ÔÏÍÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÅÄÌÏÖÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ-�ÉÉ (4) (Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2) É ×ÓÅÈÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÎÅÊ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÓÕÂÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ ÄÌÉÎÙÚÁ�ÉÓÉ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÁÄÁÔØ Ñ×ÎÏ �ÏÌÅ k.íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ�ÅÎÎÙÍ ÎÁÄ�ÏÄ�ÏÌÅÍ k0, ÇÄÅ k0 = Q, ÅÓÌÉ p = 1, É k0 ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ Fp��ÏÒÑÄËÁ p�, ÅÓÌÉ p > 1. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ � { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ É �ÏÌÅ Fp� ÚÁÄÁÎÏ Ó×ÏÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Ó ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ Fp = Z=pZ. ðÏÌÏÖÉÍ k1 = Z, ÅÓÌÉ p = 1, É k1 = k0, ÅÓÌÉ p > 1.åÓÌÉ har(k0) = p > 1 É z ∈ k0, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ ÜÔÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ l(z) = �(1 + [log2(p− 1)℄).íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ k = k0(�1; : : : ; �l)[�l+1℄, ÇÄÅ l > 0 { �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ, Á �1; : : : ; �l { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k0.äÁÌÅÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ' ∈ k1[�1; : : : ; �l; Z℄, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏdegZ ' > 1, lZ' = 1, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ' ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × ËÏÌØ�Å k0(�1; : : : ; �l)[Z℄É '(�1; : : : ; �l+1) = 0. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ deg�1;:::;�l;Z ' < d′′ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d′′ > 2. åÓÌÉ har(k) = 0, ÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ l(') 6 M1, ÇÄÅ M1 > 1. åÓÌÉ har(k) > 0, ÔÏ�ÏÌÏÖÉÍ M1 = �(1 + [log2(p− 1)℄).



136 á. ì. þéó�ï÷åÓÌÉ har(k) = 0, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (ÉÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ k1,ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÔ Ë Ä×Õ-ÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÌÉÎ ÚÁ�ÉÓÉ�ÅÌÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g.åÓÌÉ har(k) > 0, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÉÚ k0 ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ k1 (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄ�ÅÔ Ë Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁg Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ l(g) = �(1 + [log2(p− 1)℄).ðÕÓÔØ z ∈ k0(�1; : : : ; �l)[�l+1℄ { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. íÙ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ z = (1=z(0)) ∑06i<degZ ' zi� il+1, ÇÄÅz(0); zi ∈ k1[�1; : : : ; �l℄; z(0) 6= 0É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×z(0); z0; : : : ; zdegZ '−1ÒÁ×ÅÎ 1 × ËÏÌØ�Å k1[�1; : : : ; �l℄. ÷ ÓÌÕÞÁÅ har(k) = p > 1 ÜÌÅÍÅÎÔ z(0) ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k0. åÓÌÉhar(k) = 0, ÔÏ z(0) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×Ï-ÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ±1. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ z(0), ÔÏ ×ÓÅ ziÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. þÔÏÂÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ z(0), ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ l�1 l�2 : : : l�l(z(0))ÒÁ×ÅÎ 1, ÅÓÌÉ har(k) = p > 0, É �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ har(k) = 0.íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÔÅ�ÅÎØdeg�1;:::;�l z = max06i<degZ '{deg�1;:::;�l z(0); deg�1;:::;�l zi}É ÄÌÉÎÕ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× l(z) = max06i<degZ '{l(z(0)); l(zi)}.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÅ�ÅÎØ deg�1;:::;�l(fi) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fi ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉ-ÍÕÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ deg�1;:::;�l(fi;i1:::;i� ; j0;:::;jn) �Ï ×ÓÅÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ i1 : : :, i� ,j0; : : : ; jn. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�1; : : : ; �l ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k.÷ÅÒÎ�ÅÍÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ fi;i1:::;i� ; j0;:::;jn ∈ k1[�1; : : : ; �l+1℄ ÄÌÑ ×ÓÅÈi; i1; : : : ; i� ; j0; : : : ; jn.íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 0 6 i 6 m− 1,deg�1;:::;�l fi < d′′′



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 137ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d′′′ > 2 É l(fi) 6 M2, ÇÄÅM2 > 1. �ÁË ÞÔÏÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ M2 = �(1 + [log2(p− 1)℄), ÅÓÌÉ har(k) > 0.÷ [2,3℄ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÒÏÌØ �ÏÌÑ k0 ÉÇÒÁÅÔ �ÏÌÅH . �ÏÇÄÁ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÉÚ [2,3℄ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÏÌÅH ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ Z1; : : : ; Zn−m+2 ∈ H [X0; : : : ; Xn℄,ÓÍ. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÌ. II × [2℄ É ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × [3℄). �ÁËÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ ÍÙ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÑÅÍ �ÏÌÅ H , ÓÍ.ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1 × [3℄. æÁËÔÉÞÅÓËÉ, Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏ× ÉÚ H (ÉÌÉ H̃ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÁÂÏÔÙ [3℄) ÄÁÀÔ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�ÙÎÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ H , ÈÏÔÑ × [2, 3℄ ÍÙ ÜÔÏ É ÎÅ�ÏÄÞ�ÅÒËÉ×ÁÅÍ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ H × ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÁÖÅ ÌÕÞÛÉÅ Ï�ÅÎËÉ).÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ Ä×ÕÈ ÓÔÁÔØÑÈ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ É ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. ÷ [2℄ ÍÙ ÔÁËÖÅÏÂÓÕÖÄÁÅÍ, ËÁË ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎ-ÎÙÍ �ÏÌÅÍ H Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ É ÏÂÝÉÍ ÔÏÞËÁÍ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ�ÏÌÅÍ H , ÅÓÌÉ l > 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ l = 0 ÔÁËÏÊ ÒÅÄÕË�ÉÉ ÄÌÑÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ, ÎÅÔ: ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ �ÏÌÅ H (ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÁÌÏ), ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÂÕÅ-ÍÙÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÎÁ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ × ËÏÎ�Å ÓÔÁÔØÉ [2℄.óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 ÒÁÂÏÔÙ [3℄, ÅÓÌÉ l > 0, ÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Z1; : : : ; Zn−m+2 Ó ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ ×H [T1; : : : ; Tl℄ (× [3℄ ÜÌÅÍÅÎÔÙ T1; : : : ; Tl ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×�1; : : : ; �l) É ÎÅ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ �ÏÌÅH . ïÄÎÁËÏ × [2,3℄ ÍÙ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ Ñ×ÎÙÈÏ�ÅÎÏË ÄÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T1; : : : ; Tl ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× (ÏÓÏÂÅÎÎÏÜÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÚ [2, 3℄ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÕÞÅÓÔØ ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍ ÓÌÅÇËÁ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ �Ï-ÌÑ k.



138 á. ì. þéó�ï÷ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ har(k) > 0. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ l > 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ�(κ)=min{b ∈ Z : (b+ lb )� log2 p > log2(κ + 1) & b > 0} ; 0 6 κ ∈ Z:(10)÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (10), ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ É ÆÉËÓÉÒÕÅÍ Iκ ÒÁ×ÎÙÍ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÉÚ k0[�1; : : : ; �l℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ �(κ).äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s, 0 6 s 6 n − 1, �ÏÌÏÖÉÍ �s = 0, ÅÓÌÉ �(κ1;s) = 0, É�s = 1, ÅÓÌÉ �(κ1;s) > 1.åÓÌÉ l = 0 ÉÌÉ har(k) = 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ �s = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ s.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÍ. ×ÙÛÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ l = 0, ÔÏ �ÏÌÅ k0[�1℄ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÏÌÏÖÉÍ D = max′−16s6{Ds+�+l+2n−s }:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ; ′. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, D 6 d(n+1)(+�+l+2) (ÜÔÁÏ�ÅÎËÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ′).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÒÁÔÉÆÉ-ËÁ�ÉÀ (4), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (i){(xiii) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ�ÏËÒÙÔÉÅ (4), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (ii){(xiii)), É ×ÓÅ ÏÂßÅË-ÔÙ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× (iv){(xiii), ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÅÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÎÅ-ÍÕ), ÓÍ. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (a){() ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÄÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2). äÁÌÅÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.(a) ÷ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ  (�)�;1; : : : ;  (�)�;m�;� ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (b) ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1)�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ k1[�1; : : : ; �l+1; a1; : : : ; a� ℄. óÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ �1; : : : ; �l ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (d′′′ + 2�′ + (d′′)2)DO(1)n−′ : (11)åÓÌÉ har(k) = 0, ÔÏ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÓÅÈÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ(M1 +M2d′′ + 2 + � log2 d′ + (l + 1) log2(d′′d′′′))DO(1)n−′ : (12)



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 139(b) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s, ′ 6 s 6 min{; n− 1}, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ k ×ÓÅÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ () ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ k[�1; : : : ; �l+1℄. óÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �1; : : : ; �l×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ(d′′′ + 2�s + (d′′)2)DO(1)n−s : (13)åÓÌÉ har(k) = 0, ÔÏ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÌÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÓÅÈÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ(M1 +M2d′′ + 2 + � log2 d′ + (l + 1) log2(d′′d′′′))DO(1)n−s : (14)() ÷ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÔÒÁÔÉ-ÆÉËÁ�ÉÉ (4) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏËÒÙÔÉÑ (4)) �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÏÔ D, (d′)� , (d′′)l+1, (d′′′)l+1, M1, M2 É m.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÀ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ (4) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏËÒÙÔÉÑ (4)) ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ys;i, 0 6 i 6 s + 1, ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Y�;s;i ∈ Z[X0; : : : ; Xn℄ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÚÁ�ÉÓÉ�ÅÌÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ O(log2Dn−s)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, 0 6 i 6 s + 1 (ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ (Y�;s;0; : : : ; Y�;s;s+1) ∈
Ls+1s × L′s).÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ É l > 0 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ys;i,0 6 i 6 s + 1, ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Y�;s;i ∈k0[�1; : : : ; �l℄[X0; : : : ; Xn℄ (ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÏÔX0; : : : ; Xn) ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �1; : : : ; �l ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �(κ), ÇÄÅ
κ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ O(log2Dn−s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, 0 6 i 6 s+ 1.�ÏÇÄÁ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ 2 ÎÁ  × (8), (9), (11){(14), É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ. îÏ ÍÙ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÜÔÉ ÎÏ×ÙÅ ×ÅÒÓÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÔÅÏÒÅÍÙ 2 × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ (ÍÙÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ; ÏÎÏ ÎÅÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÏÖÎÏ)ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n −  > C1 log2 n ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ C1 > 0, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ 2; 2�′ ; 2�s × (8), (9),(11){(14).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. îÅÂÏÌØÛÏÅ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÓÔÁÔØÅ [6℄. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k Ó ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2d2+1 ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. îÏ



140 á. ì. þéó�ï÷ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÌÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × [6℄, �ÏÌÅ k ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØÎÅ ÍÅÎØÛÅ dC2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C2 > 0. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, × [6℄ ÍÏÖÎÏ ÓÎÑÔØ ×ÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× #k,ÚÁÍÅÎÑÑ ÔÁÍ �ÏÌÅ k ÎÁ k(t), ÇÄÅ t { ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÄ k (ÜÔÏÔÒÅÂÕÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ [6℄).
§1. òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉéÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ �Ï çÁÕÓÓÕÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. üÔÏ ÄÁ�ÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÈÏÒÏÛÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.÷Ó�Å ÖÅ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÚÄÅÓØ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ × ÕÄÏÂÎÏÊÄÌÑ ÎÁÛÉÈ �ÅÌÅÊ ÆÏÒÍÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ

∑16j6m ai;jXj = ai;m+1; 1 6 i 6 n; (15)ÇÄÅ ai;j ∈ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ(ai;j)16i6n; 16j6m+1ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÒÅËÕÒÓÉÀ �Ï r, ÇÄÅ 0 6 r 6 min{n;m} − 1.(**) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÉÎÄÅËÓÙ 1 6 i1 < : : : < ir 6 n,1 6 j1 < : : : < jr 6 m+ 1 É ÍÉÎÏÒ det((ai�;j� )16�;�6r) 6= 0.îÁÛÁ �ÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ir+1; jr+1, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï (**) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ r + 1 ×ÍÅÓÔÏ r, ÉÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ�ÁÒÙ ir+1; jr+1 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍ,ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ (ÔÏÌØËÏ × Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏÛÁÇÁ), ÞÔÏ i� = �, j� = � �ÒÉ 1 6 �; � 6 r.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~Ar �ÒÉÓÏÅÄÉÎ�eÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ Ë ÍÁÔÒÉ�Å Ar =(a�;�)16�;�6r. ðÏÌÏÖÉÍ Ær = det(Ar) 6= 0. ðÕÓÔØ Ew { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ w, ÇÄÅ w > 1. ðÏÌÏÖÉÍG′r = ( ~Ar; 00; ÆrEn−r ) ; A′r = G′rA = ( ÆrEr; BrÆrCr; ÆrDr ) ;



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 141Gr = ( ~Ar ; 0
−Cr ~Ar; ÆrEn−r ) ; A′′r = GrA = ( ÆrEr; Br0; Fr ) :úÄÅÓØ Br; Cr; Dr; Fr { ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ × k. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù Fr Ñ×ÌÑÀÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ) �ÏÒÑÄËÁ r + 1 ÍÁÔÒÉ-�Ù A.�Å�ÅÒØ ÅÓÌÉ Fr = 0, ÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ �ÁÒÙ ir+1; jr+1. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÏÖÉÍ � = r, G = G�, A′′ = A′′� . íÙ ÉÍÅÅÍ � = rank(A).åÓÌÉ Fr = (fr;i;j)r+16i6n; r+16j6m+1 6= 0;ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ jr+1 = min{j : ∃i (fr;i;j 6= 0)}, ir+1 = min{i : fr;i;jr+1 6= 0}É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Jr = {(i; j) : ((r + 1 6 j < jr+1)&(r + 1 6 i 6 n)) ∨ ((j =jr+1)&(r+1 6 i < ir+1))}. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, fr;i;j = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ (i; j) ∈ Jr.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÉÔÏÇÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ A Ë ËÁÎÏÎÉ-ÞÅÓËÏÊ ÔÒÁ�Å�ÉÅ×ÉÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ A′′ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A′′) Ó F� = 0, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A. üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ G = (gi;j)16i;j6n ÓÌÅ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (15)(ÉÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ j1; : : : ; j� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (**). üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÔØ, ÞÔÏ a = {ai;j}16i6n; 16j6m+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. ðÕÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ïk(m+1)n ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á a. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ a∗ = {a∗i;j}16i6n; 16j6m+1 ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ k(m+1)n. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á a. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ  ∈ A �ÕÓÔØ dega  ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á a. �Å�ÅÒØ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A;Ar; G′r; A′r; Gr; A′′r ; Br; Cr; Dr; G, ××ÅÄ�ÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ÉÍÅ-ÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × A, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ær, gi;j Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÉÚ

A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Æ′1; : : : ; Æ′� ×ÓÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á {fr;i;j}, (i; j) ∈ Jr, 1 6 r 6 �. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Æ′i Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ). íÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ



142 á. ì. þéó�ï÷G(a∗) = G|a=a∗ = (gi;j(a∗))16i;j6n É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ �ÏÄÏÂÎÙÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ k = k, ÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË-�ÉÀ
⋃n;m>1 k(m+1)n

→
⋃n>1 kn2 ;a∗ 7→ G(a∗) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁa∗ ∈ Z(Æ′1; : : : ; Æ′�) \ Z(Æ1 · : : : · Æ�):üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ {Tm;n}m;n>1. ëÁÖÄÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Tm;n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ ÎÁÄ k Ó ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á a, ÉÍÅÀÝÅÅ ÕÒÏ×ÅÎØÎÅ ÂÏÌØÛÅ min{m + 1; n}. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ v ∈ L(Tm;n) ×ÙÈÏÄ, ÅÍÕÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ G Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ dega gi;j 6 min{m+1; n}−1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j. ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×-ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Wv ⊂ k(m+1)n, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅÌÉÓÔÕ v, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

Wv = Z(Æ′1; : : : ; Æ′�) \ Z(Æ1 · : : : · Æ�);ÇÄÅ � = rankA(a∗). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÄÅËÓÙ 1 6 i1 < : : : < i� 6 n,1 6 j1 < : : : < j� 6 m+1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÓÔÕ v É rank(Ar(a∗)) = �.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ Wv ÍÁÔÒÉ�Á G(a∗)A(a∗) ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÁ-�Å�ÉÅ×ÉÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (ÓÍ. ×ÙÛÅ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ [8℄. ïÎÉ ÂÌÉÚËÏÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ××ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ K { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ Mn;m(K) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ� Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K Ó nÓÔÒÏËÁÍÉ É m ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ k É K { �ÏÌÑ É K ⊃ k. ðÕÓÔØ m;n; r > 1 { �ÅÌÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ r 6 min{m;n}. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k ÓÏÄÅÒÖÉÔÎÅ ÍÅÎØÛÅ min{(m − r)r; (n − r)r} + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù Bi = (bi;�;�)16�6r; 16�6n ∈ Mr;n(k), 0 6 i 6 (n − r)r, ÉCj = (j;�;�)16�6m; 16�6r ∈Mm;r(k), 0 6 j 6 (m− r)r, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ.



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 143ðÕÓÔØ A = (ai;j)16i6n;16j6m ∈ Mn;m(K) { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.�ÏÇÄÁ rank(A) > r × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ iÉ j, ÇÄÅ 0 6 i 6 (n−r)r É 0 6 j 6 (m−r)r, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ det(BiACj) 6= 0.éÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ r ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÎÙÎÕÌÀ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ det(BiACj) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ [8℄ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ�Dj∈Mm−r;m(k),0 6 j 6 (m− r)r, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ.
• äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Q ∈ Mr;m(K) Ó rank(Q) = r ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ j, 0 6 j 6 (m− r)r, ÞÔÏ det( QDj ) 6= 0.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ D′j ∈ Mr;m(k), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ Æj = det( D′jDj ) 6= 0.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~Dj �ÒÉÓÏÅÄÉÎ�eÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Å ( D′jDj ). ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ × ×ÉÄÅ ~Dj = (Cj ; C ′j), ÇÄÅ Cj ∈ Mm;r(k),C ′j ∈ Mm;m−r(k). �ÏÇÄÁ ( QDj ) ~Dj = ( Q1; Q20; ÆjEm−r ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ ÍÁÔÒÉ� Q1; Q2. ðÏÜÔÏÍÕ Q1 = QCj É det(QCj) 6= 0. íÙ ÂÕÄÅÍ�ÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ Cj = C(r;m)j , 0 6 j 6 (m− r)r.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, rank(A) > r ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÉÎÄÅËÓ j, 0 6 j 6 r(m−r), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ rank(ACj) = r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ(ACj)t ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ Ë ÍÁÔÒÉ�Å ACj . �ÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ (Ó n ×ÍÅÓÔÏ m) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ i, 0 6 i 6 r(n − r),ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ det((ACj)tC(r;n)i ) 6= 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ Bi =(C(r;n)i )t ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, 0 6 i 6 r(n− r). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. íÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ 2 × ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÒÁÂÏÔÙ [6℄.éÍÅÎÎÏ, ÔÁÍ ÍÙ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: \ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ [8℄,ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÓÅ ÍÉÎÏÒÙ �i ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉ-ÎÁ�ÉÉ É �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏm3 = dO(1)".üÔÉ �i { ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (20) ÒÁÂÏÔÙ [6℄. æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØm3 = dO(1), ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÚÄÅÓØ ÌÅÍÍÕ 2 ÔÒÉ ÒÁÚÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ Ë�1; : : : ;�m1 , ÚÁÔÅÍ Ë �m1+1; : : : ;�m2 É, ÎÁËÏÎÅ�, Ë �m2+1; : : : ;�m3 .



144 á. ì. þéó�ï÷ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (1) É  (2).éÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ (1) = GCD Y1;X;v3;:::;vn( ∑16i6m1 Y i1 ~�i; f(X; 0)) ∈ k[v℄[X ℄; (16) (2) = GCD Y2;Y3;X;v3;:::;vn( (1); ∑m1<i26m2;m2<i36m3 Y i22 Y i33 ~�i2 ~�i3) ∈ k[v℄[X ℄:(17)æÕÎË�ÉÀ κ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÒÁÂÏÔÙ [6℄ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ××ÏÄÉÔØ ×Ï×ÓÅ. ëÏÎÅÞ-ÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ k ÍÉÎÏÒÏ× �i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ DO(1)n . íÙ �ÙÔÁÌÉÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ É Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÌÉ ÆÕÎË�ÉÀ κ. îÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÌÅÇËÁ ÎÅ�ÏÎÑÔÎÙÍ (ËÏÇÄÁÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ) É ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÈ �ÏÑÓÎÅÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 1 ÄÌÑ ÏÂÏ-ÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ κ. îÏ ×Ó�Å ÖÅ ÌÕÞÛÅ �ÒÉÍÅÎÉÔØ × [6℄ÌÅÍÍÕ 2.ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ [6℄,ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØZ1; : : : ; Zm3 { ÎÏ×ÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. �ÏÇÄÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ (16) ÄÌÑ  (1) (Ó�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ m1, ÍÙ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÌÅÍÍÕ 2) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁ-ÍÅÎÉÔØ Y1; X; v3; : : : ; vn ÎÁ Z1; : : : ; Zm1 ; X; v3; : : : ; vn É Y i1 ÎÁ Zi. ÷ ÆÏÒ-ÍÕÌÅ (17) ÄÌÑ  (2) (Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ m2, m3) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØY2; Y3; X; v3; : : : ; vn ÎÁ Zm1+1; : : : ; Zm3 ; X; v3; : : : ; vn É Y i22 Y i23 ÎÁ Zi2Zi3 .îÏ ÚÄÅÓØ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Zi, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÏÖÅ-ÌÁÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÒÁÂÏÔÙ [6℄ ÚÁ ÓÕÂÜËÓ�Ï-ÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.
§2. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ É ÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ÷ [5℄ ××ÏÄÑÔÓÑ ÄÅÒÅ×ØÑ É ÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁÚÄÅÌÕ 1 ÒÁ-ÂÏÔÙ [5℄ (ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÔÕÄÁ),(*) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉa∗ = (a∗1; : : : ; a∗�) ∈ Wv ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÙÎÁ w×ÅÒÛÉÎÙ v, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ Aw(a∗1; : : : ; a∗�) = true.÷ [5℄ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (*) ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÜË×É×ÁÌÅÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÓÍ. ÆÏÒÍÕ-ÌÕ (3) × ÒÁÚÄÅÌÅ 1 ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ.



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 145ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ { ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË× [5℄, Ó ÔÏÊ ÌÉÛØ ÒÁÚÎÉ�ÅÊ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (*) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ. �ÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅÏÂßÅËÔÙ, ××ÅÄ�ÅÎÎÙÅ × [5℄. ÷ [5℄ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (5) × ËÏÎ�Å ÒÁÚÄÅÌÁ 1)
S(T ) = ⋃v∈L(T )Wv (18){ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S(T ), Ô.Å. Wv1∩Wv2=∅ÄÌÑ ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ v1; v2 ∈ L(T ). �Å�ÅÒØ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (18) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S(T ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [5℄ (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ�ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ìÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ-×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á T ′, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ T ′ 6= T , ÍÙ ÉÍÅÅÍ

S(T ′) 6= S(T ). åÓÌÉ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ÓÍÙÓÌÅ [5℄, ÔÏT ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ T = IRD(T ), ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2× [5℄.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓÏ-ËÒÁÔÉÍÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï T ′ × T Ó S(T ′) = S(T ), ÎÏ ÜÔÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [5℄ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÉÇÎÁÔÕÒÙÉ ÍÅÔËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÄÅÒÅ×ØÑÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÉÈ×ÅÒÛÉÎÁÍ (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).ðÕÓÔØ a′1; : : : ; a′κ { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁÄ k �Á-ÒÁÍÅÔÒÙ É 1; : : : ; � ∈ k[a′1; : : : ; a′κ℄. ÷ [5℄ × ËÏÎ�Å ÒÁÚÄÅÌÁ 2 Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÙ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T () É ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï T ′(), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÄÅÒÅ×Õ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T É ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×  = {i}16i6� (ÆÁËÔÉÞÅ-ÓËÉ ÔÁÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ T (b) É T ′(b), ÎÏ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÚÄÅÓØÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ b ÎÁ  É � ÎÁ κ). äÅÒÅ×Ï T () ÉÍÅÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÈÏÄÎÙÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× a′1; : : : ; a′κ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ, ÚÁÍÅÎÑÑ ×ÅÚÄÅ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈÄÅÒÅ×ØÅ× T () É T ′() × [5℄ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T ÎÁ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÅÒÅ-×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T () É ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T ′(),ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T É ÓÅÍÅÊÓÔ×ÕÜÌÅÍÅÎÔÏ× . çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ T ′(), ÓÌÅÄÕÅÔ



146 á. ì. þéó�ï÷�ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ 1; : : : ; � ×ÍÅÓÔÏ a1; : : : ; a� ×ÅÚÄÅ × ÏÂßÅËÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅ-ÓÑ Ë T . ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ T (), ÎÁÄÏ �ÒÉËÌÅÉÔØ ÎÏ×ÙÊËÏÒÅÎØ Ë T ′().úÁÍÅÎÉÍ ×ÅÚÄÅ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÄÅÒÅ×ØÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ. �ÏÇÄÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÌÅÓÁ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. �ÁË ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×ÏÍ {T�}�∈� ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.÷ [5, ÒÁÚÄÅÌ 3℄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ F : S(T ) → K, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑËÁÖÄÏÍÕ ÌÅÓÕ T .�Å�ÅÒØ �ÕÓÔØ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÌÅÓÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. úÁÍÅÎÉÍ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ F ÉÚ [5, ÒÁÚÄÅÌ 3℄ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏ-ÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ T ). �ÏÇÄÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ F ⊂ S(T )×K,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T (×ÍÅÓÔÏ ÆÕÎË-�ÉÉ F). úÄÅÓØ F ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ.íÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ F = F(T ).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ F(T ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T . ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÎÏ-ÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q = F(T ).ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÔÉÌÉ × [5℄, ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÅ-ÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙ-ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ S(T ),ÅÇÏ ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ K, É ÏÎ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ F(T ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÓËÁÖÅÍ T = {T�}�∈�, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÛÁ-ÇÁÈ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂßÅËÔÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÉÌÉÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÍ. �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÚÄÅ-ÌÙ). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÙÂÏÒÙ. îÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈÄÁÀÔ ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ (Ó �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ, ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÏ-ÓÔÉ × [5℄), Á ÄÒÕÇÉÅ ÎÅÔ. �ÁË ÞÔÏ ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÁ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×. úÄÅÓØ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ × ÏÂÌÁÓÔØ ÅÇÏ×ÙÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Q (ÔÁËÞÔÏ Q = F(T )).



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 147úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ � ∈ �. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÛÁÇ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÅ v′ÄÅÒÅ×Á T� . �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÙÎÏ×ØÑ v ×ÅÒÛÉÎÙ v′ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ×ÙÂÏÒÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-ÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(v; T�) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ× w ÄÅÒÅ×Á×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T�, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ w Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÔÏÍËÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ v. �ÏÇÄÁ×ÙÂÏÒ ÏÂßÅËÔÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÅ v, ÎÅ ÄÁ�ÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÔÒÅ-ÂÕÅÍÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉWw = ∅ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏÌÉÓÔÁ w ∈ L(v; T�). ÷ÏÔ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ �ÏÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ:ÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÎÁÈÏÄÉÔ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ), É ËÁÖÄÙÊÅÇÏ ×ÙÈÏÄ ÉÚ K ÄÁ�ÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. äÒÕÇÉÈ ×ÙÈÏÄÏ× ÎÅÔ.þÁÓÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Q, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ × ÏÂÙÞÎÏÍ (ÉÌÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ) ÓÍÙÓÌÅ.éÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Q ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.÷ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂßÅËÔÙ. ÷ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÉ ÏÂßÅËÔÙ�ÅÒÅÂÉÒÁÀÔÓÑ ÄÏ �ÅÒ×ÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁ�ÅÔ ×ÙÈÏÄ (ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔÕÔÏÞÎÉÔØ ÍÅÔÏÄ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ; ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÛÁÇÏ× Ó �ÅÒÅ-ÂÏÒÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ). ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ(× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) Q′ : S(T ) → K, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Q.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó �ÅÒÅÂÏÒÁÍÉ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀ Q′ : S → K. �ÏÇÄÁ ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏ-ÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Q : S → K. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Q, ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÙÂÏÒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ××ÍÅÓÔÏ ÉÈ �ÅÒÅÂÏÒÏ×. �ÁË ÞÔÏ ÚÄÅÓØ Q′ ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Q.íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó �ÅÒÅÂÏÒÁÍÉ (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙ-ÓÌÅ), ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀ Q′, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅÓÕ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÅ-ÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T . íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó �ÅÒÅÂÏÒÁÍÉ(× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [5, ÒÁÚÄÅÌ 3℄ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ T2 ◦ T1ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÅÓÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T1 É T2. ïÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÔÏÍ É



148 á. ì. þéó�ï÷ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ F(T2) ◦ F(T1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ F(T2 ◦ T1) =
F(T2) ◦ F(T1).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [5, ÒÁÚÄÅÌ 3℄ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÂÏÒ 〈T1; : : : ; TN 〉 ÉÚ NÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÅÓÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T1; : : : ; TN . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
〈T1; : : : ; TN 〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÌÅÓÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÒÁÂÏ-ÔÙ [5℄ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. üÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 3, ÓÍ.ÎÉÖÅ. ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ× ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× É ÌÅÓÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÌÅÍÍÕ 5 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 6 ÓÔÁÔØÉ [6℄. ÷ ÕËÁ-ÚÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÌÑ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑV ⊂ A�(k) ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Da(V ) { ÓÔÅ�ÅÎØ(ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 6 ÓÔÁÔØÉ [6℄) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ a, ÇÄÅ 0 6 a 6 �; ÄÌÑ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ D > 2 �ÏÌÏÖÉÍ Æ1(V;D) = ∑06a6�Da(V )Da É Æ(V;D) =
∑06a6�Da(V )(Da+1 − 1)=(D − 1).÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�ÙÎÁ ÓÔÅ�ÅÎØ { D1 É D { ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù D × ÌÅÍÍÅ 5 ÒÁÂÏÔÙ [6℄.�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, �ÕÎËÔÙ (b){(d) ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ �ÕÎËÔÁÍÉ (b){(d) ÌÅÍÍÙ 5 ÒÁÂÏÔÙ [6℄.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × A�(k). ðÕÓÔØ {W}∈� { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×-ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × A�(k). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ  ∈ �

W = Z( ;1; : : : ;  ;�;1) \ Z( ;�;1+1; : : : ;  ;�;2) ⊂ A�(k)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×  ;i ∈ k[b1; : : : ; b�℄, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏdegb1;:::;b�  ;i 6 D1�ÒÉ 1 6 i 6 �;1 É degb1;:::;b�  ;i 6 D �ÒÉ �;1 + 1 6 i 6 �;2 ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ D1 > D > 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ⋃∈�W ⊃V . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ {W�}�∈B, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 149(a) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ B
W� = Z( (1)�;1; : : : ;  (1)�;��;1) \ ⋃26j6m� Z( (j)�;1; : : : ;  (j)�;��;j ) ⊂ A�(k)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m� > 2 É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ×  (j)�;i ∈ k[b1; : : : ; b�℄, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ degb1;:::;b�  (1)�;i 6 D1 �ÒÉ1 6 i 6 ��;1 É degb1;:::;b�  (j)�;i 6 D �ÒÉ 1 6 i 6 ��;j , 2 6 j 6 m�.(b) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ B �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ m� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÏÊ Æ1(V;D).() îÁÂÏÒ {V ∩ W�}�∈B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V , Ô.Å. ⋃�∈B(V ∩ W�) = V , É ÄÌÑ ×ÓÅÈ�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �1; �2 �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ (V ∩ W�1) ∩ (V ∩ W�2)�ÕÓÔÏ.(d) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ  ∈ �, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

W� ⊂ W.(e) þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× #B ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Æ(V;D).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÌÅÍÍÙ 5 ÒÁÚÄÅÌÁ 6ÒÁÂÏÔÙ [6℄. ��ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ T { ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÏ ×ÈÏÄÎÙÍÉ�ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a1; : : : ; a� ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k É l(T ) = w. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×Á T ÕÓÌÏ×ÉÅ Av ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ('v;1 = 0)∧: : :∧('v;�v;1 = 0)∧(('v;�v;1+1 6= 0)∨: : :∨('v;�v;2 6= 0)); (19)ÇÄÅ ∧, ∨ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÀ É ÄÉÚßÀÎË�ÉÀ, ×ÓÅ'v;� ∈ k[a1; : : : ; a� ℄; 1 6 � 6 �v;2;Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �v;2 > �v;1 > 0 Édega1;:::;a� 'v;� 6 d �ÒÉ �1;v < � 6 �2;v, ÓÍ. (19), ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ d > 2. ðÕÓÔØ S(T ) = ⋃16j6N Sj , ÇÄÅ ×ÓÅ Sj Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ × A�(k). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÅÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï T ′ ÄÅÒÅ×Á T , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ S(T ′) = S(T ) É#L(T ′) 6
∑16j6N Æ(Sj ; wd):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ S(T ) = A�(k), ÔÏ#L(T ′) 6
(wd)�+1 − 1wd− 1 :



150 á. ì. þéó�ï÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 3 Ó � = �, V = Sj ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏj, D = wd, � = L(T ). �ÏÇÄÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÀ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Sj É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ (d) ÌÅÍ-ÍÙ, �ÏËÒÙÔÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ Sj . üÔÏ ÄÁ�ÅÔ �ÏËÒÙÔÉÅ {Wv}v∈�′ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
S(T ) = ⋃16j6N Sj Ó �′ ⊂ � É #�′ 6

∑16j6N Æ(Sj ; wd). �Å�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÍT ′ ÒÁ×ÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ �ÏÄÄÅÒÅ×Õ × T , ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏL(T ′) = �′. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á T ′ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÚ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ×ÅÒÓÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÒÁÂÏÔÙ [6℄ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2 ÉÚ ××ÅÄÅÎÉÑ) �ÏÌÕÞÁÅÔ-ÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÌÅÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. úÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.
§3. óÌÕÞÁÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅóÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ  = 0. óÅÊÞÁÓ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ UÓÉÓÔÅÍÁ (3) ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ (ÉÌÉ �ÕÓÔÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ × Pn(k).ðÕÓÔØ B = k[a1; : : : ; a� ℄. ðÕÓÔØ Y0; Y1; : : : ; Yn ∈ B[X0; : : : ; Xn℄ { �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X0; : : : ; Xn Ó ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ × B, Á U0; U1; : : : ; Un { ÎÏ×ÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ðÏÌÏÖÉÍ fm =U0Y0 + U1Y1 + : : :+ UnYn.ðÕÓÔØ degX0;:::;Xn fi = di �ÒÉ 0 6 i 6 m − 1. ðÏÌÏÖÉÍ dm = 1. îÁ-�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ d0 > d1 > : : : > dm−1 > 1, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1 ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ.ðÕÓÔØ D′ = d0 + ∑16i6min{m−1;n}(di − 1). ðÕÓÔØ Hi, 1 6 i 6 m (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ H), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ B[U0; : : : ; Un℄-ÍÏÄÕÌÅÍ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g ∈B[U0; : : : ; Un℄[X0; : : : ; Xn℄, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X0; : : : ; Xn ÓÔÅ�Å-ÎÉ degX0;:::;Xn g = D′ − di (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ degX0;:::;Xn g = D′). óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, Hi (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ H) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ B[U0; : : : ; Un℄-ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ i = (D′−di+nn ) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ  = (D′+nn )). òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ B[U0; : : : ; Un℄-ÍÏÄÕÌÅÊ
H0 ⊕H1 ⊕ : : :⊕Hm → H; (g0; : : : ; gm) 7→ g0f0 + : : :+ gmfm: (20)÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Hi (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ H), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊÉÚ ÍÏÎÏÍÏ× ÏÔ X0; : : : ; Xn Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 1 ÓÔÅ�ÅÎÉ D′ − di (ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ D′). �ÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (20) × ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 151ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A Ó  ÓÔÒÏËÁÍÉ É ∑06i6m i ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ. íÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
A × ×ÉÄÅ A = (A′;A′′), ÇÄÅ A′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÅÊ × A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ∑06i6m−1 i ÓÔÏÌÂ�Ï×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ-�Ù A′ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á B, É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A′′Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÏÔ U0; : : : ; Un Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ B.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ A�(k) �ÏÌÏÖÉÍ A(a∗) = A|a1=a∗1 ;:::;a�=a∗� ÒÁ×ÎÙÍÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ a∗i ×ÍÅÓÔÏ ai, 1 6 i 6 �, × ÍÁÔÒÉ�Õ A. áÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A′(a∗), A′′(a∗). �ÁË ÞÔÏ A′(a∗) { ÍÁ-ÔÒÉ�Á Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ka∗ , ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A′′(a∗)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÏÔ U0; : : : ; Un Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ka∗ ,É A(a∗) = (A′(a∗);A′′(a∗)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �a∗ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊÄÅÌÉÔÅÌØ × ËÏÌØ�Å ka∗ [U0; : : : ; Un℄ ×ÓÅÈ ÍÉÎÏÒÏ× �ÏÒÑÄËÁ  ÍÁÔÒÉ�Ù
A(a∗) (ÏÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅ-ÌÑ ÉÚ ka∗).óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ [10, 11℄.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ a∗ ∈ A�(k). ðÕÓÔØ Va∗ { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ (ÉÌÉ ËÏÒÎÅÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ (3) × Pn(k). �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.(a) åÓÌÉ #Va∗ = +∞ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, dimVa∗ > 0), ÔÏ�a∗ = 0.(b) åÓÌÉ #Va∗ < +∞, ÔÏ�a∗ = � ∏�=(�0 :::::�n)∈Va∗( ∑06i6nUiYi(�0; : : : ; �n))e� ;ÇÄÅ e� > 1 { ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ � ÓÉÓÔÅÍÙ (3), É 0 6= � ∈ k, ×ÓÅ�i ÌÅÖÁÔ × k, 0 6 i 6 n (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ∑06i6nUiYi(�0; : : : ; �n) ∈ k[U0; : : : ; Un℄, � ∈ Va∗ , ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ Yi Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ).() ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ #Va∗ < +∞ É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ � =(�0 : : : : : �n) ∈ Va∗ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ∑06i6nUiYi(�0; : : : ; �n) 6= 0. �ÏÇÄÁdegU0;:::;Un �a∗ =  − rankA′(a∗).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ Yi = Xi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, ÔÏ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [10,11℄.óÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ Yi ÌÅÇËÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ Yi = Xi,0 6 i 6 n, �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ



152 á. ì. þéó�ï÷ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉÞÉÔÁÔÅÌÀ). �îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L0 = Mκ1;0 ,
L′0 = M′0;κ2;0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ κ1;0 =2nD′n É κ2;0 = nD′n(D′n − 1)=2.ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ a∗ ∈ U0. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ(Y0; Y1) ∈ L0 × L′0, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ Va∗ ÉÍÅÅÍ Y0(�) 6= 0 ÉÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �1; �2 ∈ Va∗ ÉÍÅÅÍ (Y1=Y0)(�1) 6=(Y1=Y0)(�2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÒ. [2℄. �ïÓÌÁÂÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 1) ÄÌÑ  = 0 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÍÅÎÉÍ × Å�e ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ\(i){(xiii)" ÎÁ \(i){(ix)" (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ \(ii){(xiii)" ÎÁ \(ii){(ix)") ÉÏ�ÕÓÔÉÍ \	�;s;r;i1;i2 , 	j;i1;i2" × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ (). �Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍ-ÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÌÅÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T0, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÌÁ-ÂÌÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÕÀ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ×ÅÒÓÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 1) ÄÌÑ  = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (3) Ó a∗ ∈ U0. óÎÁ-ÞÁÌÁ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (Ó �ÅÒÅÂÏÒÁÍÉ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2) ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÎ ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÅÔÏÄÕ ÉÚ [10, 11℄ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅ-ÎÉÑÍÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.íÙ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍ �ÁÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ (Y0; Y1) ∈ L0 × L′0.ðÕÓÔØ Y0; Y1 ∈ k[X0; : : : ; Xn℄ { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÏ-ÌÏÖÉÍ Yi = 0 �ÒÉ 2 6 i 6 n. îÁÛÁ �ÅÌØ { ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �a∗ ,ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 5 (). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A = (A′;A′′), ÓÍ. ×ÙÛÅ. úÁÔÅÍ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 1, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ G, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ GA′(a∗) ÉÍÅ-ÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÁ�Å�ÉÅ×ÉÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏË ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. ðÕÓÔØ GA′(a∗) = (

A10 ), ÇÄÅrank(A1) = rank(A′(a∗)) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù GA(a∗) ÜÔÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ( A1; A20; A3 ), ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� A2, A3 Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÉÚ ka∗ [U0; U1℄ É rank(A3) = −rank(A′(a∗)).�Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 2 Ë ÍÁÔÒÉ�Å A3 (×ÍÅÓÔÏ A). óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊÌÅÍÍÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� Cj , 0 6 j 6 N , Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ ÉÚ k, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A3Cj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 153j. íÙ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù Cj ÄÌÑ j = 1; 2; : : : ; N . åÓÌÉ det(A3Cj) = 0ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j, ÔÏ rank(A) <  É �a∗ = 0.ðÕÓÔØ det(A3Cj0 ) 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ j0 É det(A3Cj) = 0�ÒÉ 1 6 j < j0. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 5 (a) ÍÙ ÉÍÅÅÍ �a∗ = det(A3Cj0) (ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ ka∗ ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ,ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,×ÙÞÉÓÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �a∗ ∈ ka∗ [U0; U1℄.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � = 0, a(0) ∈ A�(k), Y0 6= 0. ðÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÌÏÖÉÍ�̃k;X0;:::;Xn;f0;:::;fm−1;Y0;Y1 = �a(0) ;ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �a(0) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÉ.ðÒÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÍÙ ××ÏÄÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ�k;X0;:::;Xn;f0;:::;fm−1;Y0;Y1 = { �a(0)=lU0(�a(0) ); ÅÓÌÉ �a(0) 6= 0;0; ÅÓÌÉ �a(0) = 0:ïÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ.ðÕÓÔØ a∗ ∈ U0. �Å�ÅÒØ ÍÙ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍ �ÁÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ(Y0; Y1) ∈ L0 × L′0:ðÏÌÏÖÉÍ Yi = 0 �ÒÉ 2 6 i 6 n É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ �a∗ , ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ Ï�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ.åÓÌÉ �a∗ = 0, ÔÏ �ÁÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 5 É ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÁÒÅ (Y0; Y1) ∈ L0 × L′0.åÓÌÉ �a∗ 6= 0 É U1 ÄÅÌÉÔ �a∗ , ÔÏ Y0(�) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ Va∗ .÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÁÒÅ (Y0; Y1) ∈ L0 × L′0.îÁËÏÎÅ�, �Ï ÌÅÍÍÅ 5 É ÌÅÍÍÅ 4 ÍÙ ÎÁÊÄ�ÅÍ ÔÁËÕÀ �ÁÒÕ (Y0; Y1), ÞÔÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �a∗ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ É U1 ÎÅ ÄÅÌÉÔ �a∗ .÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ [6, ÒÁÚÄÅÌ 2℄ É �ÏÓÔÒÏÉÍÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ�a∗;j = SQFj;Z(�a∗(Z;−1)) ∈ ka∗ [Z℄; 1 6 j 6 degU0 �a∗ ;ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ�a∗(Z;−1)× ÓÍÙÓÌÅ (21), ÓÍ. ÎÉÖÅ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ÉÍÅÅÍ0 6 degZ �a∗;j 6 (degU0 �a∗)=j:



154 á. ì. þéó�ï÷îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ �0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÓÍ. �. (iv)Ó s = 0. åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ p ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ B0 = {1; : : : ; degZ �a∗(Z;−1)}, B1 = ∅. åÓÌÉ p > 1, ÔÏ Br =
{jpr : 1 6 j 6 (degZ �a∗(Z;−1))=pr} ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r > 0,ÓÍ. [6, ÒÁÚÄÅÌ 2℄. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÌÏÖÉÍ r(j) = r × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ j ∈ Br \Br+1.÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ∏06r6�0 ∏j∈Br\Br+1�j=pra∗;j (Zpr ) = �′a∗�a∗(Z;−1); (21)ÇÄÅ 0 6= �′a∗ ∈ ka∗ , É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �a∗;j(Zpr(j) ), 1 6 j 6 degU0 �a∗ ,�Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÓÍ. [6, ÒÁÚÄÅÌ 2℄. ðÏÌÏÖÉÍga∗;r = ∏j∈Br\Br+1�a∗;j ∈ ka∗ [Z℄; 0 6 r 6 �0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ga∗;r ∈ ka∗ [Z℄ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ. úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ∑06r6�0 degZ ga∗;r = #{(Y1=Y0)(�) : � ∈ Va∗} (22)(ÚÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).ðÕÓÔØ t { ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÄ k. òÁÓÛÉÒÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅk ÄÏ k(t). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 0 6 i 6 n, ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÀ Ë k(t), Y0; Y1 + tXi ×ÍÅÓÔÏ k, Y0; Y1 Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ j0, ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ (Ô.Å. ÍÙ ÎÅ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ÓÎÏ×Á ÍÁÔÒÉ�Ù Cj ; ÓÉÓÔÅÍÁ (3)ÔÁËÖÅ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ). ðÏÌÏÖÉÍ �r = tpr . íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ �a∗;i ∈ ka∗ [t; U0; U1℄ É ga∗;r;i ∈ ka∗ [�r; Z℄ ×ÍÅÓÔÏ �a∗ É ga∗;rÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 0 6 r 6 �0. éÍÅÅÍ∑06r6�0 degZ ga∗;r;i = #{((Y1 + tXi)=Y0)(�) : � ∈ Va∗}: (23)ìÅÍÍÁ 6. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 4 (b) �ÕÓÔØ e� = pr�e′�, ÇÄÅ r�, e′�{ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, 0 6 r� 6 �0, e′� > 1, GCD(e′� ; p) = 1, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ� ∈ Va∗ . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ U1 ÎÅ ÄÅÌÉÔ �a∗ . �ÏÇÄÁ �ÁÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ (Y0; Y1) ∈ L0×L′0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 5 × ÔÏÍÉ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅÕÓÌÏ×ÉÑ:(a) ∑06r6�0 degZ ga∗;r;i = ∑06r6�0 degZ ga∗;r ÄÌÑ ×ÓÅÈ i,(b) degZ ga∗;r;i = degZ ga∗;r ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; r,



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 155() ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r, 0 6 r 6 �0, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ga∗;r(Zpr) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó
∏�∈Va∗ ; r�=r(Z − (Y1=Y0)(�))prÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k, É ÄÌÑ ×ÓÅÈ i,0 6 i 6 n, É r, 0 6 r 6 �0, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ga∗;r;i(Zpr) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó

∏�∈Va∗ ; r�=r(Z − (Y1=Y0)(�)− t(Xi=Y0)(�))prÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ k(�r).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÚ () ÓÌÅÄÕÅÔ (b), Á ÉÚ (b) ÓÌÅÄÕÅÔ (a).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ (a) ÓÌÅÄÕÅÔ (). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ Va∗ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚe′′� (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ e′′�;i) ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ Z = (Y1=Y0)(�) (ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ Z = ((Y1=Y0) + t(Xi=Y0))(�)) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �a∗(Z;−1) ∈ ka∗ [Z℄(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �a∗;i(t; Z;−1) ∈ ka∗(t)[Z℄). �ÏÇÄÁ, e′′� > e′′�;i > e� ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ � É ×ÓÑËÏÇÏ i. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (22) É (23)
∑06r6�0 degZ ga∗;r = ∑�∈Va∗ 1=e′′� 6

∑�∈Va∗ 1=e′′�;i = ∑06r6�0 degZ ga∗;r;i: (24)åÓÌÉ e′′� > e� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ �(1) ∈ Va∗ ,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (Y1=Y0)(�(1)) = (Y1=Y0)(�), ÎÏ (Xi=Y0)(�(1)) 6= (Xi=Y0)(�)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i, 0 6 i 6 n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ i, 0 6 i 6 n, ÞÔÏ e′′� > e′′�;i.ðÏÜÔÏÍÕ × (24) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 0 6 i 6 n,ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ e� = e′′� ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ Va∗ . ïÔÓÀÄÁ ()ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (Y0; Y1) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍ-ÍÙ 5. ðÕÓÔØ lZ(ga∗;r;i) { ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ga∗;r;i ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z. �ÏÇÄÁ ga∗;r;i=lZ(ga∗;r;i) ∈ ka∗ [�r; Z℄, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÒÎÉÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÎÁÄ ka∗ [�r℄. �ÁË ÞÔÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑÌÅÍÍÕ 2 ÒÁÂÏÔÙ [6℄, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ga∗;r;i ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÏ×�ÁÄÁÀ-ÝÉÊ Ó ga∗;r;i=lZ(ga∗;r;i) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ ka∗ .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ lZ(ga∗;r;i) ∈ ka∗ .�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ga∗;r;i(0; Z) ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ga∗;r Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ ka∗ . ðÕÓÔØ�a∗;r = lZga∗;r (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �a∗;r;i = lZga∗;r;i, 0 6 i 6 n). úÁÍÅÎÑÑ



156 á. ì. þéó�ï÷ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ga∗;r ÎÁ ( ∏06j6n�a∗;r;j) ga∗;r É ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ga∗;r;i ÎÁ�a∗;r ( ∏06j 6=i6n�a∗;r;j) ga∗;r;i, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ga∗;r;i(0; Z) = ga∗;r ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i.åÓÌÉ degZ ga∗;r = 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ Ja∗;r = ∅ É Va∗;0;r = ∅. ðÕÓÔØdegZ ga∗;r > 0. �ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ Ja∗;r ÒÁ×ÎÙÍ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ha∗;j = ga∗;r ÄÌÑ j ∈ Ja∗;r. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ja∗;r �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Va∗;0;r × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.�ÁË ÞÔÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ,ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ degZ ga∗;r > 0.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r, 0 6 r 6 �0, ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q ∈ ka∗ [Y; Z℄,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ga∗;r = (Z − Y )Q+ ga∗;r(Y ). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÒÎÑ � �ÏÌÉÎÏÍÁga∗;r ÍÙ ÉÍÅÅÍ (Z−�)Q(�; Z) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ g′a∗;r = ddZ (ga∗;r) = Q(Z;Z).äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ ga∗;r;i = ga∗;r + ∑j>0 ga∗;r;i;j� jr ∈ ka∗((�r))[Z℄,ÇÄÅ ga∗;r;i;j ∈ ka∗ [Z℄. �Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÍ �ÏÄß�eÍ �Ï ÌÅÍÍÅ çÅÎÚÅÌÑ ËÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ga∗;r;i É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ga∗;r;i(0; Z) = (Z−�)Q(�; Z) É �ÏÌÕÞÉÍËÏÒÅÎØ Z = �i ∈ ka∗ [[�r ℄℄ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ga∗;r;i, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �i(0) =�i|�r=0 = �. äÁÌÅÅ,dd�r (�i)∣∣∣�r=0=−

(�ga∗;r;i��r )/(�ga∗;r;i�Z ) ∣∣∣�r=0;Z=�=−ga∗;r;i;1(�)=g′a∗;r(�):ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ËÏÒÅÎØ �i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ�r É �i = � − �r ga∗;r;i;1(�)g′a∗;r(�) ; 0 6 i 6 n:îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÊÞÁÓ �a∗;r = lZga∗;r = lZga∗;r;i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ðÕÓÔØÆa∗;r Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ga∗;r. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ A;B ∈ ka∗ [Z℄, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ degZ A < degZ ga∗;r, degZ B <degZ g′a∗;r É −ga∗;r;i;1Æa∗;r = Ag′a∗;r + Bga∗;r (ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A É B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ga∗;r;i;1, g′a∗;r, ga∗;r). ðÏÌÏÖÉÍ A = Æa∗;r;i. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ −ga∗;r;i;1(�)=g′a∗;r(�) = Æa∗;r;i(�)=Æa∗;r.åÓÌÉ Ja∗;r = ∅, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ Æa∗;r = 1 É Æa∗;r;i = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i,0 6 i 6 n.



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 157ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �a∗;r ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ga∗;r. ðÕÓÔØ� ∈ �a∗;r. ðÏÌÏÖÉÍ Wa∗;r;� = {(�0 : : : : : �n)}, ÇÄÅ �pri = Æa∗;r;i(�)=Æa∗;rÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 0 6 i 6 n. ðÏÌÏÖÉÍVa∗;0;r = ⋃�∈�a∗;rWa∗;r;�ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r, 0 6 r 6 �0, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ degZ ga∗;r > 0, É Va∗;0;r = ∅ ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ r, 0 6 r 6 �0, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ degZ ga∗;r = 0.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÏÓÌÁ-ÂÌÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2 ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ  = 0.ðÕÓÔØ � = 0+ : : :+m−1 É b = {bi}16i6� { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ k. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ(g) � = �, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ai É bi ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÒÉ 0 6 i 6 � É b1; : : : ; b�Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×f0; : : : ; fm−1, Ô.Å. ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉÎÁÄ k.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÅÊÞÁÓ d′ = 1.ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (g) Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ (ÉÌÉ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ)
F : ⋃n;d0;:::;dm−1 k0+:::+m−1

→ K;a∗ 7→

(
{ga∗;r}06r6�0 ; {Æa∗;i}06r6�0;06i6n ) ;ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÌÅ-ÓÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T0 = {T0;n;d0;:::;dm−1} × ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 2 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÌÅÓÁÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÓÍ. [5℄ É ÒÁÚÄÅÌ 2).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ga∗;r, Æa∗;r;i ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÁÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ (Y0; Y1) É ÍÁÔÒÉ�Ù Cj0 , ÓÍ. ×ÙÛÅ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F = F(T0). õÒÏ×ÅÎØ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ l(T0;n;d0;:::;dm−1) ÅÓÔØ DO(1)n . äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÒÅ×ÁT0;n;d0;:::;dm−1 ÉÍÅÅÍ

Wv = Z( v;1; : : : ;  v;�v;1) \ Z( v;�v;1+1; : : : ;  v;�v;2 );



158 á. ì. þéó�ï÷ÇÄÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ  v;j ÌÅÖÁÔ × k[a1; : : : ; a� ℄ É ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÙÅ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (n+D′n )O(1). ðÏÌÏÖÉÍ A = L(T0;n;d0;:::;dm−1)ÒÁ×ÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÌÉÓÔØÅ× ÄÅÒÅ×Á T0;n;d0;:::;dm−1 .�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ A, 0 6 r 6 �0, 0 6 i 6 n × ×ÅÒÛÉÎÅ � ×ÙÞÉ-ÓÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g�;r ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z℄, Æ�;r;i ∈ k[a1; : : : ; a� ; Z℄. ïÎÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. éÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÍ degZ g�;r 6 Dn=pr, degZ Æ�;r;i < degZ g�;r. óÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ a1; : : : ; a� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g�;r, Æ�;r;i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ
(n+D′n )O(1), É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W� ÉÍÅÅÍ degZ g�;r = degZ g�;r(a∗; Z),g�;r(a∗; Z) = ga∗;r; Æ�;r;i(a∗; Z) = Æa∗;r;iÄÌÑ ×ÓÅÈ i; r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Æ�;r ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g�;r ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z. �ÏÇÄÁ Æ�;r(a∗) = Æa∗;r 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a∗ ∈ W� É 0 6 r 6 �0.ðÕÓÔØ d′r = degZ g�;r. ðÏÌÏÖÉÍ ��;0;r = Y d′r0 g�;r(a1; : : : ; a� ; Y1=Y0).ðÏÌÏÖÉÍ J�;0;r ÒÁ×ÎÙÍ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÒÉ degZ g�;r > 0É �ÕÓÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÒÉ degZ g�;r = 0. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á J�;0;r, 0 6 r 6 �0,Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ. äÁÌÅÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÔØ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ J�;0;r = Ja∗;r ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a∗ ∈ W�.ðÏÌÏÖÉÍ Hj = g�;r, ��;0;r;1 = lZg�;r, ��;0;r;0 = 1 É ��;0;j = Y1−ZY0ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ∈ J�;r, 0 6 r 6 �0, ÓÍ. ��. (v) É (vi) ÉÚ ××ÅÄÅÎÉÑ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ �j;a∗ = �a∗;r É Wj;a∗;� = Wa∗;r;� ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ∈J�;0;r, a∗ ∈ W�, ÓÍ. �. (vii) ÉÚ ××ÅÄÅÎÉÑ.ðÏÌÏÖÉÍGj = Æ�;r É Gj;i = Æ�;r;i ÄÌÑ j ∈ J�;0;r, 0 6 r 6 �0, 0 6 i 6 n,ÓÍ. �. (ix) ÉÚ ××ÅÄÅÎÉÑ.éÚ ÄÁÎÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÏÄÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ  = 0, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÕÓÌÏ×ÉÅ (g).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÁÑ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ  = 0 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ a1; : : : ; a� É ÌÀÂÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ d′ (ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ (g) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (g) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ k[a1; : : : ; a� ℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×f0; : : : ; fm−1. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3, �ÒÉÍÅÎ�ÅÎÎÏÊ Ë ÄÅÒÅ×Õ T0;d0;:::;fm−1(f)(ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á × ÒÁÚÄÅÌÅ 2), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÕÀÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÄÌÑ  = 0.
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§4. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙðÕÓÔØ s { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, 0 6 s 6 n− 1. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á Mκ , M′s;κ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÓÍ. (5). ðÕÓÔØ D { �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ, D > 2, É κ3 = 2(n− s)D+ s, κ4 = (n− s)D(D− 1)=2. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ Mκ3 , M′s;κ4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ (Ô.Å. �ÏÌÅ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ.ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ V ⊂ Pn(k) { ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÁ s É degV 6 D. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ(Y0; : : : ; Ys+1) ∈ Ms+1

κ3 × M′s;κ4 , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ.(a) V ∩ Z(Y0; : : : ; Ys) = ∅ × Pn(k), É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �1; : : : ; �s ∈ k,ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ V ∩Z(Y1−�1Y0; : : : ; Ys−�sY0) ÔÒÁÎÓ-×ÅÒÓÁÌØÎÏ × ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒ-ÆÉÚÍ�s : V → Ps(k); (X0 : : : : : Xn) 7→ (Y0 : · · · : Ys);Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ (ÉÌÉ, ÞÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ �s ÎÁËÁÖÄÕÀ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ). âÏÌÅÅÔÏÇÏ,deg�s = degV = #(V ∩ Z(Y1; : : : ; Ys)) = #�−1s ((1 : �1 : : : : : �s)):(b) ðÕÓÔØ �s∈k[Y0; : : : ; Ys; Z℄ { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ �s(Y0; : : : ; Ys+1) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ V . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �s ∈ k[Y0; : : : ; Ys℄ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �s ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z. �ÏÇÄÁdegY0;:::;Ys;Z �s = degZ �s = deg V É �s 6= 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (a) éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï s. âÁÚÁ s = 0 ÔÒÉ×É-ÁÌØÎÁ. ðÕÓÔØ s > 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Y0 ∈ Mκ3 , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏdimV ∩ Z(Y0) = s− 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �1; : : : ; �n ∈ kÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L1; : : : ; Ln ∈ Mκ3\{Y0}ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L1 − �1Y0; : : : ; Ln − �nY0 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k.äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÎÁÄ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ×ÙÂÅ-ÒÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÔÏÞËÕ �E ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V , ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ



160 á. ì. þéó�ï÷�E ∈ E \ Z(Y0). �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË �E ÎÅ ÂÏÌØÛÅ D�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ L ∈ Mκ3 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ �EÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ �L;E ∈ k, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (L− �L;EY0)(�E) = 0.äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ �E ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n− s �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L ∈ Mκ3 \ {Y0}, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ L − �L;EY0 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ× ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V × ÔÏÞËÅ �E . äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÎÁÄ kËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ E′ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ∩ Z(Y0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÅ ÂÏÌÅÅ (n − 1) − (s − 1) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L ∈ Mκ3 , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ LÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ E′.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ys ∈ Mκ3 \{Y0}, ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ Ys − �Ys;EY0 ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ËÁÖÄÏÊ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ �E É Ys ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ E′ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ∩ Z(Y0). �ÁË ÞÔÏ dimV ∩ Z(Y0; Ys) = s− 2.äÁÌÅÅ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ E ∩ Z(Ys − �Ys;EY0) ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ × ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÅ �E . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �′ : V → P1(k), (X0 : : : : : Xn) 7→ (Y0 :Ys). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ′ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË � ∈ V , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌ d��′ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÉÌÉ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÑ V . �Å�ÅÒØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ d�E�′ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ�E . ðÏÜÔÏÍÕ dimV ′ 6 s− 1.ðÕÓÔØ E′′ { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÎÁÄ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑ V ′, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ dimE′′ = s−1. íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ∈ k, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ E′′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ V ∩ Z(Ys − �Y0). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅE′′ ⊂ V ∩Z(Y0; Ys). ðÏÓËÏÌØËÕ dimV ∩Z(Y0; Ys) 6 s− 2, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �s ∈ k, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ∩ Z(Ys − �sY0) ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ′. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ V ∩ Z(Ys − �sY0) ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÎÁÄ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ E′′′ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ � ∈ E′′′, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ � Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ V É Z(Ys − �sY0) × ÔÏÞËÅ � ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ.�ÁËÖÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ degV = degV ∩ Z(Ys − �sY0). ïÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÉÍ Z(Ys − �sY0) Ó Pn−1(k). �Å�ÅÒØ, ÚÁÍÅÎÑÑ (Pn(k); V; Y0;Mκ3) ÎÁ



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 161(Pn−1(k); V ∩Z(Ys − �sY0); Y0;Mκ3 \ {Ys}), ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ (a), �ÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ.(b) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ys+1 ∈ M′s;κ4 , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× #(Ys+1=Y0)(V ∩Z(Y1−�1Y0; : : : ; Ys−�sY0)) ÒÁ×ÎÏ degV . ðÏÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ys+1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ (b) (ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ V { �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÌÅÍÍÙ 7 É Y0; : : : ; Ys ∈ k[X0; : : : ; Xn℄ { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. �ÏÇÄÁ V ∩ Z(Y0; : : : ; Ys) = ∅ × Pn(k) × ÔÏÍ É ÔÏÌØ-ËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ �s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ(ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ). íÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÓÎÏ×Á �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉÍÏÒÆÉÚÍ �s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÔÏ Á×-ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (a) ÌÅÍÍÙ 7. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÆÁËÔÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ.ðÕÓÔØ V { �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 7. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Y0; : : : ; Ys ∈ k[X0; : : : ; Xn℄ { ÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ V ∩ Z(Y0; : : : ; Ys) = ∅ × Pn(k) É Y0; : : : ; Ys,Xs+1; : : : ; Xn ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k. ðÕÓÔØ t { ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÄ k.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ s 6 n − 1. ðÕÓÔØ Y ∈ k[X0; : : : ; Xn℄ { ÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Y0; : : : ; Ys; Y ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �Y ∈ k[Y0; : : : ; Ys; Z℄ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Y0; : : : ; Ys; Z), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ lZ�Y = 1 É ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ �Y (Y0; : : : ; Ys; Y ) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ V . åÓÌÉ s = n − 1, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, V =
Z(�Y (Y0; : : : ; Ys; Y )) × Pn(k).ðÕÓÔØ s 6 n − 2. ðÕÓÔØ Y ∈ M′s;κ4 É i { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏs+2 6 i 6 n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �Y;i ∈ k[t; Y0; : : : ; Ys; Z℄ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t; Y0; : : : ; Ys; Z), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏlZ�Y;i = 1 (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 7) É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �Y;i(t; Y0; : : : ; Ys; Y + tXi)ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ V .ðÕÓÔØ �̃ ∈ k[t; Y0; : : : ; Ys; Z℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ lZ�̃ ∈ k É ÂÅÓË×Á-ÄÒÁÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �̃ É �Y;i ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ (Ô.Å. ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ k ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). �Ï-ÇÄÁ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �̃ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ



162 á. ì. þéó�ï÷Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ k,ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Y0; : : : ; Ys; Y;Xi.ðÕÓÔØ �̃Y;i ∈ k[t; Y0; : : : ; Ys; Z℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Õ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ k, ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Y0; : : : ; Ys; Y;Xi. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ lZ�̃Y;i = 1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ× ×ÉÄÅ �̃Y;i(t; Y0; : : : ; Ys; Y + tXi) = ∑06j6degZ �̃Y;i �̃Y;i;jtj ;ÇÄÅ �̃Y;i;j ∈ k[Y0; : : : ; Ys; Y;Xi℄ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙY0; : : : ; Ys; Y;Xi ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k).ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ V { ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÌÅÍÍÙ 7. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Y0; : : : ; Ys ∈k[X0; : : : ; Xn℄ { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ V ∩ Z(Y0; : : : ; Ys) = ∅× Pn(k) É Y0; : : : ; Ys; Xs+1; : : : ; Xn ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k. ðÕÓÔØdegZ �̃Y;i 6 D̃. ðÕÓÔØ 0 6 s 6 n−2. �ÏÇÄÁ ×Ï ××ÅÄ�ÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈV = Z(�̃Y;i;j ; Y ∈ M′
κ4 ; s+ 2 6 i 6 n; 0 6 j 6 degZ �̃Y;i); (25)Ô.Å. ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ × Pn(k)ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �̃Y;i;j = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈY , i, j. þÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ(n−s−1)D̃(1+(n−s)D(D−1)=2). óÔÅ�ÅÎÉ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙÓ×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ D̃.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ V1 { �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂ-ÒÁÚÉÅ ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (25). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, V ⊂ V1. îÁÍ ÔÒÅ-ÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ V ⊃ V1. ðÕÓÔØ � = (�0 : · · · : �n) ∈ V1 É �i ∈ kÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ïÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ Y0; : : : ; Ys, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,ÞÔÏ Y0(�) 6= 0. ðÏÌÏÖÉÍ �′ = (1 : (Y1=Y0)(�) : · · · : (Ys=Y0)(�)) ∈ Ps(k)É � = �−1s (�′). �ÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× #� ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ D. óÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Y� ∈ M′

κ4 , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ #(Y�=Y0)(�) = #�.ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 7 É Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �Y;i É �̃Y;i ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÏÞËÁ �(i) ∈ �, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ (Y�=Y0)(�(i)) + t(Xi=Y0)(�(i)) = (Y�=Y0)(�) +t(Xi=Y0)(�) �ÒÉ s + 2 6 i 6 n. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (Y�=Y0)(�(i)) =(Y�=Y0)(�) É (Xi=Y0)(�(i)) = (Xi=Y0)(�) �ÒÉ s + 2 6 i 6 n. óÏÇÌÁÓÎÏ×ÙÂÏÒÕ Y� ÍÙ ÉÍÅÅÍ �(i1) = �(i2) �ÒÉ s+ 2 6 i1; i2 6 n. ðÏÌÏÖÉÍ �′′ =



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 163�(s+2) ∈ V . �ÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ (Yi=Y0)(�) = (Yi=Y0)(�′′) �ÒÉ 1 6 i 6 s,(Y�=Y0)(�) = (Y�=Y0)(�′′) É (Xi=Y0)(�) = (Xi=Y0)(�′′) �ÒÉ s+ 2 6 i 6 n.îÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Y0; : : : ; Ys; Y�; Xs+2; : : : ; Xn ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÎÁÄ k. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � = �′′ ∈ V . ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÌÅÍÍÙ ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ. �ðÕÓÔØ  { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, −1 6  6 n. �Å�ÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ Ï�ÉÓÁÔØÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (Ó �ÅÒÅÂÏÒÁÍÉ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2).äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ fa∗;i = fi(a∗; X0; : : : ; Xn), 0 6 i 6 m − 1.ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 3 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 1 Ë ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Xd0−dij fa∗;i,0 6 j 6 n, 0 6 i 6 m − 1, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÏÅ ÎÁÄ k �ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {Xd0−dij fa∗;i}, 1 6  6 N , ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, N 6
(n+dn ). ðÏÌÏÖÉÍ Ia∗ = {i : 1 6  6 N}.�ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Z(fa∗;0; : : : ; fa∗;m−1) = Z(fa∗;i; i ∈ Ia∗). �ÁË ÞÔÏ, ÚÁ-ÍÅÎÑÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fa∗;0; : : : ; fa∗;m−1 ÎÁ

{fa∗;i}i∈Ia∗ , × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏ-ÓÔÉ, ÞÔÏ m 6
(n+dn ). åÓÌÉ a∗ ∈ U, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, m > n− .åÓÌÉ  = n, ÔÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á (�n−) É (�n−),ÓÍ. ÎÉÖÅ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ  < n.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ  = −1. �ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ Yi = Xi �ÒÉ 0 6 i 6 n.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 0 6  6 n − 1. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L (Ï�ÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÅ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ).ðÕÓÔØ a∗ ∈ U. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÅÒÅÂÏÒ É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3,ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ (Y0; : : : ; Y) ∈ L+1 (ÏÎ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ a∗), ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ Va∗ ∩ Z(Y0; : : : ; Y) = ∅, ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 7 (a). ðÏÌÏÖÉÍ Yi = Xi �ÒÉ + 1 6 i 6 n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Y0; : : : ; Yn ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k.�Å�ÅÒØ ×ÅÒÎ�ÅÍÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ −1 6  6 n−1. îÁÛÁ �ÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ha∗;1; : : : ; ha∗;n−, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.(�n−) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i, 1 6 i 6 n− ,ha∗;i = fa∗;i−1 + ∑i6w6m−1 qa∗;i;w fa∗;w;ÇÄÅ qa∗;i;w ∈ k[X0; : : : ; Xn℄ { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉdegX0;:::;Xn qa∗;i;w = dw − di−1.



164 á. ì. þéó�ï÷(�n−) dimZ(ha∗;1; : : : ; ha∗;n−) = .�ÏÇÄÁ Va∗; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Z(ha∗;1; : : : ; ha∗;n−).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ � = 0 (ÔÁË ÞÔÏ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ a∗ ÍÏÖÎÏ Ï�Õ-ÓÔÉÔØ). ÷ [2, ÇÌ. 2, §3℄ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× h1; : : : ; hn− (ÔÁÍ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ m ×ÍÅÓÔÏ n − ) Ó \ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÁÍÉ" (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2.11 × [2℄) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÁËËÕÒÁÔÎÏÊ. óÌÅÄÕÅÔ ÓÏ×ÓÅÍÕÄÁÌÉÔØ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ. îÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÏÔËÉÍ É�ÒÏÓÔÙÍ. ïÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÎÁÛÅÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ [7, ÓÔÒ. 221℄ (ÏÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ × [7℄ É [2℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ di = d ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, É ÔÏÇÄÁÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÄÉÓÓÅÒÔÁ-�ÉÉ [7℄ Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÍÉ × ÜÔÏÍ ×Ï�ÒÏÓÅ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 1 6 j 6 n−  + 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï:(j−1) Z(ha∗;1; : : : ; ha∗;j−1) ∩ Z(Y0; Y1; : : : ; Yn−j+1) = ∅ × Pn(k).(åÓÌÉ j = 1, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ha∗;1; : : : ; ha∗;j−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÓÔÏÊÉ Z(ha∗;1; : : : ; ha∗;j−1) = Pn(k).) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á (�n−) É (n−), ÔÏ ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ó×ÏÊÓÔ×Á (�n−) É (�n−).ðÕÓÔØ 1 6 j 6 n− . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ ha∗;1; : : : ; ha∗;j−1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (�j−1) É (j−1)(ÄÌÑ ÂÁÚÙ ÒÅËÕÒÓÉÉ j = 1 ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ). íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ha∗;j , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á (�j), (j).óÏÇÌÁÓÎÏ (j−1) ÍÙ ÉÍÅÅÍdimZ(ha∗;1; : : : ; ha∗;j−1; Y0; Y1; : : : ; Yn−j) = 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ej−1 = Z(ha∗;1; : : : ; ha∗;j−1; Y0; Y1; : : : ; Yn−j) Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. íÙ ÉÍÅÅÍ Ej−1 ∩Va∗ = ∅, �ÏÓËÏÌØËÕ n− j > É Va∗ ∩ Z(Y0; : : : ; Y) = ∅. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ (�j−1) ÔÁËÖÅEj−1 ∩ Z(fa∗;j−1; : : : ; fa∗;m−1) = ∅:�Å�ÅÒØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÎÁÊÄ�eÍ ÉÎÄÅËÓÙ j − 1 6 j1 < : : : < jm′ 6 m, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ m′ 6 #Ej−1 6 D′j−1 (�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ D′j−1 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ) ÉEj−1 ∩ Z(fa∗;j1 ; : : : ; fa∗;jm′
) = ∅:éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ 1 6 i 6 m− 2 É Ej−1 ∩Z(fa∗;j1 ; : : : ; fa∗;ji−1) 6= ∅. �ÏÇÄÁ�ÏÌÏÖÉÍji=sup{w : Ej−1∩Z(fa∗;j1 ; : : : ; fa∗;ji−1 ; fa∗;w; fa∗;w+1; : : : ; fa∗;m−1)=∅}:



óéó�åíù ó ðáòáíå�òáíé 165íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÉÎ-ÄÅËÓ ji. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,Ej−1 ∩ Z(fa∗;j1 ; : : : ; fa∗;ji−1) 6= Ej−1 ∩ Z(fa∗;j1 ; : : : ; fa∗;ji):åÓÌÉ Ej−1∩Z(fa∗;j1 ; : : : ; fa∗;ji) = ∅, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍm′ = i É ÔÒÅÂÕÅÍÙÅÉÎÄÅËÓÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ.ðÕÓÔØ t { ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÄ k. ðÏÌÏÖÉÍ qj;i = 0, ÅÓÌÉj 6 i 6 m− 1 É i 6∈ {j1; : : : ; jm′}. ðÏÌÏÖÉÍqj;jw = ∑16u6j tj(w−1)+uY dj−1−djwn−j+u ; 1 6 w 6 m′; (26)É h̃a∗;j = ∑j6w6m−1 qj;wfa∗;w ∈ k[t;X0; : : : ; Xn℄: (27)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 0 6= h̃a∗;j(�) ∈ k[t℄ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ Ej−1. íÙ ÉÍÅÅÍdegt h̃a∗;j 6 jm′ 6 jD′j−1.ðÏÌÏÖÉÍ �j=jm′D′j−1. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ I�j { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × k \ {0}Ó ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× #I�j =�j+1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ta∗;j ∈I�j ,ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ h̃a∗;j(ta∗;j ; �0; : : : ; �n) 6=0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �=(�0 : : : : : �n)∈Ej−1 .ðÏÌÏÖÉÍ ha∗;j = h̃a∗;j(ta∗;j ; X0; : : : ; Xn) É qa∗;j;w = qj;w|t=ta∗;j ÄÌÑ ×ÓÅÈw. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á (�j), (j).íÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ta∗;j , �ÅÒÅÂÉÒÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ t′ ∈ I�j É ÒÅÛÁÑ,×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ
Z(ha∗;1; : : : ; ha∗;j−1; h̃a∗;j(t′; X0; : : : ; Xn); Y0; : : : ; Yn−j) = ∅;�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3. òÅËÕÒÓÉÑ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ha∗;1; : : : ; ha∗;n− Ï�ÉÓÁÎÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ qa∗;j;w É ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ta∗;j ∈ I�j .ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. A. Ayad, Complexity of solving parametri polynomial systems. | Zap. Nauhn.Semin. POMI 387 (2011), 5{52.2. á. ì. þÉÓÔÏ×, áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ× ÓÕÂÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 137 (1984), 124{188.3. A. L. Chistov, An improvement of the omplexity bound for solving systems ofpolynomial equations. | Zap. Nauhn. Semin. POMI 390 (2011), 299{306.
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