
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 462, 2017 Ç.A. í. ÷ÅÒÛÉË, á. ÷. íÁÌÀÔÉÎâåóëïîåþîùå çåïäåúéþåóëéå ÷ äéóëòå�îïêçòõððå çåêúåîâåòçá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1{4,7℄ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÇÒÁÆÏ×, ÇÒÕ�� É �Ï-ÌÕÇÒÕ��. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÇÒÕ��Ù ÔÒÅ-ÂÕÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÌÕÞÅÊ × ÇÒÁÆÅ ëÜÌÉ ÇÒÕ��Ù(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅÚÁÄÁÞÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÌÕÞÅÊ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈN2 = 〈x; y | [[x; y℄; x℄ = [[x; y℄; y℄ = 1〉: (1)ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÉ ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×Å-ÄÅÎÏ × ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÇÏÔÏ×ÑÝÅÊÓÑ ÒÁÂÏÔÅ.�ÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ. òÁÂÏÔÁ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ�� (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5℄). �ÁË, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ËÏ-ÎÅÞÎÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á, ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ { ÓÉÍ-×ÏÌÁÍÉ ÉÌÉ ÂÕË×ÁÍÉ, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ { ÓÌÏ×ÁÍÉ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÁÌÆÁ-×ÉÔÏÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍÆÏÒÍÉÒÕÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ.äÌÑ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ�� ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅÉÚ �ÁÒ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÂÕË× ×ÉÄÁ {a; a−1}; ÔÁËÉÅ ÂÕË×Ù ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍ-ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ. óÌÏ×ÏÍ ÂÅÚ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÂÕË× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï,ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÂÕË×Ù ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ (ÕÞÉÔÙ-×ÁÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÔÏÑÝÉÅ ÒÑÄÏÍ ÂÕË×Ù). óÌÏ×Á ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ÚÁ-�ÑÔÙÈ, ÂÌÏË ÉÚ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÕË× a ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ an, ÂÌÏËëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ, ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÁÂÓÏÌÀÔ,ÇÒÁÎÉ�Á-×ÙÈÏÄ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òîæ 17-71-20153.39



40 A. í. ÷åòûéë, á. ÷. íáìà�éîÉÚ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÕË× a−1 { ÞÅÒÅÚ a−n. úÁ�ÉÓØ (a−1)−1 ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÂÕË×Á a, Á ÚÁ�ÉÓØ a0 { ËÁË �ÕÓÔÏÅ (�ÏÄ)ÓÌÏ×Ï. ïÂÒÁÔ-ÎÙÍ Ë ÓÌÏ×Õ w1 : : : wn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï w−1n : : : w−11 . úÁ�ÉÓØ a+∞ (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ a−∞) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ×�ÒÁ×Ï ÓÌÏ×Õ, ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×ÁËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÂÕË×Á a (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ a−1). úÁ�ÉÓØ ∞+a (ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ∞−a) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÌÅ×Ï ÓÌÏ×Ï ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {a}(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ {a−1}).ðÒÉ ÚÁÄÁÎÉÉ ÇÒÕ��Ù ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ (ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ) ×ÉÄÁ G = 〈S+ | R〉ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÁÌÆÁ×ÉÔ S = S+ ∪ S− ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÏÂÒÁÔÎÙÈË ÎÉÍ. çÒÕ��Á ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ S Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ, ÉÎÄÕ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÅÊ ÓÌÏ×, ÇÄÅ Ä×Á ÓÌÏ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÄÎÏÇÏ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÓÔÁ×ËÁÍÉ É ×Ù-ÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÌÏ× ÉÚ R É Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ×ÉÄÁ aa−1. ðÏÄÒÏÂÎÏ-ÓÔÉ ÓÍ. × [5℄.÷×ÅÄÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÄÌÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ��. âÕ-ÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÌÏ×Á Ó×ÑÚÁÎÙ ÒÏËÉÒÏ×ËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÁËÉÈ-ÔÏ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÂÕË× (ÍÙÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏ×Á, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÒÏËÉÒÏ×ËÏÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÏÄÉÎ ÉÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á. åÓÌÉ ÄÁÎÏ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÇÒÕ��Ù Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S+, ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÄ ÁÌÆÁ-×ÉÔÏÍ S = S+ ∪ S− ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏ-ÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ (ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ), ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÅÍÕÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. âÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÞÁÓÔÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ.çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á ÍÁÒËÉÒÕÀÔ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ �ÕÔÉ × ÇÒÁÆÅ ëÜÌÉ.çÌÁ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏ-ÒÅÍÁ.1.1. �ÅÏÒÅÍÁ. ÷ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁN2 = 〈x; y | [[x; y℄; x℄ = [[x; y℄; y℄ = 1〉



âåóëïîåþîùå çåïäåúéþåóëéå 41ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ×�ÒÁ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ-×ÉÔÏÍ S := {x; y; x−1; y−1} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈËÌÁÓÓÏ×.ëÌÁÓÓ A : ÓÌÏ×Á ÂÅÚ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÂÕË×.ëÌÁÓÓ B : ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ V abma−1b+∞ É ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ anb−1ambV b+∞, ÇÄÅ
{a; b}{ �ÁÒÁ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S, n { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, m { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á V { ÓÌÏ×Ï ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ
{a; b}, �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ Ë ×ÉÄÕ aibj ÚÁ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ m ÒÏËÉÒÏ×ÏË.ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×�ÒÁ×Ï �ÏÄÓÌÏ×Ï × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ × ÏÂÅÓÔÏÒÏÎÙ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÏ×Å Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÄÌÑ N2.1.2. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ÷ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ (1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍS = {x; y; x−1; y−1} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÏ×.A) âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÌÏ×Á ÂÅÚ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÂÕË×.B) ëÌÁÓÓ, ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×:

∞+aV abma−1b+∞; ∞+babma−1b+∞; ∞+ab−1ambV b+∞;ÇÄÅ {a; b} { �ÁÒÁ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S, m { ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á V { ÓÌÏ×Ï ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {a; b}, �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ Ë ×ÉÄÕaibj ÚÁ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ m �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÏËÉÒÏ×ÏË.úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. õ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÞÅÒÅÚ �ÕÔÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [6℄). üÔÁ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ ÁÂÅÌÉÚÁ�ÉÉN2 → Z ⊕ Z = 〈x; y | [x; y℄ = 1〉: (2)çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÉÚÁ�ÉÉ (2) (ËÁË ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÁÓÌÅÄÕÅ-ÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ) ÄÁÅÔ �ÒÏÅË�ÉÀ ÇÒÁÆÁ ëÜÌÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ x É y) ÎÁ ÇÒÁÆ ëÜÌÉÇÒÕ��Ù Z ⊕ Z. ÷ÌÏÖÉ× ÇÒÁÆ ëÜÌÉ ÇÒÕ��Ù Z ⊕ Z, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ Ä×Õ-ÍÅÒÎÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ, × �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÅË�ÉÀÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ É ÅÅ ÇÒÁÆÁ ëÜÌÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ. ìÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ × ÁÌ-ÆÁ×ÉÔÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ (É ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ ëÜÌÉÓ ÎÁÞÁÌÏÍ × ÅÄÉÎÉ�Å ÇÒÕ��Ù. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÉ ÓÌÏ×Á ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ S = {x; y; x−1; y−1} �ÏÌÕÞÁÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÕÔÑÍÉ ÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ä×Á ÔÁËÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÕÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ



42 A. í. ÷åòûéë, á. ÷. íáìà�éîÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ, ÅÓÌÉ ÉÈ ËÏÎ�Ù ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ �ÕÔÑÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 1 É 2 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÕÔÅÊ × Z⊕Z, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÔÉ�ÉÞÎÙÍÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÏ× A É B.

òÉÓ. 1. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÉ�ÉÞÎÏÊ ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÅÓËÏÊ ËÌÁÓÓÁ A .÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ, ÏÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÉÍÙÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÊ ÕÄÏÂÎÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ�ÕÔÑÍÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÓÏÂÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÅÔ �ÏÎÑÔÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ.îÉÖÅ ÍÙ ÅÝÅ ÒÁÚ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ. úÄÅÓØ ÖÅ ÌÉÛØ ÏÔ-ÍÅÔÉÍ × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÌÏÝÁÄÉ É �ÕÔÅÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÏËÉÒÏ×ÏË, ÔÒÅÂÕÀÝÅÅÓÑ ÄÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á V ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {a; b}Ë ×ÉÄÕ aibj , ÅÓÔØ �ÌÏÝÁÄØ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÕÔÑÍÉ × Z ⊕ Z, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍ V É aibj .2. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÇÒÕ��Ù Ó ÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕ��Ù ÓÏÄÅÒÖÉÔ-ÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù. ëÌÁÓÓ A ÉÚ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 1.1 ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ×�ÒÁ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× × ÇÒÕ�-�Å Z ⊕ Z, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ �ÒÉ ÁÂÅÌÉÚÁ�ÉÉ (2).
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òÉÓ. 2. îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ �ÒÏÅË�ÉÊ ÔÉ�ÉÞÎÙÈ ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁ B.3. ÷ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ,ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ ÎÉ × ËÁËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ m ÓÌÏ×Ïxmymx−my−m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ, ÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÏÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÎÏ É ÄÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ.
§2. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉõ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ (1) ÉÍÅÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ×ÉÄÁ





1 x z0 1 y0 0 1; (3)× ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ xm, yn É [x; y℄k �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÁ-ÔÒÉ�ÁÍÉ




1 m 00 1 00 0 1; 



1 0 00 1 n0 0 1 É 



1 0 k0 1 00 0 1:éÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.



44 A. í. ÷åòûéë, á. ÷. íáìà�éî2.1. ìÅÍÍÁ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ N2 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ(Mx(g);My(g);Mz(g));ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ g = [x; y℄Mz(g)yMy(g)xMx(g):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1).åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌMx(g) ÉMy(g) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ Ë ÁÂÅ-ÌÉÚÁ�ÉÉ (2). ïÔÓÀÄÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁMz(g) ÓÌÅÄÕÅÔ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [x; y℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (�Ï-ÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÉÚ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ (3)). �ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. äÌÑ ÓÌÏ×Á W ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ S = {x; y; x−1; y−1} �Ï-ÌÏÖÉÍMx(W ) :=Mx(g); My(W ) :=My(g); Mz(W ) :=Mz(g);ÇÄÅ g { ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ (1), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÓÌÏ×ÏÍ W .îÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Mz(W ) ÂÕÄÅÍ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ËÁË ÎÁ �ÌÏÝÁÄØ. ÷ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÉ (3) ×ÅÌÉÞÉÎÅMz(W ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á�ÒÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ �ÕÔÑÍÉ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÜÔÁ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÌÏÝÁÄØÀ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÌÏ×Õ W �ÕÔÅÍ É �ÕÔÅÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÓÌÏ×Õ yMy(g)xMx(g).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ ÑÚÙËÅ S∗ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍS = {x; y; x−1; y−1}ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ:1) ÓÅÍØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÅÍÉ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ �ÁÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔ-ÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× × �ÁÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ;2) ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ, ÁÔÁËÖÅ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÂÕË×Ù ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á × ÏÂÒÁÔ-ÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.2.2. ìÅÍÍÁ. îÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ N2 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á × ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ.



âåóëïîåþîùå çåïäåúéþåóëéå 45äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÚÁÄÁÀÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Ï×ÙÅ Á×-ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÌÉ ÁÎÔÉÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Å ÓÌÏ× Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù, �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏ. îÁ ÕÒÏ×ÎÅ �ÕÔÅÊ ÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÎ×Ï-ÌÀ�ÉÑÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ) ÒÅÛÅÔËÉ. �

§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙó�ÅÒ×Á ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 ËÌÁÓÓÏ× AÉ B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ, ÚÁÔÅÍ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÅ ×�ÒÁ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× ËÌÁÓÓÁ A . óÌÏ×Á ËÌÁÓÓÁAÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÁÂÅÌÉÚÁ�ÉÉ (2)ÏÎÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ. �äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÇÅÏÄÅÚÉÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× ËÌÁÓÓÁ B ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.3.1. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ N2 Ó ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.1) ÷ÓÑËÏÅ ÓÌÏ×Ï W , �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÓÌÏ×Á xiyjxymx−1yn, ÇÄÅ i, j, m Én { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ m �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÒÏËÉÒÏ×ÏË, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ.2) óÌÏ×Ï, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ xiyjxymx−1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ r ÒÏËÉÒÏ×ÏË xy → yx, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r < m.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ïÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÁÂÅÌÉÚÁ�ÉÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ï×ÓÑËÏÍ ÓÌÏ×Å V , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍ ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ N2, ÞÔÏ É ÓÌÏ-×Ï W , ÉÍÅÅÔÓÑ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ i ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×Ù x É j + m + n×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×Ù y (ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á V ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �Ï ÍÅÎØÛÅÊÍÅÒÅ i + j +m + n). îÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ i + j +m + n, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ-ÎÙÈ ÉÚ i ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÂÕË×Ù x É j + m + n ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÂÕË×Ù y, ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏMz Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ×ÁÒØÉÒÕÅÔÓÑ ÏÔ 0ÄÏ i(j +m+ n), ÁMz(g) > Mz(xiyjxymx−1yn)−m = i(j+m+n)+m−m= i(j+m+n):



46 A. í. ÷åòûéë, á. ÷. íáìà�éîîÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ i + j +m + n + 1 ÔÁËÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÝÉÈ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏ×Ï W (ÄÌÉÎÙ i+ j +m+ n+ 2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ.2) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÓÌÏ×Á xiyjxymx−1 �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ r ÒÏËÉÒÏ×ÏË xy → yx, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀÄÌÉÎÕ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅ-ÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Mx, My É Mz. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÅÓËÉÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÌÉÂÏÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ. ðÒÉ r > m �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ r ÒÏËÉÒÏ-×ÏË xy → yx Ë ÓÌÏ×Õ xiyjxymx−1 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ ÓÌÏ×Ï Ó xx−1 ÎÁ ËÏÎ�Å.ðÒÉ r < m ÇÅÏÄÅÚÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× ËÌÁÓÓÁ B. ÷ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÔ-×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.1 É ÌÅÍÍÙ 2.2, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ �ÏÄ-ÓÌÏ×Á ÓÌÏ× ËÌÁÓÓÁ B �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ ÉÚËÌÁÓÓÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.1. �ðÅÒÅÊÄÅÍ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 { �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×�ÒÁ×Ï ÓÌÏ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× AÉÌÉ B. ÷ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÏÂßÅËÔÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÚ×ÏÒÏÔÙ É �Ï×ÏÒÏÔÙ. ÷ ÓÌÏ×Å ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ
{x; y; x−1; y−1}�ÏÄÓÌÏ×Á ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÉÄÏ×xymx−1; yx−my−1; x−1y−mx; y−1xmy;ÇÄÅ m { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅ×ÙÍÉ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁÍÉ.ðÒÁ×ÙÍÉ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÄÓÌÏ×Á ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÉÄÏ×:xy−mx−1; y−1x−my; x−1ymx; yxmy−1:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÌÏ×Á xy, yx−1, x−1y−1 É y−1x ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅ×ÙÍÉ�Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, Á ÓÌÏ×Á xy−1, y−1x−1, x−1y É yx { �ÒÁ×ÙÍÉ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á ËÌÁÓÓÁ A ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ× É ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÚÕÀÔÓÑ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (× ËÌÁÓÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ×�ÒÁ×Ï ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ



âåóëïîåþîùå çåïäåúéþåóëéå 47ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {x; y; x−1; y−1}). ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏ× ËÌÁÓÓÁ B ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï W ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ abma−1. ðÅÒÅ-ÈÏÄ ÏÔ ÓÌÏ×Á W Ë ÓÌÏ×Õ W ′, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ÉÚ W ÚÁÍÅÎÏÊ ÒÁÚ×ÏÒÏ-ÔÁ abma−1 ÎÁ ÓÌÏ×Ï bm, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ, ÁÏÂÒÁÔÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ { ÓÏÚÄÁÎÉÅÍ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ.ëÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏ×ÁW É W ′ Ó×ÑÚÁÎÙ ÚÁÍÅÎÏÊabma−1 → bm, Ô. Å. ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÄÌÉÎÙ m+ 2, ÔÏ Mx(W ) =Mx(W ′) É My(W ) =My(W ′), Á Mz(W ) É Mz(W ′) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ m.3.2. ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ N2 Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.1) îÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÌÅ×ÙÅ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÙ,ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÁ×ÙÈ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ×.2) îÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ (�Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ)m �ÒÁ×ÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÄÌÉÎÙ m.3) îÉ ÏÄÎÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÑÔÉ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) åÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Å W ÉÍÅÀÔÓÑ �ÒÁ×ÙÊ ÉÌÅ×ÙÊ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÙ, × ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÁ×ÙÊ ÉÌÅ×ÙÊ �Ï×ÏÒÏÔÙ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÑ × ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÁÈ ÒÏËÉÒÏ×ËÉ, ÍÙ �Ï-ÌÕÞÉÍ ÓÌÏ×ÏW ′ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ�-�Ù, ÞÔÏ ÉW . åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ×ÉÍÅÌ ÄÌÉÎÕ 3, ÔÏW ′ ÓÏËÒÁÔÉÍÏ, ÔÁË ÞÔÏW ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ.åÓÌÉ ÏÂÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÉÍÅÌÉ ÄÌÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ 3, ÔÏ �Ï-ÓÌÅ ÒÏËÉÒÏ×ÏË ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÙ ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, É ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ�ÅÒÅÈÏÄ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.2) ðÕÓÔØ ÓÌÏ×ÏW ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÅ×ÙÊ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ ÄÌÉÎÙ m É ÎÅ ÍÅÎÅÅ m�ÒÁ×ÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ×. õÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ×W ÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÄÌÉÎÙ m ÕËÏÒÁ-ÞÉ×ÁÅÔ ÓÌÏ×Ï ÎÁ Ä×Å ÂÕË×Ù, ÕÍÅÎØÛÁÅÔ �ÌÏÝÁÄØ Mz ÎÁ m− 2 É ÕÓÔÒÁ-ÎÑÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ �ÒÁ×ÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ�ÒÁ×ÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÓÔÉ × ÎÉÈ m− 2ÒÏËÉÒÏ×ÏË É, Õ×ÅÌÉÞÉ× �ÌÏÝÁÄØMz ÎÁ m−2, �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅËÏÒÏÞÅ ÓÌÏ×Á W , ÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù.3) öÅÌÁÑ �ÒÉÊÔÉ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ �ÑÔØ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ×. ðÕÓÔØ W { ÎÁÉÂÏÌÅÅËÏÒÏÔËÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×. �ÏÇÄÁ W ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏÍ. ðÒÉÍÅÎÉ×,ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ



48 A. í. ÷åòûéë, á. ÷. íáìà�éîÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ ÌÅ×ÙÊ. åÓÌÉ ÂÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ × W ÉÍÅ-ÌÉÓØ �ÒÁ×ÙÅ �Ï×ÏÒÏÔÙ, ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÄÅÌÁ× Ä×Å ÒÏ-ËÉÒÏ×ËÉ { × ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÒÁ×ÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× É Ó �ÅÒ×ÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÂÕË×ÁÍÉÓÌÏ×Á (ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÅ×ÙÊ �Ï×ÏÒÏÔ), { Á ÚÁÔÅÍ ÕÄÁÌÉ× �ÅÒ×ÕÀ ÂÕË×ÕÓÌÏ×Á, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÌÉÂÏ ÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÌÉÂÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ-×Ï, �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ �ÑÔØ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ×, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ, ÞÅÍÉÓÈÏÄÎÏÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × W ÎÅÔ �ÒÁ×ÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁ-ÅÔ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕW ′ := xym1x−m2y−m3xm4ym5x−1;ÇÄÅ mi, i = 1; 2; 3; 4; 5, { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É m2 6 m4. ðÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑÕÞÁÓÔËÉ ym1 É x−m2y−m3xm2 , �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×ÏW ′′ := x(x−m2y−m3xm2)(ym1)xm4−m2ym5x−1�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÄÌÉÎÕ, ÞÔÏ É W ′. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏ×Ï W ′′ ÓÏËÒÁÔÉÍÏ (ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ xx−m2), ÎÉ ÜÔÏÓÌÏ×Ï, ÎÉ W ′, ÎÉ W ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ. �3.3. ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ N2 Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.1) ëÁÖÄÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×�ÒÁ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅÍ ÏÄ-ÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×Ù.2) ëÁÖÄÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×�ÒÁ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï W , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÒÁÚ×ÏÒÏÔ, �ÒÉ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÄÁÅÔ ÓÌÏ×Ï ÂÅÚ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉ ÏÄÎÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ �ÑÔÉ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ× (ÌÅÍÍÁ 3.2), ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ-×Ï W , ÎÅ ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÂÕË×Ù, ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÁË ÌÅ×ÙÈ, ÔÁË É �ÒÁ×ÙÈ�Ï×ÏÒÏÔÏ×. ïÄÎÁËÏ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ�Ï×ÏÒÏÔÏ× ÄÒÕÇÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 3.2É 2.2.2) äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÓÌÏ×Ï W ÄÁÅÔ ÓÌÏ-×Ï, ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ. ÷ ÓÉÌÕ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙÓÌÏ×Ï W ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÕË×Ù,Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ V s+∞. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ �ÅÌÏÅm { ÓËÁÖÅÍ,× ÔÒÉ ÒÁÚÁ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á V { É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ�ÏÄÓÌÏ×Ï U := V sm ÓÌÏ×Á W = V s+∞. �ÏÇÄÁ ÕÓÔÒÁÎÑÅÍÙÊ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÌÏ×Å U , Á �ÒÉ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÓÌÏ×Ï U ÄÁÅÔ



âåóëïîåþîùå çåïäåúéþåóëéå 49ÓÌÏ×Ï U ′, ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ. õÓÔÒÁÎÑÑ (ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ, ÅÓÌÉÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ) ÒÁÚ×ÏÒÏÔ × U ′, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÏ×ÏU ′′, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÂÕË×Ù ËÏÒÏÞÅ, ÞÅÍ U . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁÔÒÁ-ÇÉ×ÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÏÄÎÕ ÂÕË×Õ × ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏÄÓÌÏ×Å ×ÉÄÁ s`, ÔÁË ÞÔÏ U ′′ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ sm−2. ðÏÓËÏÌØËÕ m ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Å-ÌÉËÏ, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÚÄÁÔØ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ × ÓÌÏ×Å U ′′ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÓÌÏ×Á U ′′′ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅMz(U ′′′) =Mz(U). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏ×Ï U ′′′ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù, ÞÔÏ É U . ðÏÓËÏÌØËÕ U ′′′ ÎÁ Ä×Å ÂÕË×Ù ËÏÒÏÞÅ, ÞÅÍ U ,ÜÔÏ ×ÈÏÄÉÔ × �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ× UÉ W . ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.3.4. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. îÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ N2 ËÁÖÄÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×�ÒÁ×Ï ÇÅÏÄÅÚÉ-ÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï W ÌÅÖÉÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× A É B ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÌÏ×ÏW ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÏ×, ÔÏ ÏÎÏ, ËÁËÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÌÅÖÉÔ × ËÌÁÓÓÅ A . åÓÌÉW ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÚ×ÏÒÏÔ, ÔÏ × ÓÉÌÕ�ÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 3.3 ÏÎÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �Ï×ÔÏ-ÒÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×Ù, Á × ÓÉÌÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 3.3ÓÌÏ×Ï W �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÌÏ×Á W ′ ËÌÁÓÓÁ A ÓÏÚÄÁÎÉÅÍ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ. úÎÁ-ÞÉÔ, ÓÌÏ×Ï W ′ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄam0bn1am1 : : : bn`am`b+∞;ÇÄÅ {a; b} { �ÁÒÁ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ` É m0 É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n1, m1, : : : .ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÂÁÚÅ �ÏÄÓÌÏ×Á ui, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × �ÏÄÓÌÏ-×Ï ×ÉÄÁ vuiv (ÇÄÅ {u; v} = {a; b}), ÄÁÅÔ ÌÉÂÏ É �ÒÁ×ÙÊ, É ÌÅ×ÙÊ ÒÁÚ×ÏÒÏ-ÔÙ (ÔÁË ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2), ÌÉÂÏÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ �ÁÒÕ ÂÕË×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÒÁÚ×ÏÒÏÔÁ, �ÅÒÅ×Ï-ÄÑÝÅÅ W ′ × W , �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÉÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ \�ÒÑÍÏÍ" ÕÞÁÓÔËÅÓÌÏ×ÁW ′, Ô. Å. ÌÉÂÏ ÎÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÅÍ ÕÞÁÓÔËÅ b+∞, ÌÉÂÏ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ am0(�ÒÉ ÜÔÏÍ m0 > 0), ÌÉÂÏ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ bn1 (�ÒÉ ÜÔÏÍ ` > 0 É m0 = 0). ïÔ-ÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ W ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ V abma−1b+∞ ÉÌÉ anb−1ambV b+∞, ÇÄÅn { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, m { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á V { ÓÌÏ×ÏÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {a; b} (ÓÒ. Ó Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ B). åÓÌÉ ÂÙ �ÒÉ ÜÔÏÍÓÌÏ×Ï V ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÌÏÓØ Ë ×ÉÄÕ aibj ÚÁ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ m �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ



50 A. í. ÷åòûéë, á. ÷. íáìà�éîÒÏËÉÒÏ×ÏË, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.1(É ÌÅÍÍÙ 2.2 ÏÂ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÈ). �

§4. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Å çÅÊÚÅÎÂÅÒ-ÇÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÅÅ,ÞÅÍ (ÒÅÛÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ) ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. éÚÌÅÍÍÙ 3.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ N2) ËÁÖÄÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ-×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ × ÓÌÏ×Å ×ÉÄÁam1Wb;abm2Wa−1;ba−m3Wb−1;a−1b−m4Wa;b−1am5 ;ÇÄÅ {a; b} { �ÁÒÁ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ
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