
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 460, 2017 Ç.÷. é. ëÏ�ÅÊËÏîéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñK1-çòõððá õîé�áòîïçï ëïìøãá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅéÚÕÞÅÎÉÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÈK-ÇÒÕ�� (ÎÉÌØ-ÇÒÕ��) { �Ï âÁÓÓÕ, �Ï æÁÒ-ÒÅÌÌÕ, �Ï ÷ÁÌØÄÈÁÕÚÅÎÕ É ÄÒÕÇÉÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÚÁ-ÄÁÞ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ K-ÔÅÏÒÉÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÌÁ×Õ 12 ÉÚ [1℄). ðÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÑÍ ÎÉÌØ-ÇÒÕ�� × ÁÌÇÅÂÒÅ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÂÙÌÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙÄ×Å ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÅ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ \Nil phenomena in topology" (Van-derbilt University, Nashville, USA, 2007) É \Algebrai K-theory and Nil-groups in algebra and topology" (Indiana University, Bloomington, USA,2008). óÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÂÏÔ Ï ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ × ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÏÊK-ÔÅÏÒÉÉ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ, ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Å ÒÁ-ÂÏÔÙ [2,3℄, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ âÁÓÓÁ ÉÚ [4℄ Ï NK-ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊÇÒÕ��Å ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÅÝÅ × 1972 ÇÏÄÕ. ÷ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØ-ÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÉÌØ-ÇÒÕ��Ù ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × L-ÔÅÏÒÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÁËÖÅÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ K-ÔÅÏÒÉÅÊ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÉÌÏ-ÖÅÎÉÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ L-ÇÒÕ��Ù, ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ á. ó. íÉ-ÝÅÎËÏ É á. òÁÎÉ�ËÉÍ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÇÒÕ�� õÏÌÌÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ËÁËÇÒÕ��Ù ÂÏÒÄÉÚÍÏ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ðÕÁÎËÁÒÅ. åÓÌÉ 2 { ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á, ÔÏ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ L-ÇÒÕ��Ù ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ÷ L-ÔÅÏÒÉÉ ÕÎÉÔÁÒ-ÎÙÅ ÎÉÌØ-ÇÒÕ��Ù ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ [5{7℄, �ÒÉ ÜÔÏÍ × �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈÒÁÂÏÔÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÎÉÌØ-ÇÒÕ��Ù ÇÒÕ�� õÏÌÌÁ, Á × ÔÒÅÔØÅÊ ÒÁÂÏ-ÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù �Ï ÷ÁÌØÄÈÁÕ-ÚÅÎÕ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ (ÎÅ�ÏÌÎÏÅ) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÙëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÜÒÍÉÔÏ×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù, ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á,ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ K1-ÆÕÎËÔÏÒ, ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ �Ï âÁÓÓÕ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ K1-ÇÒÕ��Á, ÕÎÉ�Ï-ÔÅÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ 16-01-00148).134



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 135ÄÌÑ ËÏÌØ�Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊK-ÔÅÏÒÉÉ, ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÏÊ × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ GW -ÔÅÏÒÉÅÊ (çÒÏÔÅÎÄÉËÁ{÷ÉÔÔÁ ÔÅÏÒÉÅÊ),ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÎÅ ××ÏÄÉÌÉÓØ É ÎÅ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ.ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ××ÅÄÅÎÉÅ É ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ-ÎÏÊ �Ï âÁÓÓÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ K1-ÇÒÕ��Ù NK1U�(R;�) ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á(R; �;�): ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÉÚ ÒÁÂÏ-ÔÙ Á×ÔÏÒÁ [8℄, ÎÁÊÄÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÇÒÕ��ÙNK1U�(R;�): èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÌÁ×Õ 12 ÉÚ [1℄), ÞÔÏÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R Ó 1 ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÉÌØ-�ÏÔÅÎÔÎÏÊ �Ï âÁÓÓÕ K1-ÇÒÕ��Ù NK1(R) ÉÍÅÅÔ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔÅÌØ, ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÎÉÌØ-ÇÒÕ��ÙNK1U�(R;�) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÇÒÕ��Ù NK1U�(R;�), ÉÍÅÀÝÉÈ (ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ) ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔÅÌØ. ÷ ËÏÎ�Å ÓÔÁÔØÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÏÄÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å NK1U�(R;�); ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕ��ÙNK1U�(R;�)ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ (ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ) ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ.
§2. �-ÜÒÍÉÔÏ×Ù É �-ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù÷ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ K-ÔÅÏÒÉÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÑÄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ÉÚ [9℄, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.ðÕÓÔØ (R; �;�) { ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÇÄÅ R { ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�ÏÓ 1, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ x → �x; � { �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔËÏÌØ�Á R; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ � · �� = 1; � { ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ �ÏÄ-ÇÒÕ��Á R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �min 6 � 6 �max; �ÒÉÞÅÍ �x�x ⊆ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏx ∈ R; ÇÄÅ �min = {x − ��x; x ∈ R}; �max = {x ∈ R : x = −��x}. ÷ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ËÏÌØ�Ï (R; �;�) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÅÎÎÙÍËÏÌØ�ÏÍ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× � É ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ �: åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ�� = {�x; x ∈ �}; ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ËÏÌØ�Ï (R; ��; ��):ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ ÎÁ ËÏÌØ�Ï ÍÁÔÒÉ� Mr(R); �ÏÌÏÖÉ× (aij)∗ =(aji):ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÁÔÒÉ�Á a = (aij)(∈ Mr(R)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, ÅÓÌÉ a = −�a∗: ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ aij = −�aji �ÒÉ ×ÓÅÈ 1 6i; j 6 r É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, aii = −�aii ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 6 i 6 r: �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÎÔÉ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù aÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �max: åÓÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÍÁÔÒÉ�Ù a ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �; ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ.



136 ÷. é. ëïðåêëï÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÁÔÒÉ�Á a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, ÅÓÌÉ a = −��a∗ É×ÓÅ ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ��. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ ËÏÌØ�Á Mr(R); ÁÍÁÔÒÉ�Á a(∈ Mr(R)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ a∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ðÒÉÍÅÒ 1. íÁÔÒÉ�Á a− ��a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �min-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù a(∈ Mr(R)) É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ b(∈ Mr(R)) - �-ÜÒÍÉÔÏ×Á ÍÁÔÒÉ�Á. �ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Áa∗ba Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù a(∈ Mr(R)):ðÒÉÍÅÒ 1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÏÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÒ 2.ðÕÓÔØ b = (bij) { �-ÜÒÍÉÔÏ×Á ÍÁÔÒÉ�Á. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, bii ∈ � ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ 1 6 i 6 r É ÍÁÔÒÉ�Á b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,bji = −�bij �ÒÉ ×ÓÅÈ 1 6 i < j 6 r: ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õa = (aij)(∈ Mr(R)) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ a∗ba: �ÁË ËÁË (a∗ba)∗ = a∗b∗a =
−�(a∗ba); ÔÏ a∗ba = −�(a∗ba)∗ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÁÔÒÉ�Á a∗ba Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉ�-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, i-ÔÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù a∗baÒÁ×ÅÎn

∑k=1 aikbk1ai1 + · · ·+ n
∑k=1 aikbknain= n
∑k=1 aikbkkaik + ∑16k<s6n (aikbksais + aisbskaik):�ÁË ËÁË bii ∈ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 6 i 6 r; ÔÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ aikbkkaik ∈ �, É ÚÎÁÞÉÔ, �ÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔÓÑ × �: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ×ÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÙ.éÍÅÅÍ aikbksais + aisbskaik = (aikbksais) − �(aikbksais) ∈ �min: �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �, É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù a∗ba ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a∗ba {�-ÜÒÍÉÔÏ×Á ÍÁÔÒÉ�Á.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÌÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁ�ÉÓÉ ÍÁÔÒÉ�.âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÚÁ�ÉÓØ � = (a b d) ∈ M2r(R) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a; b; ; d ∈Mr(R); �ÒÉ ÜÔÏÍ (a b) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÏ×ÉÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù �: âÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ (a 00 d); ÄÌÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ËÁË a ⊕ d: äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ r �ÏÌÏÖÉÍ



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 137I�r = ( 0 er�er 0); ÇÄÅ er (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 0) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ (ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ) ÍÁÔÒÉ�Õ �ÏÒÑÄËÁ r: ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ I�r { ÏÂÒÁ-ÔÉÍÁÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×Á ÍÁÔÒÉ�Á, �ÒÉÞÅÍ (I�r )−1 = (I�r )∗: ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÕÍÁÔÒÉ�Ù I�r ÉÎÄÅËÓ r ÉÌÉ ÏÂÁ ÉÎÄÅËÓÁ r; � ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ, ÅÓÌÉ ÉÈÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÁÔÒÉ�Á � ∈ M2r(R) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ�∗I�� = I�: ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � = (a b d)ÏÂÒÁÔÉÍÁ, �ÒÉÞÅÍ �−1 = I∗�∗I = ( d∗ ��b∗�∗ a∗ ) :íÎÏÖÅÓÔ×Ï U�2r(R) ×ÓÅÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 2r ÏÂÒÁÚÕÅÔÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ) ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÑÄ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9℄) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× �-ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. íÁÔÒÉ�Á � = (a b d) ∈ M2r(R) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓ-ÌÏ×ÉÊ:1) � { ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ É ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� a∗; b∗d ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ × �;2) a∗d+ �∗b = er É ÍÁÔÒÉ�Ù a∗; b∗d �-ÜÒÍÉÔÏ×Ù;3) � { ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ É ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� ab∗; d∗ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ × �;4) ad∗ + �b∗ = er É ÍÁÔÒÉ�Ù ab∗; d∗ �-ÜÒÍÉÔÏ×Ù.íÎÏÖÅÓÔ×Ï U�2r(R;�) ×ÓÅÈ �-ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 2r ÏÂÒÁÚÕ-ÅÔ ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ) �-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ�-�ÏÊ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÌÏ×Ï \ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ" ÍÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ. åÓÌÉ2 { ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á R; ÔÏ �max = �min É ÚÎÁÞÉÔ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Á U�2r(R;�) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ U�2r(R):ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U�2r(R;�max) = U�2r(R): äÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ (ÍÁ-ÔÒÉÞÎÙÅ) ÇÒÕ��Ù ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ �-ÕÎÉÔÁÒÎÙÈÇÒÕ��. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÅÓÌÉ R { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÉÎ-×ÏÌÀ�ÉÅÊ, ÔÏ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sp2r(R) = U−12r (R;�max = R);



138 ÷. é. ëïðåêëïÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á O2r(R) = U12r(R;�min = 0): åÓÌÉ R { �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó 1, ÔÏ ÏÂÝÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á GLr(R) ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Å U12r(H(R)) ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÌØ�Á H(R)= R ⊕ Rop Ó ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x; y) = (y; x) ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ x; y ∈ R; ÇÄÅ Rop ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ËÏÌØ�Ï.âÏÌÅÅ �ÏÌÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÏÂ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ É K-ÔÅoÒÉÉ ÇÉ�ÅÒ-ÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅ� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × �ÁÒÁÇÒÁÆÅ 5 ÉÚ [8℄. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÒÅÈÏÄ Ë �-ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ ÎÁÄ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉÕÎÉÆÉ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ.éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �∗I�� = I� ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �∗ = I��−1(I�)∗ É, × ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, � ∈ U�2r(R;�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �∗ ∈ U�2r(R;�); ÏÔËÕÄÁÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ �ÕÎËÔÏ× 1 É 3, Á ÔÁËÖÅ �ÕÎË-ÔÏ× 2 É 4 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.ðÒÉÍÅÒ 3. íÁÔÒÉ�Á a ⊕ d �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U�2r(R;�); ÇÄÅ a; d ∈ Mr(R);ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á a ÏÂÒÁÔÉÍÁ, �ÒÉÞÅÍ d = (a∗)−1:íÁÔÒÉ�Á ×ÉÄÁ a ⊕ (a∗)−1; ÇÄÅ a ∈ GLr(R) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H(a) É ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ a → H(a) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H : GLr(R) → U�2r(R;�); Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��.ðÒÉÍÅÒ 4. T12(b) = (e b0 e) ∈ U�2r(R;�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÍÁÔÒÉ�Á b ��-ÜÒÍÉÔÏ×Á.ðÒÉÍÅÒ 5. T21() = (e 0 e) ∈ U�2r(R;�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÍÁÔÒÉ�Á  �-ÜÒÍÉÔÏ×Á.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ EU�2r(R;�) �ÏÄÇÒÕ��Õ U�2r(R;�), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÍÁ-ÔÒÉ�ÁÍÉ ×ÉÄÁ H(�), T12(b), T21(), ÇÄÅ � ∈ Er(A), b ��-ÜÒÍÉÔÏ×Á, �-ÜÒÍÉÔÏ×Á. çÒÕ��Á EU�2r(R;�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ (ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉ-ÞÅÓËÏÊ) �-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ.ðÒÉÍÅÒ 6. íÁÔÒÉ�Á � = (a b0 d) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U�2r(R;�) ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á a ÏÂÒÁÔÉÍÁ, d = (a∗)−1 É ÍÁÔÒÉ�Á a−1b��-ÜÒÍÉÔÏ×Á. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � ≡ H(a) mod EU�2r(R;�):äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ, ÔÏ, × ÓÉÌÕÕÓÌÏ×ÉÑ 4) ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3, ad∗ = er É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÁÔÒÉ�Á a ÏÂÒÁ-ÔÉÍÁ, �ÒÉÞÅÍ d = (a∗)−1: ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 4), ÍÁÔÒÉ�Á



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 139ab∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÁÔÒÉ�Á (a−1b)∗ = b∗(a−1)∗ =a−1(ab∗)(a−1)∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ × ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, a−1b { ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ïÂÒÁÔÎÏ, ÉÚ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ,ÓÌÅÄÕÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÉÚ �ÕÎËÔÁ 4) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3, É ÚÎÁÞÉÔ,�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÍÁÔÒÉ�Á � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á a−1b��-ÜÒÍÉÔÏ×Á, ÔÏ T12(−a−1b) ∈ EU�2r(R;�); �ÒÉÞÅÍ �·T12(−a−1b) = H(a),É ÚÎÁÞÉÔ, � ≡ H(a) mod EU�2r(R;�); ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ�ÒÉÍÅÒÁ 6.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ.ðÒÉÍÅÒ 7. íÁÔÒÉ�Á � = (a 0 d) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U�2r(R;�) ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á a ÏÂÒÁÔÉÍÁ, d = (a∗)−1 É ÍÁÔÒÉ�Á a−1�-ÜÒÍÉÔÏ×Á. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � ≡ H(a) mod EU�2r(R;�):ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ � = (a b d) ∈ U�2r(R;�): �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ a ∈ GLr(R);ÔÏ � ≡ H(a) mod EU�4r(R;�): âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ a ∈ Er(R); ÔÏ � ∈EU�2r(R;�):äÁÎÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÌÅÍÍÁ 4 ÉÚ [11℄.÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÈ. ðÕÓÔØ� = (a1 b11 d1) ∈ M2r(R); � = (a2 b22 d2) ∈ M2s(R):ðÏÌÏÖÉÍ �⊥� = 







a1 0 b1 00 a2 0 b21 0 d1 00 2 0 d2 ∈ M2(r+s)(R):ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ U�2r(R;�) → U�2r+2(R;�) : � → �⊥e2 É �ÏÌÏ-ÖÉÍ U�(R;�) = ∪U�2r(R;�); EU�(R;�) = ∪EU�2r(R;�).÷ ÓÉÌÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÌÅÍÍÙ õÁÊÔÈÅÄÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÅ 3.7 × ÇÌÁ×Å 2 ÉÚ [9℄ ÉÌÉ ÌÅÍÍÕ 1 × [12℄), ÇÒÕ��Á EU�(R;�)ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÏÍÍÕÔÁÎÔÏÍ ÇÒÕ��Ù U�(R;�) É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÒÒÅËÔÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÁÂÅÌÅ×Á) ÇÒÕ��ÁK1U�(R;�) = U�(R;�)=EU�(R;�): ëÌÁÓÓÍÁÔÒÉ�Ù � ∈ U�(R;�) × ÇÒÕ��Å K1U�(R;�) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ [�℄: ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ K1-ÆÕÎËÔÏÒ K1U; ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ËÏÌÅ� × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��.



140 ÷. é. ëïðåêëïúÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ �1 = ( a b1 d1); �2 = ( a b2 d2) ∈ U�2r(R;�); ÔÏ�1�−12 = T21(1d∗2 + �d1∗2) ∈ EU�2r(R;�) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, [�1℄ = [�2℄× ÇÒÕ��Å K1U�(R;�): �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù K1U�(R;�) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÏ×ÉÎÏÊ �-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊÉÚ �ÏÌÏ×ÉÎÏË ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù { ×ÅÒÈÎÅÊ, ÎÉÖÎÅÊ, �ÒÁ×ÏÊ ÉÌÉ ÌÅ×ÏÊ.ðÏÌÏÖÉÍU�2;2r(R;�) = {(a; b); a; b ∈ Mr(R) : ∃; d ∈ Mr(R)ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �a;b = (a b d) ∈ U�2r(R;�)}:÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ (ÍÁ-ÔÒÉÞÎÙÊ) ÓÉÍ×ÏÌ U�2;2r(R;�) → K1U�(R;�) : (a; b) → [�a;b℄: óÉÍ�ÌÅË-ÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ íÅÎÎÉËÅ, ××ÅÄÅÎÎÙÊ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ × [13℄ ÄÌÑ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�{�ÒÏÂÌÅÍÙ ÄÌÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ�ÅÌÙÈ × �ÏÌÑÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ.
§3. ïÄÎÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �[X℄-ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�ðÕÓÔØ (R; �;�) { ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ËÏÌØ�Ï. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ ÎÁ ËÏÌØ-�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× R[X ℄; �ÏÌÏÖÉ×X = X; × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÎÉÔÁÒ-ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï (R[X ℄; �;�[X ℄):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù � ÉÚ U�2r(R[X ℄;�[X ℄) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (er − aX bXm) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m; ÇÄÅa; b ∈ Mr(R); ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù b É ab Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÒÉÞÅÍÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ab = ba∗:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÑ. �ÁË ËÁË � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÔÏ, × ÓÉÌÕ �ÕÎË-ÔÁ 4) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1)(er − aX)b∗ = −�b(er − aX)∗;2) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù (es−aX)b∗ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �[X ℄:éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b∗ = −�b É �ba∗ = −ab∗ = �ab: óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, b = −��b∗; ab = ba∗ = (ab∗)∗ = (−�ab)∗ = −��(ab)∗ É ÚÎÁÞÉÔb É ab Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÔÉ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÈÏÄÅÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ab = ba∗:



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 141÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2), ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� b∗; ab∗ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ × �, É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� b; ab = ba∗ =(ab∗)∗ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ��: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Ù b É ab Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ a; b ∈ Mr(R): åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù b É ab Ñ×ÌÑÀÔÓÑ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ab = ba∗; ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ k > 0 ÍÁÔÒÉ�Áakb Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, �ÒÉÞÅÍ akb = b(a∗)k:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ k ÒÁ×ÎÏ 0 ÉÌÉ 1, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k > 2 É ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ < k ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ akb =ab(a∗)k−1 = ba∗(a∗)k−1 = b(a∗)k, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ. �ÁË ËÁË akb =ak−1ba∗ = a(ak−2b)a∗ É ÍÁÔÒÉ�Á ak−2b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÓÏÇÌÁÓ-ÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á akb Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ×ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 2. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ �ÅÌÏÇÏ k > 0 ÍÁÔÒÉ�Á akb Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, �ÒÉÞÅÍ akb =b(a∗)k:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1, 2 ÉÌÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ÌÅ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù � ÉÚ U�2r(R[X ℄;�[X ℄)ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (er − aX
−Xn ) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n; ÇÄÅ a; ∈Mr(R);ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù  É a Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÒÉÞÅÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a = a∗:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ a;  ∈ Mr(R): åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù  É a Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÒÉÞÅÍ a = a∗; ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ k > 0 ÍÁÔÒÉ�Áak Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, �ÒÉÞÅÍ ak = (a∗)k:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ k > 0 ÍÁÔÒÉ�Á ak Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, �ÒÉÞÅÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ-×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ak = (a∗)k:÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ r É n ÉÍÁÔÒÉ� a; b;  ∈ Mr(R) �ÏÌÏÖÉÍ[a; b; ℄n = (er − aX bX

−Xn er + a∗X + · · ·+ (a∗)nXn):



142 ÷. é. ëïðåêëïðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. íÁÔÒÉ�Á [a; b; ℄n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) ÍÁÔÒÉ�Ù b É ab Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ab = ba∗;2) ÍÁÔÒÉ�Ù  É a Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, �ÒÉÞÅÍ a = a∗;3) b = an+1; b = (a∗)n+1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ [a; b; ℄n ∈ U�2r(R[X ℄;�[X ℄); ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ-×ÏÓÔØ 1) ÄÏËÁÚÁÎÁ × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1, Á 2) { × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 3. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 4) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(er − aX)(er + a∗X + · · ·+ (a∗)nXn)∗ − �b∗Xn+1 = er;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ an+1 = −�b∗ É ÚÎÁÞÉÔ an+1 = −�b(−��) = b:äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ b = (a∗)n+1: éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á ÔÁËÖÅÕÓÌÏ×ÉÑ 1) É 2) , ÉÍÅÅÍ (a∗)n+1 = (b)∗ = ∗b∗ = (−��)(−�b) = b: ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ�ÒÏ×ÅÒËÏÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÊ 1){3), Á ÔÁËÖÅ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 2 É 4. �

§4. îÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ �Ï âÁÓÓÕ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ K1-ÇÒÕ��Áï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ñÄÒÏ (ÒÁÓÝÅ�ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ) Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ�� K1U�(R[X ℄;�[X ℄) → K1U�(R;�); ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÓÀÒßÅË�ÉÅÊÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ËÏÌÅ� (R[X ℄;�[X ℄) → (R;�) : X → 0; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚNK1U�(R;�) É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ �Ï âÁÓÓÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊK1-ÇÒÕ��ÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏK1U�(R[X ℄;�[X ℄) = K1U�(R;�)⊕NK1U�(R;�)É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ K1-ÇÒÕ��Ù ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×R[X ℄ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÇÒÕ��ÙNK1U�(R;�); ÅÓÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕ�-�Ù K1U�(R;�) ÉÚ×ÅÓÔÎÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ R { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÌÏËÁÌØ-ÎÏÅ ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ËÏÌØ�Ï Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ, ÔÏ K1Sp(R) = 0(ÓÍ., ÎÁ�Ò., [10,14℄), É ÚÎÁÞÉÔ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ K1Sp(R[X ℄) = NK1Sp(R):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ R { ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØ�Ï, × ËÏÔÏ-ÒÏÍ 2 { ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÕÂÉ ([15℄), K1U�(R[X ℄) = K1U�(R) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, NK1U�(R) = 0: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÆÕÎËÔÏÒ NK1U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ K1U ÏÔ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ.



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 143ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÇÒÕ��Á NK1U�(R;�) ÅÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÇÒÕ��ÁK1U�(R[X ℄;�[X ℄; X) ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ (XR[X ℄; X�[X ℄) ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏËÏÌØ�Á (R[X ℄;�[X ℄); ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ Á×ÔÏÒÏÍ × �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÉ 2 × [8℄. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÕÓÉÌÉ×ÁÀÝÅÊ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2ÉÚ [8℄.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù NK1U�(R;�) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×É-ÔÅÌØ ×ÉÄÁ:[a; b; ℄n = (er − aX bX
−Xn er + a∗X + · · ·+ (a∗)nXn)(∈ U�2r(R[X ℄;�[X ℄))�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ r É n; ÇÄÅ a; b; (∈ Mr(R)) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) ÍÁÔÒÉ�Ù b É ab Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ab = ba∗;2) ÍÁÔÒÉ�Ù  É a Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÒÉÞÅÍ a = a∗;3) b = an+1; b = (a∗)n+1:îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5, 1){3) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ, ÞÔÏÂÙ [a; b; ℄n Ñ×ÌÑÌÁÓØ �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. �ÅÏÒÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÁÎÁ-ÌÏÇ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÔÒÀËÁ èÉÇÍÁÎÁ, �ÒÉ ÜÔÏÍ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ K-ÔÅÏÒÉÉ, ÌÉÎÅÁÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÈÎÑÑ�ÏÌÏ×ÉÎÁ �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��ÙNK1U�(R;�); ÞÔÏ ×�ÏÌÎÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ 1. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁ�ÉÀ ÌÀÂÏÊ ÉÚ �ÏÌÏ×É-ÎÏË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÉÚ [8℄, ÎÏ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÔÌÉÞÁÅÔ-ÓÑ ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ �ÕÎËÔÁ 1.1, �ÒÉÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù É × �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÂÌÏËÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÌÉÎÅÊÎÙÊ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ) ÏÄÎÏÞÌÅÎ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2, ÇÄÅ ×�ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÂÌÏËÅ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ) ÏÄÎÏÞÌÅÎ, ÎÅ ÏÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ.



144 ÷. é. ëïðåêëïäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ z ∈ NK1U� (R;�),É �ÕÓÔØ � = �(X) = (�11 �12�21 �22)(∈ U�2k(R[X ℄;�[X ℄)) {ÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k; ÇÄÅ �ij = �ij(X)(∈Mk(R[X ℄)); �ÒÉÞÅÍ �ii(0) = ek; �ij(0) = 0k; ÅÓÌÉ 1 6 i 6= j 6 2: ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, z = [�℄:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ÒÑÄ �ÕÎËÔÏ×.1.1. ìÉÎÅÁÒÉÚÁ�ÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ z ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÉÄÁ es − aX × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÍ s > k; ÇÄÅ a ∈ Ms(R): åÓÌÉ �11 = ek − aX; ÇÄÅ a ∈ Mk(R); ÔÏÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë �ÕÎËÔÕ 1.2. ÷ �ÒÏÔÉ×-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÕÓÔØ �11 = ek + a1X + · · ·+ anXn �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n > 2;ÇÄÅ ai ∈ Mk(R); �ÒÉÞÅÍ an 6= 0k: ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ(ÌÉÎÅÁÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÊ) ÔÒÀË èÉÇÍÁÎÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1 × ÇÌÁ×Å 12 ÉÚ [1℄. äÌÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÒÀËÁ èÉÇÍÁÎÁ �Å-ÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÍÁÔÒÉ�Ù �11 Ë ÍÁÔÒÉ�Å �11⊕ek: õÍÎÏÖÁÑ ÍÁÔÒÉ�Õ �11⊕ekÓÌÅ×Á ÎÁ 1 = T12(anXn−1) É Ó�ÒÁ×Á ÎÁ 2 = T21(−ekX); �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÉÈ E2k(R[X ℄) ∩GL2k(R[X ℄; X); �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ�′11 = 1(�11 ⊕ ek)2 = (ek + a1X + · · ·+ an−1Xn−1 anXn−1
−ekX ek ):ðÏÌÏÖÉÍ �′ = �′(X) = H(1)(�⊥e2k)H(2): �ÁË ËÁË H(1); H(2) ∈EU�4k(R[X ℄;�[X ℄)); �ÒÉÞÅÍ H(1(0)) = H(2(0)) = e4k; ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �′ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ z:ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÍÁÔÒÉ�Á �′11 = �′11(X) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 6 n− 1;�ÒÉÞÅÍ �′11(0) = e2k É ÚÎÁÞÉÔ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ s > 2k; ÍÁÔÒÉ�Ù ; Æ ∈ Es(R[X ℄) ∩ GLs(R[X ℄; X) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ(�′11 ⊕ es−2k)Æ = es − aX �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ a ∈ Ms(R): õÍÎÏÖÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ �′

⊥e2s−4k ÓÌÅ×Á ÎÁ H() É Ó�ÒÁ×Á ÎÁ H(Æ), �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈEU�2s(R[X ℄;�[X ℄) É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ H((0)) = H(Æ(0)) = e2s; �ÏÌÕÞÁÅÍ�′′ = H()(�′

⊥e2s−4k)H(Æ) = (es − aX �12(X)�21(X) �22(X))�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ij ∈ Ms(R[X ℄); �ÒÉÞÅÍ �22(0) = es; �12(0) =�21(0)= 0.íÁÔÒÉ�Á �′′ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ z É ÚÎÁÞÉÔ ×



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 145ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(es − aX �12(X)�21(X) �22(X)):åÓÌÉ �12(X) = 0; ÔÏ, × ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 7, ÍÁÔÒÉ�Á es − aX { ÏÂÒÁÔÉÍÁ,�ÒÉÞÅÍ � ≡ H(es− aX) mod EU�2s(R[X ℄;�[X ℄)): îÏ ÅÓÌÉ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ-ÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á a ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ n+1; ÔÏ H(es−aX) =[a; 0; 0℄n É ÚÎÁÞÉÔ � ≡ [a; 0; 0℄n mod EU�2s(R[X ℄;�[X ℄)); ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒ-ÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ H(es− aX)ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ËÁË [a; 0; 0℄n; �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á a ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ n+ 1:1.2. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ × �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÂÌÏËÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ �12(X) 6= 0; �ÒÉÞÅÍ �12(0) = 0: ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ z ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ
(es − aX bXm�21(X) �22(X))�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m; �ÒÉÞÅÍ a; b(∈ Ms(R)) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÓÌÏ×ÉÀ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ.ðÕÓÔØ �12(X) = �nXn+· · ·+�mXm; ÇÄÅm > n > 1; �i ∈ Ms(R); �ÒÉ-ÞÅÍ �n; �m 6= 0: åÓÌÉ m−n = 0; ÔÏ × �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÂÌÏËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÓÔÏÉÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎ bXm; ÇÄÅ b = �m; �ÒÉÞÅÍ, × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë �ÕÎËÔÕ1.3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m − n > 1: òÁÚÄÅÌÉÍ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ�12(X) Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ es − aX , É �ÕÓÔØ�12(X) = (es − aX)h(X) + �′mXm; ÇÄÅ (�ÒÁ×ÏÅ) ÞÁÓÔÎÏÅ h(X) ÉÍÅÅÔ×ÉÄ h(X) = �′nXn + · · · + �′m−1Xm−1: óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ) ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÄÁÎÎÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ �′n = �n; �′t = �t+a�′t−1 �ÒÉ n+ 1 6 t 6 m: �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (�ÒÁ×ÏÇÏ) ÞÁÓÔÎÏÇÏ h(X) É ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �′mXm ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÞÔÏ É × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÅçÏÒÎÅÒÁ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ a ÓÌÅ×Á. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �′t �ÒÁ×ÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ �ÒÉ ×ÓÅÈ n 6 t 6 m:



146 ÷. é. ëïðåêëïäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á � �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÁ, ÔÏ × ÓÉÌÕ �ÕÎË-ÔÁ 4) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1)(es−aX)(�nXn+ · · ·+�mXm)∗ = −�(�nXn+ · · ·+�mXm)(es−aX)∗;2) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù (es − aX)(�nXn + · · · + �mXm)∗ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �[X ℄:óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉXn × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1), �ÏÌÕÞÁÅÍ �∗n = −��n É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �n = −���∗n:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÁÔÒÉ�Á �n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚÕÓÌÏ×ÉÑ 2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù �∗n ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ × � É, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù �n ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ× ��: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á �′n = �n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1) É 2) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÙ �ÒÉ Xn+1; �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �′n+1 = �n+1+ a�n = �n+1+ a�′nÑ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ. åÓÌÉ m−n = 1; ÔÏ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÍÁÔÒÉ�Õ � Ó�ÒÁ×ÁÎÁ T12(−�nXn)(∈ EU�2s(R[X ℄;�[X ℄)); �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ�′ = � · T12(−�nXn) = (es − aX �′n+1Xn+1�21(X) �22(X) );Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ËÌÁÓÓÁ z; Õ ËÏÔÏÒÏÊ × �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍÂÌÏËÅ ÓÔÏÉÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ bXn+1; ÇÄÅ b = �′n+1; �ÒÉÞÅÍ × ÓÉ-ÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ É, ÚÎÁÞÉÔ, × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë �ÕÎËÔÕ 1.3.ðÕÓÔØ m − n > 2: ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ n + 2 6 t 6 m É �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ < t ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ Xt × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á 1), �ÏÌÕÞÁÅÍ �∗t − a�∗t−1 = −�(�t − �t−1a∗): õÍÎÏÖÉ× �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ −��; �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ:�t − �t−1a∗ = −��(�t − �t−1a∗)∗: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á �t − �t−1a∗Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2), ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù �∗t − a�∗t−1 = (�t − �t−1a∗)∗ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �, ÉÚÎÁÞÉÔ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù �t− �t−1a∗ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ��:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á �t − �t−1a∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ�′t = �t + a�′t−1 = (�t − �t−1a∗) + (a�′t−1 + �t−1a∗):ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÍÁÔÒÉ�Á �t−�t−1a∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, É ÚÎÁ-ÞÉÔ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �′t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �t−1a∗ + a�′t−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ.



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 147÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù �′t−1 É �′t−2 Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ�t−1a∗ + a�′t−1 = �t−1a∗ − ��a(�′t−1)∗= �t−1a∗ − ��a(�t−1 + a�′t−2)∗= (�t−1a∗ − ��a�∗t−1)− ��a(�′t−2)∗a∗= (�t−1a∗ − ��(�t−1a∗)∗) + a�′t−2a∗:�ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á �t−1a∗−��(�t−1a∗)∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ × ÓÉÌÕ �ÒÉ-ÍÅÒÁ 1, Á ÍÁÔÒÉ�Á a�′t−2a∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ × ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 2 É�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �′t−2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á�′t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÒÁ×ÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ h(X) É ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ bXm Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �[X ℄ = ��[X ℄-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÇÄÅ b = �′m:÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ, ÍÁÔÒÉ�Á  = (X) = T12(−h(X)) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×EU�2s(R[X ℄;�[X ℄); �ÒÉÞÅÍ (0) = 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÁÔÒÉ�Á�′ = �(X) = (es − aX bXm�21(X) �22(X))ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ËÌÁÓÓÁ z; �ÒÉÞÅÍ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ�ÕÎËÔÁ 1.2.1.3. ìÉÎÅÁÒÉÚÁ�ÉÑ �ÒÁ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ. ÷ ÓÉÌÕ �ÕÎËÔÁ 1.2ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (es − aX bXm�21(X) �22(X)); ÇÄÅa; b(∈ Ms(R)) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ. åÓÌÉ m = 1; ÔÏÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m > 2: äÌÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁ�ÉÉ �ÒÁ-×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÒÀË èÉÇÍÁÎÁ. �ÁË ËÁËÍÁÔÒÉ�Ù b É ab Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á(X) = ( 0 bXm−1bXm−1 −abXm−1)



148 ÷. é. ëïðåêëïÑ×ÌÑÅÔÓÑ �[X ℄-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, T12((X)) ∈ EU�4s(R[X ℄;�[X ℄);�ÒÉÞÅÍ T12((0)) = e4s: õÍÎÏÖÁÑ ÍÁÔÒÉ�Õ �⊥e2s ÓÌÅ×Á ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅ-ÓËÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ Æ = H((es −Xes0 es )) É Ó�ÒÁ×Á ÎÁ T12((X)); �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÝÉÈ EU�4s(R[X ℄;�[X ℄); �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊÂÌÏË ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ e2s−(a es0 0)X; ÔÏ ÅÓÔØ ÏÓÔÁÌÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, Á �ÒÁ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÂÌÏË ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (0 bb −ab)Xm−1, ÔÏÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ m − 1. ëÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ×ÙÛÅ, ÍÁÔÒÉ�Á (0 bb −ab) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ
(a es0 0)(0 bb −ab) = (b 00 0)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ × ÓÉÌÕ �ÕÎËÔÁ 1.2. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù Æ(�⊥e2s)T12() ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÕÎËÔÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ�Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁ�ÉÉ �ÒÁ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏÂÌÏËÁ ÍÙ Õ×ÅÌÉÞÉÌÉ �ÏÒÑÄÏË ÍÁÔÒÉ�Ù É ÕÍÎÏÖÁÌÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏ-ÌÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÔÏ ÎÉÖÎÑÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ.1.4. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ × ÌÅ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÂÌÏËÅ. ÷ ÓÉÌÕ �ÕÎË-ÔÁ 1.3 ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (es − aX bX21(X) 22(X));ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ù a; b(∈Ms(R)) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ,21(X); 22(X) ∈ Ms(R[X ℄); �ÒÉÞÅÍ 21(0) = 0; 22(0) = es: åÓÌÉ21(X) = 0; ÔÏ, × ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 6, ÍÁÔÒÉ�Á es − aX ÏÂÒÁÔÉÍÁ, �ÒÉÞÅÍÍÁÔÒÉ�Á � ≡ H(es−aX) mod EU�2s(R[X ℄;�[X ℄) ≡ [a; 0; 0℄n mod EU�2s(R[X ℄;�[X ℄), É ÚÎÁÞÉÔ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 21(X) 6= 0: ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ z ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ (es − aX bX
−Xn ′22(X)) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n;ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ù a; b;  ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1){3) ÔÅÏÒÅÍÙ. äÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ 1.2,�ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÕÓÔØ21(X) = kXk + · · ·+ nXn;



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 149ÇÄÅ n > k > 1; i ∈ Ms(R); �ÒÉÞÅÍ k; n 6= 0: åÓÌÉ n−k = 0; ÔÏ × ÌÅ×ÏÍÎÉÖÎÅÍ ÂÌÏËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÔÏÉÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎ −Xn; ÇÄÅ  = −n; �ÒÉÞÅÍÍÁÔÒÉ�Ù a É  ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 3, É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n − k > 1: òÁÚÄÅÌÉÍ(ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 21(X) ÓÌÅ×Á ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ) ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ es − aX , É �ÕÓÔØ 21(X) = q(X)(es − aX) + ′nXn; ÇÄÅ (ÌÅ×ÏÅ)ÞÁÓÔÎÏÅ q(X) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ q(X) = ′kXk + · · · + ′n−1Xn−1: óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ(ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ-×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ ′k = k; ′t = t + ′t−1a �ÒÉk + 1 6 t 6 n: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (ÌÅ×ÏÇÏ) ÞÁÓÔÎÏÇÏq(X) É ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ′nXn ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÞÔÏ É× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ a Ó�ÒÁ×Á.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ′t ÌÅ×ÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ �ÒÉ ×ÓÅÈ k 6 t 6 n:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ìÅ×ÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ q(X) É ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ −Xn Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �[X ℄-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÇÄÅ  = −′n:÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4, ÍÁÔÒÉ�Á Æ = Æ(X) = T21(−q(X)) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× EU�2s(R[X ℄;�[X ℄); �ÒÉÞÅÍ Æ(0) = 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÁÔÒÉ�Á �′ = Æ · � =
(es − aX bX

−Xn �′22(X)) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ËÌÁÓÓÁ z: �ÁË ËÁË�′ ∈ U�2s(R[X ℄;�[X ℄), ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù a; b; (∈Ms(R)) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ 1) É 2) ÔÅÏÒÅÍÙ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1 É 3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÕÎËÔÁ.1.5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÚÁ×ÅÒÛÁ-ÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ z ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ,ÕËÁÚÁÎÎÙÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ �ÒÁ×ÙÊÎÉÖÎÉÊ ÂÌÏË ÍÁÔÒÉ�Ù �′; �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × �ÕÎËÔÅ 1.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ �′22(X): �ÁË ËÁË �′22(0) = es; ÔÏ �′22(X) = es+ d1X + · · ·+ dmXm�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m; ÇÄÅ di ∈ Ms(R); �ÒÉÞÅÍ dm 6= 0 É, ×ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(es − a∗X)(es + d1X + · · ·+ dmXm)− �∗bXn+1 = es:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.



150 ÷. é. ëïðåêëïóÌÕÞÁÊ 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m 6 n: óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ X × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ dk = a∗dk−1 = (a∗)k ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 k 6 m; ÇÄÅ d0 = es: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ Xm+1: åÓÌÉ m = n; ÔÏ (a∗)n+1+�∗b = 0 É, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, an+1 + ��b∗ = an+1 + ��(−�)b = an+1 − b = 0: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÅÓÌÉm = n; ÔÏ �ÒÁ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÂÌÏË ÍÁÔÒÉ�Ù �′ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ× ÔÅÏÒÅÍÅ É ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1){3) ÔÅÏÒÅÍÙ. åÓÌÉ ÖÅ m < n; ÔÏam+1 = 0 É ÚÎÁÞÉÔ ÍÁÔÒÉ�Á es − aX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 8, �′ ≡ [a; 0; 0℄n mod EU�4s(R[X ℄;�[X ℄); ÞÔÏ ÉÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.óÌÕÞÁÊ 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m > n: óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ X × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ dk = a∗dk−1 = (a∗)k ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 k 6 n; dn+s = (a∗)n+s − (a∗)s−1bÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 s 6 m− n: ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ Xm+1ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (a∗)m−nb = (a∗)m+1:ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a É  ÍÁÔÒÉ�Ù �′; �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × �ÕÎËÔÅ 1.4, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÁÔÒÉ�Ù ak = (a∗)k Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ k > 0 × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�(X) = T21(Xn + aXn+1 + · · ·+ am−n−1Xm−1) ∈ EU�2s(R[X ℄;�[X ℄):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á � ·�′ = [a; b; am−n℄m ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔÅÌÅÍ ËÌÁÓÓÁ z; �ÒÉÞÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù a; b; am−n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ1){3) ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÑ 2 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. �

§5. õÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÇÒÕ��Ù NKU�1 (R;�)èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.3 ÉÚ ÇÌÁ×Ù 12 × [1℄),ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R Ó 1 ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ �ÏâÁÓÓÕK1-ÇÒÕ��ÙNK1(R) ÉÍÅÅÔ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ er−aX�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ r; ÇÄÅ a(∈ Mr(R)) { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ-�Á. äÌÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ �Ï âÁÓÓÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ K1-ÇÒÕ��Ù ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ. ðÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔ-ÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÇÒÕ��Ù NKU�1 (R;�) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒ-ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á (R;�) ÄÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù a; b;  ∈ Mr(R) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ 1){3) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ r É n: �ÏÇÄÁ, ×ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 1511) ÍÁÔÒÉ�Á [a; b; ℄1 = e2r − (a −b −a∗)X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ,�ÒÉÞÅÍ ÍÁÔÒÉ�Á (a −b −a∗) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ 2;2) �ÒÉ n > 2 ÍÁÔÒÉ�Á [a; b; ℄n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á er−aX ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÁ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅËÌÁÓÓ ÍÁÔÒÉ�Ù [a; b; ℄n × ÇÒÕ��Å NK1U�(R;�) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù H(er − aX) = [a; 0; 0℄n:îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5, [a; b; ℄n ∈ U�2r(R[X ℄;�[X ℄)É, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, [a; b; ℄n �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��ÙNKU�1 (R;�), Á × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù NKU�1 (R;�)ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ [a; b; ℄n �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ r É n;ÇÄÅ a; b;  ∈ Mr(R) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1){3) ÔÅÏÒÅÍÙ 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ [a; b; ℄1 = e2r − (a −b −a∗)X; ÇÄÅ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ 1){3) ÔÅÏÒÅÍÙ1, ÍÁÔÒÉ�Ù a É ab ��-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÅ, a É a �-ÜÒÍÉÔÏ×ÙÅ, �ÒÉÞÅÍ ab = ba∗;a = a∗; b = a2; b = (a∗)2: éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ, ÞÔÏ (a −b −a∗)2 = 02r: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, [a; b; ℄1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ�Ï-ÔÅÎÔÎÏÊ �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��ÙNKU�1 (R;�):ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n > 2: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ[a; b; ℄n = e2r − �X; ÇÄÅ �=( a −bXn−1 −a∗(er + aX + · · ·+ (aX)n−1)∗);�ÒÉÞÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù a; b;  ∈ Mr(R) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1){3) ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 1 É �(0) = (a −b0 −a∗): ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÍÁÔÒÉ�Á �(0)k = ak ⊕ (a∗)k; ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ, É�(0)k = (ak −ak−1b0 −(a∗)k); ÅÓÌÉ k ÎÅÞÅÔÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ�(0)k ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ �(X)k ; ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ �ÏÌÕÞÅÎÙ× �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 8 ÎÉÖÅ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ X = 0:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � = �(X) { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÔÅ�ÅÎÉÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ m: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �m = �(X)m = 02r, É ÚÎÁÞÉÔ,�(0)m = 02r: ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ



152 ÷. é. ëïðåêëïam = 02r, É ÚÎÁÞÉÔ, a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÉÌØ-�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ m: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Á er − aXÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ, É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ, �ÒÉÞÅÍ[a; b; ℄n ≡ [a; 0; 0℄n mod EU�4r(R[X ℄;�[X ℄) × ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 8. îÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØ × �ÕÎËÔÅ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ { ÄÏËÁÚÁÎÁ.äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ × �ÕÎËÔÅ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ n = 2: ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � = ( a −bX −a∗(er + a∗X)):éÍÅÅÍ�2=(a2(er − aX) a2bX
−(a∗)2X2 (a∗)2(er + a∗X + (a∗)2X2)) = (a2⊕(a∗)2)(e2r−�X):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ab = ba∗; a = a∗, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ùa2⊕(a∗)2; e2r−�X ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �2k =(a2k ⊕ (a∗)2k)(e2r − �X)k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k: ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ a { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ m: �ÏÇÄÁÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �2k = 02r ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏ-ÇÏ k; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2k > m: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á[a; b; ℄2 = e2r − �X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ, �ÒÉÞÅÍ [a; b; ℄2 ≡ [a; 0; 0℄2mod EU�4r(R[X ℄;�[X ℄) × ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 8, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ × �ÕÎËÔÅ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉ n = 2:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n > 3: ÷×ÅÄÅÍ ÒÑÄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÏÌÏÖÉÍ Y =Y (X) = aX(∈ Mr(R[X ℄)); (Y k)∗ = (a∗)kXk ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏk: �ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ 1 É 2, Y k · b = b · (Y k)∗;  · Y k = (Y k)∗ · :÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, � = �(X) = ( a −bXn−1 −a∗(v(Y ) + Y n−1)∗); ÇÄÅv(Y ) = er + Y + · · ·+ Y n−2; �ÒÉÞÅÍ v(0) = er: ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Z ÏÂÒÁÚ ËÏÌØ�Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅËÏÌÅ� Z→ R : n → n ·1R; Á ÅÓÌÉ (Y ) ∈ Mr(Z[Y ℄); ÔÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,�ÏÌÁÇÁÅÍ (0) = (Y (0))(∈ Mr(Z)):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n > 3 É �ÕÓÔØ [a; b; ℄n = e2r −�(X) · X, �ÒÉÞÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù a; b;  ∈ Mr(R) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ1) − 3) ÔÅÏÒÅÍÙ 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:1)�(X)2k =( a2k(er − Y n−1�11(Y )) a2kbX(k · er + Y �12(Y ))∗

−(a∗)2kXn(k · er + Y �21(Y )) (a∗)2k(er + Y �22(Y ))∗ );



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 153ÇÄÅ �ij(Y ) ∈ Mr(Z[Y ℄) �ÒÉ ×ÓÅÈ 1 6 i; j 6 2; �ÒÉÞÅÍ �11(0) = k · er;�22(0) = 2k · er;2)�(X)2k+1=( a2k+1(er − Y n−1�11(Y )) −a2kb(er + Y �12(Y ))∗(a∗)2kXn−1(er + Y �21(Y )) −(a∗)2k+1(er + Y �22(Y ))∗);ÇÄÅ �ij(Y ) ∈ Mr(Z[Y ℄) �ÒÉ ×ÓÅÈ 1 6 i; j 6 2; �ÒÉÞÅÍ �11(0) = �12(0) =�21(0) = k · er; �22(0) = (2k + 1) · er:úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ. äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ× �ÕÎËÔÅ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉ n > 3. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á er − aX ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔ-ÎÁ, �ÒÉÞÅÍ ÍÁÔÒÉ�Á a(∈ Mr(R)) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ m:åÓÌÉ m ÞÅÔÎÏ, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ 1) ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8, �(X)m = 02r,É ÚÎÁÞÉÔ, � { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ m: åÓÌÉ ÖÅ m ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ 1) ÉÚ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÑ 8, �(X)m+1 = 02r, É ÚÎÁÞÉÔ, � { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ m+ 1: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉn > 3 ÍÁÔÒÉ�Á [a; b; ℄n = e2r −�(X) ·X ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÁ, �ÒÉÞÅÍ ÅÅ ËÌÁÓÓ× ÇÒÕ��Å NK1U�(R;�) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù H(er − aX) = [a; 0; 0℄m−1 × ÓÉÌÕ �ÒÉÍÅÒÁ 8, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ × �ÕÎËÔÅ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕ-ÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k: ðÕÓÔØ k = 1: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÎÕÀÓÔÅ�ÅÎØ. éÍÅÅÍ:�2 = ( a2(er − Y n−1) a2bX(er + Y (v(Y )− Y n−2))∗
−(a∗)2Xn(er + Y (v(Y )− Y n−2)) (a∗)2((v(Y ) + Y n−1)2 − Y n−1)∗) :îÏ (v(Y ) +Y n−1)2− Y n−1 = er +Y (2er + pY + · · ·+Y 2n−3); ÇÄÅ p = 2;ÅÓÌÉ n = 3 É p = 3; ÅÓÌÉ n > 4: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�2 = ( a2(er − Y n−1�11(Y )) a2bX(er + Y �12(Y ))∗

−(a∗)2Xn(er + Y �21(Y )) (a∗)2(er + Y �22(Y ))∗) ;ÇÄÅ �11(Y ) = er;�12(Y ) = �21(Y ) = v(Y )− Y n−2;�22(Y ) = 2er + pY + · · ·+ Y 2n−3;



154 ÷. é. ëïðåêëï�ÒÉÞÅÍ �11(0) = er; �22(0) = 2er, É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÉ k = 1ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÞÅÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ�2; ÉÍÅÅÍ:�3 = ( a3(er − Y n−1�11(Y )) −a2b(er + Y �12(Y ))∗(a∗)2Xn−1(er + Y �21(Y )) −(a∗)3(er + Y �22(Y ))∗) ;ÇÄÅ�11(Y ) = er − Y v(Y );�12(Y ) = v(Y )2 + Y n−1v(Y )− Y n−2 = er + (p− 1)Y + · · ·+ Y 2n−3;�21(Y ) = �22(Y )− v(Y ) = er + (p− 1)Y + · · ·+ Y 2n−3;�22(Y ) = v(Y ) + �22(Y ) + Y v(Y )�22(Y )− Y n−1v(Y )= 3er + (p+ 3)Y + · · ·+ Y 3n−4É ÇÄÅ �22(Y ) = 2er+pY + · · ·+Y 2n−3 ×ÚÑÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �2; �ÒÉÞÅÍp = 2; ÅÓÌÉ n = 3 É p = 3; ÅÓÌÉ n > 4: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�11(0) = �12(0) = �21(0) = er; �22(0) = 3er;É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÉ k = 1 ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÁËÖÅÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k > 1 É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ ÓÔÅ-�ÅÎÅÊ 2s É ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ 2s + 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ s 6 k { ÄÏËÁÚÁÎÁÉ ÄÏËÁÖÅÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ 2(k + 1) = 2k + 2 É2(k + 1) + 1 = 2k + 3:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ �(X)2(k+1) = �(X)2k+1 ·�(X): ðÏ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ,�(X)2k+1=( a2k+1(er − Y n−1�11(Y )) −a2kb(er + Y �12(Y ))∗(a∗)2kXn−1(er + Y �21(Y )) −(a∗)2k+1(er + Y �22(Y ))∗);ÇÄÅ �ij(Y ) ∈ Mr(Z[Y ℄) �ÒÉ ×ÓÅÈ 1 6 i; j 6 2; �ÒÉÞÅÍ �11(0) = �12(0) =�21(0) = k · er; �22(0) = (2k + 1) · er, É ÚÎÁÞÉÔ,�(X)2(k+1) = (a2k+2(er − Y n−1�11(Y )) a2k+1b�12(Y )∗
−(a∗)2k+1Xn−1�21(Y ) (a∗)2k+2�22(Y )∗);



îéìøðï�åî�îáñ ðï âáóóõ õîé�áòîáñ 155ÇÄÅ�11(Y ) = �11(Y ) + er + Y �12(Y );�12(Y ) = er + Y v(Y ) + Y (v(Y ) + Y n−1)�12(Y )− er + Y n−1�11(Y )= aX((er + �12(Y ))v(Y ) + Y n−1�12(Y ) + Y n−2�11(Y ));�21(Y ) = er + Y �22(Y )− er − Y �21(Y )= aX(�22(Y )− �21(Y ));�22(Y ) = v(Y ) + Y n−1 + Y (v(Y ) + Y n−1)�22(Y )− Y n−1 − Y n�21(Y )= er + Y (v(Y ) + (Y n−1 + v(Y ))�22(Y )− Y n−1�21(Y )):÷ ÈÏÄÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ Y = aX: ðÏÌÏÖÉÍ12(Y ) = (er + �12(Y ))v(Y ) + Y n−1�12(Y ) + Y n−2�11(Y );21(Y ) = �22(Y )− �21(Y ):�ÁË ËÁË 12(0) = (er + �12(0))v(0) = (k + 1)er;21(0) = �22(0)− �21(0) = (k + 1)er;ÔÏ 12(Y ) = (k + 1)er + Y Æ12(Y ); 21(Y ) = (k + 1)er + Y Æ21(Y )�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Æ12(Y ); Æ21(Y ) ∈ Mr(Z[Y ℄): ðÏÌÏÖÉÍÆ11(Y ) = �11(Y ) + er + Y �12(Y );Æ22(Y ) = v(Y ) + (Y n−1 + v(Y ))�22(Y )− Y n−1�21(Y ):�ÏÇÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ba∗ = ab, a = a∗; �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ�(X)2(k+1)= ( a2k+2(er − Y n−1Æ11(Y )) a2k+2bX((k + 1)er + Y Æ12(Y ))∗
−(a∗)2k+2Xn((k + 1)er + Y Æ12(Y )) (a∗)2k+2(er + Y Æ22(Y ))∗ );�ÒÉÞÅÍÆ11(0) = �11(0)+er = (k+1)er; Æ22(0) = v(0)+v(0)�22(0) = 2(k+1)er;É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÉ k+1 ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �(X)2(k+1) {ÄÏËÁÚÁÎÁ.



156 ÷. é. ëïðåêëïòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÞÅÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ �(X)2(k+1)+1 = �(X)2(k+1) · �(X):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �(X)2(k+1); �ÏÌÕÞÁÅÍ:�(X)2(k+1)+1 = ( a2k+3(er − Y n−1�11(Y )) − a2k+2b(er + Y �12(Y ))∗(a∗)2k+2Xn−1(er + Y �21(Y )) − (a∗)2k+2(er+ Y �22(Y ))∗);ÇÄÅ�11(Y ) = Æ11(Y )− (k + 1)Y − Y 2Æ12(Y );�12(Y ) = (k + 1)(v(Y ) + Y n−1) + Y (v(Y ) + Y n−1)Æ12(Y )− Y n−2Æ11(Y );�21(Y ) = Æ22(Y )− (k + 1)er − Y Æ21(Y );�22(Y ) = v(Y ) + (v(Y ) + Y n−1)Æ22(Y )− (k + 1)Y n−1 − Y nÆ21(Y );�ÒÉÞÅÍ�11(0) = Æ11(0) = (k + 1)er;�12(0) = (k + 1)v(0) = (k + 1)er;�21(0) = Æ22(0)− (k + 1)er = 2(k + 1)er − (k + 1)er = (k + 1)er;�22(0) = v(0) + v(0)Æ22(0) = er + 2(k + 1)er = (2k + 3)er:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÉ k+1 ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ �(X)2(k+1)+1 ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏËÁË �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8, ÔÁË É ÔÅÏÒÅÍÙ 2. �÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ××ÅÄÅÍ ÏÄÎÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁ ÇÒÕ��ÅNKU�1 (R;�); �ÒÉ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕ��Ù NKU�1 (R;�) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÓ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��ÙNKU�1 (R;�) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �[X ℄-ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ [a; b; ℄n; ÇÄÅÍÁÔÒÉ�Ù a; b;  ∈ Mr(R) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1)-3) ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÔÏËÌÁÓÓÕ ÍÁÔÒÉ�Ù [a; b; ℄n ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÍÁÔÒÉ�Ù [ak+1; ab; ℄1;ÅÓÌÉ n = 2k É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÍÁÔÒÉ�Ù [ak+1; b; ℄1; ÅÓÌÉ n =2k + 1: ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù [a; b; ℄1 �ÏÄ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ, Á ËÌÁÓÓ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù[a; 0; 0℄n; ÇÄÅ n ÒÁ×ÎÏ 2k ÉÌÉ 2k+1; �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÌÁÓÓ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊÍÁÔÒÉ�Ù [ak+1; 0; 0℄1: ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. è. âÁÓÓ, áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ K-ÔÅÏÒÉÑ. íÉÒ, í., 1973.2. G. Cortinas, C. Haesemeyer, M. E. Walker, C. Weibel, Bass' NK groups and dh-�brant Hohshild homology. | Invent. Math. 89 (2010), 421{448.3. J. F. Davis, Some remarks on Nil groups in algebrai K-theory. | Preprint, avail-able at http://arXiv org/math.KT/0803.1641v2.
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