
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 460, 2017 Ç.ä. ä. ëÉÓÅÌÅ×íå�áãéëìéþåóëéå 2-òáóûéòåîéñ óãéëìéþåóëéí ñäòïí é ÷ïðòïóùõìø�òáòáúòåûéíïó�é
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ1.1. úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��,1 −−−−→ A −−−−→ G '−−−−→ F = Gal(K=k) −−−−→ 1;ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ k-ÁÌÇÅÂÒÕ çÁÌÕÁ L Ó ÇÒÕ��ÏÊ G, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÕÀ �ÏÌÅ K, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× L ÎÁ K ÓÏ×�ÁÄÁÌ ÂÙ Ó '. ðÏÉÓË ÒÅÛÅÎÉÊ × ËÌÁÓÓÅ ÁÌ-ÇÅÂÒ çÁÌÕÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÅÊ) �ÒÉÎ�É�ÉÁÌÅÎ �Ï ÎÅÓËÏÌØËÉÍ �ÒÉ-ÞÉÎÁÍ: × ÓÌÕÞÁÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÑÄÒÁ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÉÓËÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÁÌÇÅÂÒ çÁÌÕÁÉ × ÓÍÙÓÌÅ �ÏÌÅÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÓÍ. [1℄), × ÓÌÕÞÁÅ ÁÂÅÌÅ×Á ÑÄÒÁ ÍÏÖÎÏ�ÒÉÍÅÎÉÔØ Á��ÁÒÁÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË á. ÷. ñËÏ-×ÌÅ×ÙÍ × [2℄ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑÄÌÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÑÄÒÁ).÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Á�ÒÉÏÒÉ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÏËÁÖÕÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ (ÔÁËÉÅÚÁÄÁÞÉ ÍÙ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÓÌÅÄÕÑ [3℄, ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ).ðÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÁËÏ×Ï: ÑÄÒÏ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÌÅÖÉÔ × ÇÒÕ��ÅæÒÁÔÔÉÎÉ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÒÕ��Ù (ÓÍ. [4, çÌ. 1, §6, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5℄). ðÅÒ×ÙÅÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ (ËÏÇÄÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÇÒÕ��Õ æÒÁÔÔÉ-ÎÉ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ) ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ × [3, 5℄. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÂÏÔÁÍÉ [3, 5℄á.÷. ñËÏ×ÌÅ× �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÒÏÂÌÅÍÕ.ðÒÏÂÌÅÍÁ 1 (á.÷. ñËÏ×ÌÅ×). ðÕÓÔØ1 −−−−→ A −−−−→ G '−−−−→ F −−−−→ 1 (1)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ, ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ, ÍÅÔÁ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÅÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. 114



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 115{ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ A. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×É-ÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÌÅÊ K=k Ó ÇÒÕ��ÏÊ F ,ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ?ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ 1 ÂÙÌÏ ÎÁÞÁÔÏ ×ÒÁÂÏÔÁÈ [6{8℄, ÇÄÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ 1 × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ p-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó �ÉËÌÉ-ÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ A É ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��ÏÊ F ; ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ1 p-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÑÄÒÏÍ A É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��ÏÊ F .÷ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (1) ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ, Á �ÏÔÏÍ �ÒÉÍÅÎÑÌÓÑÒÅÚÕÌØÔÁÔ [9, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÍÅÔÁ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ(ÔÅÏÒÅÍÁ 1), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ2 ÒÅÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ: ÅÓÌÉ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÏ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. îÁËÏÎÅ�,ÏÂßÅÄÉÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, 2 É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [8, Theorem 3℄ ÍÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ.1.2. ðÏÄ p-ÌÏËÁÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ-ÎÉÅ �ÏÌÑ Qp. ðÏÄ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ �ÏÌÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ Q. äÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ k ÓÉÍ×ÏÌ �k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊÓÉÍ×ÏÌ áÒÔÉÎÁ. äÌÑ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ k É ÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÔÏÞËÉ
p ÓÉÍ×ÏÌÏÍ kp ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ �ÏÌÑ k. óÉÍ×ÏÌ
Ok ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ k,Á Op { ËÏÌØ�Ï ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÑ kp. óÉÍ×ÏÌÏÍ k∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÕÌØ-ÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÌÑ k. äÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ K=k ÓÉÍ×ÏÌÏÍNK=k(K∗) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ k∗, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ××ÉÄÅ ÎÏÒÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K=k. óÉÍ×ÏÌÏÍ �p(m) ÍÙ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m. óÉÍ×ÏÌÏÍ"m ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅ�ÅÎÉ m ÉÚÅÄÉÎÉ�Ù. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ m1 | m2, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉ-ÎÉ�Ù ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ×ÙÂÉÒÁÔØÓÑ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ: "m1 = "m2=m1m2 .1�ÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÒÁÚßÑÓÎÑÅÔÓÑ × �. 1.2.2éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÄÁ×ÎÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ á.÷. ñËÏ×ÌÅ×Á (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1), ÏÂÏÂÝÁÀ-ÝÉÊ [9, ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄.



116 ä. ä. ëéóåìå÷äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ K=k ÓÉÍ×ÏÌÏÍ (K : k) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØK ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ k. äÌÑ �ÏÌÅÊ ÎÕÌÅ×ÏÊÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ k1; k2 ÓÉÍ×ÏÌ k1 · k2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉÔ.÷ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÄÁÌÅÅ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÅÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x; y ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ [x; y℄ = x−1y−1xy. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÏÂÌÅÍÁ 1 ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ 2-ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ,ÅÓÌÉ �ÒÏÂÌÅÍÁ 1 ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÄ2-ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ.2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ-�Á, ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á G ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍG = Q2n+1 = 〈a; b | a2n = 1; b2 = a2n−1 ; ab = a−1〉;ÇÄÅ a { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù A, Á '(b) { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÇÒÕ��Ù F ; ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÒÉ ÜÔÏÍ n > 2.îÁ�ÏÍÎÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ(K=k; G; ') { ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ A �ÏÒÑÄËÁ m,Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ k ÎÅ ÄÅÌÉÔ m. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ "m ∈ K. çÒÕ�-�Õ Hom(A; K∗) ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × Gal(K=k)-ÍÏÄÕÌØ:�f (a) = �(af−1)f ; ∀� ∈ Hom(A; K∗); f ∈ Gal(K=k); a ∈ A:úÁÄÁÞÁ (K=k; G; ') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ � ∈ Hom(A; K∗) É ÌÀÂÏÇÏ f ∈ Gal(K=k) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �f = �.äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (K=k; G; ') Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ A �Å-ÒÉÏÄÁ m, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÏÌÑ k, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ"m ∈ K, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ � ∈ Hom(A; K∗) ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÂÒÁÕ-ÜÒÏ×ÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ: (K=K�; G�=ker�; '�), ÇÄÅ G� { �ÏÌ-ÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ' �ÏÄÇÒÕ��Ù F� = Gal(K=K�) ÇÒÕ��ÙGal(K=k), ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ � ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ; �ÒÉ ÜÔÏÍ '� { ÉÎÄÕ�É-ÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ (K=k; G; ') Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ A�ÅÒÉÏÄÁ m, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÏÌÑ k, É ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ3 � ∈ Hom(A; K∗), ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Gal(K=k), ÍÏÖ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ(K=k; G=ker�; '�), ÇÄÅ '� { Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ '. åÓÌÉk { ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ äÅÍÕÛËÉÎÁ{ûÁÆÁÒÅ×ÉÞÁ3ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÖÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ "m ∈ K∗.



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 117(ÓÍ. [4, çÌ. 3, §14, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.14.1℄) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉÚÁÄÁÞÉ (K=k; G; ') Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ.ó ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (K=k; G; ') Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ker' 
 �(G)ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÉÍÅÎÎÏ, ×ÏÚØ-ÍÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ H ÇÒÕ��Ù G, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÕÀ ÑÄÒÁ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ (K=k; H; '). èÏ-ÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄), ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁ-ÄÁÞÉ (K=k; G; ') ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÅÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ, Á ÔÁËÖÅÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.ðÕÓÔØ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ (1) ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á F1 <F , Á G1 { ÅÅ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ × G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ '. òÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÅ F1 ÄÏ G1 Ó �ÏÍÏÝØÀ A = ker', �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ× ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ (1) ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á A1 ÑÄÒÁ A, ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÁÑ × G. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ' ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ'̂ : G=A1 → F Ó ÑÄÒÏÍ A=A1. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ-�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÄ ÓÏ�ÕÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÏ×, ÔÁË É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ: ÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ×ÔÏ-ÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, Á �ÏÔÏÍ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ë ÓÏ�ÕÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ.òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ (1) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ, Á ×ÓÅ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÅ.òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÅÔÁ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ × (1) A ÉF Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÇÒÕ��ÁÍ.äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (K=k; G; ') ÎÁÄ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ �ÏÌÅÍ k É �ÒÏ-ÓÔÏÊ ÔÏÞËÉ p �ÏÌÑ k ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ p-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÀ(K ⊗k kp=kp; G; '); �ÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ L { ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏÁÌÇÅÂÒÁ çÁÌÕÁ L⊗k kp ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅÍ p-ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.ðÕÓÔØ L0=k { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ �ÏÌÅÊ Ó ÇÒÕ��ÏÊ G0. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅÚÁÄÁÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ i : G0 → G. çÒÕ��Á G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �Ï G0: G = ⋃� � = ⋃� G0�, ÇÄÅ � {�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× � × G (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ �0 = 1ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ �0 = G0). áÌÇÅÂÒÁ çÁÌÕÁ L Ó ÇÒÕ��ÏÊ G É �ÏÌÅÍ-ÑÄÒÏÍ L0



118 ä. ä. ëéóåìå÷Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÏÌÅÊ⊕� L0E�, ÇÄÅ E� { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ-�ÏÔÅÎÔÙ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∑� E� = 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁg ∈ G ÎÁ L �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ
(
∑� X�E�)g =∑� X��g�g−1E�g ;Ô.Å. Eg� = E�g1 = E�g1 (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ � É �g ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ, Á �ÏÔÏÍÕ �g�g−1 ∈ G0). íÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÕ çÁ-ÌÕÁ L ÎÁÄ k Ó ÇÒÕ��ÏÊ G É �ÏÌÅÍ-ÑÄÒÏÍ L0. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ LÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ G-ÍÏÄÕÌÅÍ indGG0L0.

§2. ï ÍÅÔÁ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÈ2.1. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ i { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ k { �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏp > 2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ "pi ∈ k, ÎÏ "pi+1 =∈ k. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > i ÓÔÅ�ÅÎØÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ k("pn)=k ÒÁ×ÎÁ pn−i. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×É ÄÌÑ p = 2, ÅÓÌÉ i > 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q("pn)=Q("pi) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØpn−i. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ k ∩ Q("pn) = Q("pi). éÍÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁËGal(Q("pn)=Q("pi)) { �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ p-ÇÒÕ��Á, ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ k ∩ Q("pn) 6=
Q("pi) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Q("pi+1) ⊆ k, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ ÌÅÍÍÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÑ k É Q("pn) ÌÉÎÅÊÎÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ
Q("pi). ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ k⊗Q("pi ) Q("pn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅk("pn)=k ÉÍÅÅÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÕ ÖÅ ÇÒÕ��Õ çÁÌÕÁ, ÞÔÏÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q("pn)=Q("pi). �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ (1) { ÍÅÔÁ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. íÅÔÁ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅ�ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ ÉÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á (ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ�ÏÒÑÄÏË ÑÄÒÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (1) ÌÉÂÏ 4, ÌÉÂÏ 8).



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 119äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Ù F =
〈b0〉 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (1) ÎÁ ÑÄÒÅ A = 〈a〉 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×.÷ ÓÉÌÕ [4, çÌ. 1, §6, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5℄ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |A| = 2n ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n > 2.óÌÕÞÁÊ 1. ðÕÓÔØ ÌÉÂÏ ab0 = a, ÌÉÂÏ �ÒÉ n > 3 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ab0 =a1+22+j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j ∈ [0; n− 3℄ ∩ N. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ab0 = a1+22+j .÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÏÖÉÍ i = 2 + j, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÕ��Á G × (1) ÚÁÄÁÅÔÓÑËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍG = 〈a; b | a2n = 1; b2m = a2s ; ab = a1+2i〉: (2)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ m > n− i, Á s+ i > n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, n > s. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÔÁËÖÅ É m > s.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m 6 s É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ b̂ = ba−2s−m . íÙÉÍÅÅÍ b̂2m = a2s−2s−m(1+(1+2i)+:::+(1+2i)2m−1):ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �2(Cl2m2i(l−1)) = m+i(l−1)−�2(l) ÄÌÑ ×ÓÅÈ l ∈ [1; 2m℄∩N.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ l > 2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ i(l − 1) > �2(l) + i. ðÕÓÔØ l = w2r,ÇÄÅ (w; 2) = 1, ÔÏÇÄÁ �2(l) = r, Á i(l − 1) > i(2r − 1). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØr > 0, ÔÁË ËÁË �ÒÉ r = 0 �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ �ÒÉ r > 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï42(2r − 2) > r: (3)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ x 7→ 21+x−x−4. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ x > 1ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ �ÒÉ x > 2. îÏÔÏÇÄÁ �ÒÉ r > 1 �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ r = 1, Á l > 2. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i(l−1) > 2i, Á �2(l)+ i =i+ 1. ðÏÓËÏÌØËÕ 2i > i+ 1 ÄÌÑ i > 2, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ l > 2 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á i(l − 1) > �2(l) + i ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ × ÓÉÌÕs+ i > n b̂2m = a2s−2s−m(2m+2m−1(2m−1)2i) = a−2s+i−1(2m−1): (4)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ × (2) m 6 s, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) ÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑÌÉÛØ �ÒÉ s = n − i. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ-ÚÁ m > n − i É × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉm 6 s �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ É m = n− i. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ4�ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ i > 2 �ÒÉ r > 1 ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ i(l − 1) > �2(l) + i.



120 ä. ä. ëéóåìå÷b̃ = ba−1 É ×ÙÞÉÓÌÉÍ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ b̃2m . éÍÅÅÍ5b̃2m = b̃2n−i = a2n−i
−(2n−i+2n−i−1(2n−i

−1)2i) = a−2n−1(2n−i
−1):úÁÍÅÎÉÍ × (2) ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ a ÎÁ ã = a−(2n−i

−1), ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍG = 〈ã; b̃ | ã2n = 1; b̃2n−i = ã2n−1 ; ãb̃ = ã1+2i〉: (5)ðÏÓËÏÌØËÕ i > 2, ÔÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ × (5) ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ b̃ ÎÁ b̃a−2n−1−(n−i) =b̃a−2i−1 , �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (1) Ó ÕÞÅÔÏÍ �ÒÏ×ÅÄÅÎ-ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.éÔÁË, × (2) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ m > s. ðÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ (2) �Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ a2s+1 = 1. ðÏÌÕÞÉÍ ÇÒÕ��Õ G̃ Ó ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅÍ G̃ = 〈a; b | a2s+1 = 1; b2m = a2s ; ab = a1+2i〉: (6)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ '̃ : G̃ → F ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: '̃(a) = 1,'̃(b) = b0. ÷ (6) ÌÉÂÏ i = s+ 1 (Ô.Å. ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ), ÌÉÂÏ n > 3,Á i ∈ [2; s℄ ∩ N.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 2-ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊK ′=k′ Ó ÇÒÕ��ÏÊ F . éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ k′ { 2-ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ"2i ∈ k′, ÎÏ "2i+1 =∈ k′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ k′("2s)=k′ Ó�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2s−i × ÓÉÌÕ6 ÌÅÍÍÙ 1. úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕ-ÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ k′("2s)=k′ × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ22+1−i ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ: ÇÏÄÉÔÓÑ7, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅ k′("2s+1). óÏÇÌÁÓÎÏ [4,çÌ. 3, §1℄ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ k′(√"2sx), ÇÄÅ x �ÒÏÂÅ-ÇÁÅÔ ×ÓÀ ÇÒÕ��Õ k′∗. ðÕÓÔØ t { ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ m− (s+1− i)ÎÁ i. ïÔÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ, ÞÔÏ m− (s+ 1− i) > i. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, ÄÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ m > s + 1, ËÏÔÏÒÏÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ × ÓÉÌÕ m > s. ðÏÌÏÖÉÍ K ′1 = k′( 2t+1√"2sx). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÅ K ′1=k′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ�ÏÒÑÄËÁ 2s+1−i+t (ÔÁË ËÁË t < i, Á "2i ∈ k′; ÍÙ ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÍ ÌÅÍ-ÍÕ 1 É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï i > 2). îÁÛÁ �ÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ, Ä×ÉÇÁÑÓØÛÁÇÁÍÉ ÏÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′1=k′, ÄÏÊÔÉ ÄÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′=k′ Ó ÇÒÕ��ÏÊF . 5îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ l > 2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ i(l − 1) > �2(l) + i, Á �2(Cl2m2i(l−1)) =m+ i(l − 1)− �2(l) ÄÌÑ ×ÓÅÈ l ∈ [1; 2m℄ ∩ N.6÷ÅÄØ "4 ∈ k′.7ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1.



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 121òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ. îÁÊÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑK ′1=k′ × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2s+1+t. ñÄÒÏ ÔÁËÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ { �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 2i, �ÒÉÞÅÍ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ, ÉÂÏ "2i ∈ k′. õÓÌÏ×ÉÑ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÈÏÒÏÛÏÉÚ×ÅÓÔÎÙ É ÓÏÓÔÏÑÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ "2i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′1=k′. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ-×ÏÌÁ áÒÔÉÎÁ �k′ ("2i) ÄÏÌÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��ÙçÁÌÕÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′1=k′. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÁ-ËÏ×Ï �k′ ("2i)( 2t+1√"2sx) = 2t+1√"2sx: (7)ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ x = 1 ÕÓÌÏ×ÉÅ (7) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: �ÒÉÓÏÅÄÉÎÑÑ Ë K ′1 ÎÕÖ-ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (7) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ�k′ ("2i)( 2t+1√x) = 2t+1√x: (8)ðÏÓËÏÌØËÕ t+1 6 i, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (8) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÁçÉÌØÂÅÒÔÁ 2t+1-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ("2i ; x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ x ∈k′∗ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ "2s+1 =∈ K ′1, �ÒÉÞÅÍ ("2i ; x) = 1. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ×ÙÂÒÁÎ.÷ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′1=k′ Ó �ÏÌÅ Ó �É-ËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2s+1+t ÉÍÅÀÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ [4, çÌ. 3, §1℄ ×ÉÄK ′2 = K ′1( 2i√yx2), ÇÄÅ y { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï-ÌÑ K ′1, Á x2 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÇÒÕ��Õ k′∗. îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ�ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′2=k′ × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ É ÑÄÒÏÍ�ÏÒÑÄËÁ 2i. �ÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ, ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ-ÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÑÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ "2i �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÎÏÒÍÙÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′2=k′. �.Å. ÓÉÍ×ÏÌ áÒÔÉÎÁ �k′ ("2i) ÄÏÌÖÅÎÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ �ÏÌÅ K ′2. îÏ × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÌÑ K ′1 (ÁÔÏÞÎÅÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÁ x1 = x) ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ�k′ ("2i)( 2i√yx2) = 2i√yx2: (9)óÉÍ×ÏÌ �k′ ("2i) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ 2i√y ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�ÙÓÔÅ�ÅÎÉ 2i (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ): ×ÅÄØ ÓÉÍ×ÏÌ �k′ ("2i) ÎÅ-�ÏÄ×ÉÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÏÌÅ K ′1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ×ÙÂÏÒÏÍÜÌÅÍÅÎÔÁ x2 ∈ k′∗ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ8 ("2i ; x2) = "2i . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (9). ÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ8úÄÅÓØ ("2i ; x2) { ÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ 2i-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ.



122 ä. ä. ëéóåìå÷ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ("2i ; x2)2i−1 . éÍÅÅÍ (× ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ-ÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ)("2i ; x2)2i−1 = ("2i−12i ; x2) = (−1; x2): (10)åÓÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ ("2i ; x2) ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x2 ÎÅ ÒÁ×ÅÎ "2i , ÔÏ ÉÚ (10)�ÏÌÕÞÁÅÍ (−1; x2) ≡ 1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2i-Ê ÓÔÅ�Å-ÎØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÑ k′; �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ"2i+1 =∈ k′.éÔÁË, ÜÌÅÍÅÎÔ x2 ∈ k′∗, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (9), ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÏÌÅ K ′2. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�ÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÌÅ K ′3, ÒÅÛÁÀÝÅÅ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′2=k′× �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ É ÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 2i. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. îÁËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÉÄÁ (9), ËÏÔÏÒÙÍÌÅÇËÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔØ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ×ÙÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ xj . ëÁË ÕÖÅ ÏÔ-ÍÅÞÁÌÏÓØ, m− (s+1− i) > i, Á �ÏÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈÛÁÇÏ× ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ m− (s+1− i)− t ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ i, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ�ÏÌÅ K ′r ÄÁÅÔ ÎÁÄ k′ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕ��ÏÊ F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ K ′r =K ′r−1( 2i√yr−1xr), ÇÄÅ yr−1 { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ�ÏÌÑK ′r−1, Á xr �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÇÒÕ��Õ k′∗. ðÏÄÂÅÒÅÍ xr ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔ
−1 ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÓÑ × ×ÉÄÅ ÎÏÒÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′r=k′.óÉÍ×ÏÌ áÒÔÉÎÁ �k′ (−1) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ K ′r−1 �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ�ÏÌÑ K ′r−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÊ xr ∈ k′∗, ÞÔÏÂÙÂÙÌÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ�k′ (−1)( 2i√yr−1xr) 6= 2i√yr−1xr: (11)ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ �k′ (−1) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ 2i√yr−1 ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏ-ÒÅÎØ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ): ×ÅÄØ ÓÉÍ-×ÏÌ �k′(−1) ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÏÌÅ K ′r−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ï-�ÒÏÓ ÏÂ ÕÓÌÏ×ÉÉ (11) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ 2i-Ê ÓÔÅ-�ÅÎÉ (−1; xr) ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ xr. îÏ ÅÓÌÉ (−1; xr) ≡ 1,ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ "2i+1 =∈ k′. éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÜÌÅÍÅÎÔ xr ∈ k′∗, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (11). ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×ÅK ′ �ÏÌÅ K ′r ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ xr. ðÒÉ ÜÔÏÍ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ "2s+1 =∈ K ′.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ i = s + 1 (Ô.Å. b ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ a × (6) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ),�ÒÉÞÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ s > 2. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å k′ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅÓ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ "2s ∈ k′, ÎÏ "2s+1 =∈ k′. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑK ′=k′ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ i < s+1, ÔÏÌØËÏ ÛÁÇÉ ÄÅÌÁÅÍ ËÁË�ÒÉ i = s (Ô.Å. ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÒÅÛÁÅÍ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 123ÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 2s);K ′1 = k′( 2t+1√"2sx), ÇÄÅ t { ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁm − 1 ÎÁ s. ðÏÌÕÞÁÅÍ × ËÏÎ�Å �ÏÌÅ K ′r = K ′r−1( 2s√yr−1xr), ÇÄÅ yr−1 {ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ K ′r−1, Á xr �ÒÏÂÅÇÁÅÔÇÒÕ��Õ k′∗. ÷ÙÂÅÒÅÍ xr ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ i = s ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (11).÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×ÅK ′ �ÏÌÅK ′r ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ xr. ðÒÉ ÜÔÏÍ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ"2s+1 =∈ K ′.ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅ�, i = s + 1, Á s = 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å k×ÏÚØÍÅÍ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ "4 =∈ k, Á ÔÁËÖÅ √2 =∈ k, �ÒÉ-ÞÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ "4 =∈ k(√2). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2; −1) = 1, ÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÅ k(√2)=k �ÏÇÒÕÖÁÅÔÓÑ × �ÏÌÅ Ó ÇÒÕ��ÏÊ F : ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ(ÓÍ. [4, çÌ. 4, §1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ℄), Á �ÏÓËÏÌØËÕ "4 =∈ k(√2), ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ�ÏÒÑÄËÁ 4, ÞÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (2; −1) = 1. ðÏÇÒÕÚÉÍ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÅ k(√2)=k × �ÏÌÅ K1, ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÁÄ k �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ çÁ-ÌÕÁ �ÏÒÑÄËÁ 2m−1 (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÏÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ m > 1). ðÏÌÅ K1 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÅ K1=k �ÏÇÒÕÖÁÌÏÓØ × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2mÎÁÄ k. ÷ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÀÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ [4,çÌ. 3, §1℄, ×ÉÄ Kx = K1(√yx), ÇÄÅ y { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù K∗1 , Á x �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÇÒÕ��Õ k∗. ÷ÙÂÅÒÅÍ x ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
−1 =∈ NKx=k(K∗x) { ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÂÏ ÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ(x; −1) ÎÁÄ k ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ (K ′=k′; G; ') ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-ÌÅ, ÔÁË ËÁË k′ { ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ �Ï ÑÄÒÁÍ F -Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× (ÓÍ. [4,çÌ. 3, §14, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.14.1℄). îÏ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ "2s+1 =∈ K ′, �ÏÜÔÏÍÕ ÚÁ×Å-ÄÏÍÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÔØ ÎÕÖÎÏ �Ï ÑÄÒÁÍ ÔÁËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×� ∈ Hom(A; K ′∗), ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÇÒÕ��Å 〈"2s〉. ñÄÒÁÔÁËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ 〈a2s〉. îÏ ÔÏÇÄÁ ÄÏÂÁ-×ÌÅÎÉÅ Ë ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ (6) (×ÅÄØ × (6) s < m) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ a2s = 1ÄÅÌÁÅÔ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ë(K ′=k′; G; ') �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÚÁÄÁÞÁ (K ′=k′; G̃; '̃), ÇÄÅ G̃ { ÇÒÕ��Á ÉÚ ËÏ�ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (6), ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ



124 ä. ä. ëéóåìå÷(K ′=k′; G; ') ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å 〈a2s+1〉, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÁ. ÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÏ×Ï ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� ÇÒÕ��Ù G̃, ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ker '̃. ìÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁHj �ÏÒÏÖÄÁ-ÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a2 É baj , ÇÄÅ j { �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞÅÍ�ÒÉ j > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (j; 2) = 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ9 ÜÌÅÍÅÎÔ (baj)2m .éÍÅÅÍ(baj)2m = b2aj(1+(1+2i))(baj)2m−2 = : : := b2maj(1+(1+2i)+:::+(1+2i)2m−1) = a2s+j(1+(1+2i)+:::+(1+2i)2m−1):÷ÎÏ×Ø ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �2(Cl2m2i(l−1)) = m + i(l − 1) − �2(l) ÄÌÑ ×ÓÅÈ l ∈[1; 2m℄∩N. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ l > 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï i(l−1) > �2(l).ðÕÓÔØ l = w2r, ÇÄÅ (w; 2) = 1, ÔÏÇÄÁ �2(l) = r, Á i(l − 1) > i(2r − 1).íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ r > 0, ÔÁË ËÁË �ÒÉ r = 0 �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÏÞÅ×ÉÄÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï102(2r − 1) > r: (12)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ x 7→ 21+x−x−2. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ x > 1ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. îÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÉr > 1 �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (12) ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍHj = 〈d; κ | d2s = 1; κ2m = d2s−1 ; dκ = d1+2i〉; (13)ÇÄÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, κ = baj , Á d = a2.ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ′=k′ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ −1 =∈ NK′=k′(K ′∗), ÞÔÏ ×ÌÅÞÅÔ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ(K ′=k′; Hj ; '̃): ×ÅÄØ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ, Á �ÏÔÏÍÕ dÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó "2s . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ (K ′=k′; G̃; '̃) ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÁ, Á ×ÓÅ ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙ.îÏ ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄ ÚÁÄÁÞÁ (K ′=k′; G̃; '̃) ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÛÅÎÉÑ L′ ÚÁÄÁÞÉ (K ′=k′; G; ') �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊÚÁÄÁÞÉ (L̃=k′; G; '0), ÇÄÅ '0 : G → G̃ { ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ, �ÒÉ-ÞÅÍ ' = '̃'0, Á L̃ { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (K ′=k′; G̃; '̃), ÔÏ ÉÚ-ÚÁÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ (K ′=k′; G̃; '̃) É ÉÚ-ÚÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ker'0 6 �(G)�ÏÌÕÞÁÅÍ: L′ { �ÏÌÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÞÁ (K ′=k′; G; ') ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÁ.9ðÒÉ i < s+ 1.10óÎÏ×Á ×Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ i > 2 �ÒÉ i < s+ 1.



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 125óÌÕÞÁÊ 2. ðÕÓÔØ �ÒÉ n > 3 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ab0 = a−(1+22+j) ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ j ∈ [0; n − 3℄ ∩ N. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Á G ÉÚ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (1)ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍG = 〈a; b | a2n = 1; b2m = a2s ; ab = a−(1+22+j)〉; (14)× ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (14) s = n − 1, ÉÂÏ a2s = a−2s(1+22+j), Á ÔÏÇÄÁs+1 > n. �ÁËÖÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m > n− j−2. ðÏ-ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × (14) m > n−j−1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÎÏ×Ø ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0 ÜÌÅÍÅÎÔ b̂ = ba2r . éÍÅÅÍ (ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ �ÏÌÏÖÉÍi = 2 + j)(ba2r)2m = b2a2r(1−(1+2i))(ba2r )2m−2 = : : := a2n−1+2r(1−(1+2i)+(1+2i)2−(1+2i)3+:::−(1+2i)2m−3+(1+2i)2m−2
−(1+2i)2m−1)= a2n−1

−2r−1((1+2i)2m−1)(1+2i−1)−1 :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ r > 0 ÜÌÅÍÅÎÔ (ba2r)2m ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏm > n− j− 2, ÉÂÏ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm+2+ j− 1+ r = n− 1, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ m > n− j− 2.÷ ÓÌÕÞÁÅ r = 0 É m = n− j − 2 ÉÍÅÅÍ2n−1 − 2−1((1 + 22+j)2m − 1)(1 + 21+j)−1 ≡ 0(mod2n);ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ × (14) s = n − 1, Á m > n −j− 1. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÔÁËÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1)ÎÅ�ÏÌÕ�ÒÑÍÏÅ.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ n > 3 + j. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k 2-ÌÏ-ËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ"4 =∈ k; ("23+j + "−123+j )"4 ∈ k; ("23+j − "−123+j ) ∈ k; "24+j =∈ k("4): (15)îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (15) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Q2("2n−1)=Q2 É×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ"2n−1 7→ "−(1+22+j)2n−1 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q2("2n−1)=Q2.÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÅ k1 = k("4) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ "23+j , ÎÏ ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ "24+j . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, "2n =∈ k1. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (15) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ"8 + "−18 = √2 ∈ k. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (k : Q2) ÞÅÔÎÁ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÏÌÅ K0 = k("2n−1); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ K0=k { �ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ



126 ä. ä. ëéóåìå÷çÁÌÕÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2n−3−j ; ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë �ÏÌÀk("4).âÕÄÅÍ �ÏÇÒÕÖÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K0=k × �ÏÌÅ K Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ�-�ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2m ÎÁÄ k, �ÒÉÞÅÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ "2n =∈ K. óÎÁÞÁÌÁ�ÏÇÒÕÚÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K0=k × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ2n−j−2 ÎÁÄ k. �ÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÇÏÄÉÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅK0("2n)). ÷ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÀÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ [4, çÌ. 3, §1℄, ×ÉÄK1 = K0(√"2n−1x1) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x1 ∈ k∗. íÙ ÂÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÛÁ-ÇÁÍÉ (ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÒÅÛÁÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó ÑÄÒÏÍ�ÏÒÑÄËÁ 2) ÏÔ �ÏÌÑ K1 Ë �ÏÌÀ Kt, �ÒÉÞÅÍ Kt=k { �ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ �ÏÒÑÄËÁ 2m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏÌÑ K2.úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K1=k × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊÉ ÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ. ÷ÙÂÅÒÅÍ x1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. õÓÌÏ×ÉÅÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁ-ÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ −1 × ×ÉÄÅ ÎÏÒÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÑ K1=k, Ô.Å. ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ áÒÔÉÎÁ �k(−1) ÎÁ�ÏÌÅ K1. îÏ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ "2n ÓÉÍ×ÏÌ �k(−1) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÉÂÏ�ÒÉ x1 = 1 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ K0("2n+1) × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉÂÕÄÅÔ �k(−1)(√x1) = √x1;ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ(−1; x1) ÎÁÄ k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ x1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù-ÂÒÁÎ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á k∗ \ k∗2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ "2n =∈ K1, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y1 ∈ K∗1 , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ K2 = K1(√y1x2)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x2 ∈ k∗. óÏÇÌÁÓÎÏ [4, çÌ. 3, §1℄ ÔÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ×ÓÅ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ x2 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑK3=k × �ÏÌÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ É ÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �k(−1) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ K1, ÔÏÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÕÄÅÔ�k(−1)(√y1x2) = √y1x2: (16)åÓÌÉ �k(√y1) = √y1, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ x2 = 1. åÓÌÉ ÖÅ �k(√y1) 6=√y1, ÔÏ ÉÚ-ÚÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ (�Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ) ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �k(−1) ÎÁ K1ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÕÄÅÔ �k(−1)(√y1) = −√y1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (16) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-ÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ x2 ∈ k∗, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÎÁÄ k) 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (−1; x2) = −1. �ÁËÏÊ x2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÉÂÏ "4 =∈ k ×



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 127ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (15). ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ y2 ∈ K∗2 , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ K3 = K2(√y2x3) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x3 ∈ k∗.äÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÌÅ Kt = Kt−1(√yt−1xt),ÇÄÅ yt−1 ∈ K∗t−1 { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á xt ∈ k∗ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ xt ÔÁË, ÞÔÏÂÙÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Kt=k ÎÅ �ÏÇÒÕÖÁÌÏÓØ ÎÉ × ËÁËÏÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ 2-ÒÁÓÛÉÒÅ-ÎÉÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. õËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (× ÓÉÌÕ ÔÒÉ×É-ÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �k(−1) ÎÁ Kt−1 �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ) ÕÓÌÏ×ÉÀ�k(−1)(√yt−1xt) 6= √yt−1xt: (17)îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (17) ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ "4 =∈ k:× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ �k(−1)(√yt−1) 6= √yt−1, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ xt = 1; ÅÓÌÉÖÅ �k(−1) (√yt−1) = √yt−1, ÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ xt Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ �k(−1)(√xt) =
−√xt.éÔÁË, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Kt=k Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �Ï-ÒÑÄËÁ 2m. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b0 ÇÒÕ��ÙGal(Kt=k) ÎÁ "2n−1 ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ab = a−(1+22+j) × ËÏ�ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (14). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (Kt=k; G; '), ÇÄÅ GÚÁÄÁÎÁ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ (14) Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ s = n− 1, m > n− j − 1,n > 3+ j, Á '(a) = 1, '(b) = b0. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÁ (Kt=k; G; ') ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ, ÉÂÏ "2n =∈ Kt. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÁ: ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀ-ÝÉÅ 〈b0〉-Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ÑÄÒÁ, �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÅ, Á �ÏÔÏÍÕ ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ [4, çÌ. 4, §1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ℄.ðÏËÁÖÅÍ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (Kt=k; G; '). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ Hl = 〈a2; bal〉 ÇÒÕ��ÙG, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ a. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÂÏ l = 0, ÌÉÂÏ (2; l) = 1 �ÒÉl > 0. óÏÇÌÁÓÎÏ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞ (Kt=k; Hl; '). ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Kt=k ×ÓÅ ÔÁËÉÅÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÉÍÉ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ (bal)2m . éÍÅÅÍ(ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÕÖÅ �ÒÏ×ÏÄÉÌÏÓØ) (bal)2m = a2n−1 ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ l. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Hl ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍHl = 〈d; κ | d2n−1 ; κ2m = d2n−2 ; dκ = d−(1+22+j)〉; (18)ÇÄÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, d = a2, Á κ = bal.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ (Kt=k; Hl; ') ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁ-ÌÏÓØ, ÜÔÏ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Á �ÏÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÅÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ



128 ä. ä. ëéóåìå÷Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ −1 × ×ÉÄÅ ÎÏÒÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑKt=k, ÞÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (18). ïÄÎÁËÏ, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Kt=k×Ù�ÏÌÎÅÎÏ −1 =∈ NKt=k(K∗t ).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ n = 3 + j. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ×ÏÚØÍÅÍ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ"4 =∈ k; ("22+j + "−122+j ) ∈ k; ("22+j − "−122+j )"4 ∈ k;"23+j =∈ k("4); (k : Q2) ≡ 0(mod2): (19)îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (19) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Q2("2n−1)=Q2 É×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ"2n−1 7→ "−12n−1 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q2("2n−1)=Q2. åÓÌÉ j > 0, ÔÏ √2 ∈ k, Ô.Å.(k : Q2) ≡ 0(mod2). åÓÌÉ ÖÅ j = 0, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ k("5).äÁÌØÎÅÊÛÅÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Kt=k Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ�ÏÒÑÄËÁ 2m É �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b0 �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁËÉ × ÓÌÕÞÁÅ n > 3 + j. íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÞÅÔÎÏÓÔØ (k : Q2), ÞÔÏÂÙ ÇÁ-ÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ (−1; −1)ÎÁÄ k { ÜÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÌÅ K1 É ×ÓÅ �Ï-ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ b0 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ "2n−1 ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ Ó ÄÅÊÓÔ×É-ÅÍ ab = a−(1+22+j) × ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (14), ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, "2n =∈ Kt,ÞÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (19). ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ(Kt=k; G; ') ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (�Ï ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍ, ÞÔÏ É �ÒÉ n > 3 + j;ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, '(a) = 1, Á '(b) = b0). ðÕÓÔØ Hl = 〈a2; bal〉 { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ a. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅÌÉÂÏ l = 0, ÌÉÂÏ �ÒÉ l > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (2; l) = 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Hl ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ11Hl = 〈d; κ | d2n−1 = 1; κ2m = d2n−2 ; dκ = d−1〉; (20)ÇÄÅ d = a2, κ = bal. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ m > n− j − 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏm > 2. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Kt=k ÂÙÌÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ −1 =∈ NKt=k(K∗t ),Á �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ l ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (Kt=k; Hl; ') ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ (Kt=k; G; ') ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.óÌÕÞÁÊ 3. ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á G ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (1) �ÒÉ n > 2 ÚÁÄÁÅÔÓÑËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍG = 〈a; b | a2n = 1; b2m = a2n−1 ; ab = a−1〉: (21)11÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ n = 3 + j.



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 129òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉ n > 3 É m > 2 × ËÁÞÅÓÔ×Å k 2-ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ"4 =∈ k; ("2n−1 + "−12n−1) ∈ k; ("2n−1 − "−12n−1)"4 ∈ k;"2n =∈ k("4); (k : Q2) ≡ 0(mod2): (22)îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (22) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Q2("2n−1)=Q2 É×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ"2n−1 7→ "−12n−1 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q2("2n−1)=Q2. ðÒÉ n > 3 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ√2 ∈ k, Ô.Å. (k : Q2) ≡ 0(mod 2). ðÒÉ n = 3 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÍÅÓÔÏ k �ÏÌÅk("5).åÓÌÉ ÖÅ n = 2, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ×ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÅ�ÏÌÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ "4. îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ n = 3 É m = 1 × ËÁÞÅÓÔ×Å k×ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ 2-ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (k : Q2) 6≡ 0(mod 2).÷ÎÏ×Ø �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Kt=k Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ�-�ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ 2m ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ 2. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ�ÒÉ n > 3 É m > 2 ÓÔÅ�ÅÎØ (k : Q2) ÞÅÔÎÁ, ÞÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍÉ (22); �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ (−1; −1) ÎÁÄ kÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ; ÜÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÌÅ K1 É ×ÓÅ �Ï-ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ, ÎÁËÏÎÅ�, ÕÓÌÏ×ÉÅ m > 2 ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÂÒÁÔØ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ xt ∈ k∗ (ËÏÔÏÒÙÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ yt−1 ∈ K∗t−1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ�ÏÌÅ Kt = Kt−1(√yt−1xt)) Ó ÎÕÖÎÙÍ ÎÁÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ −1 =∈ NKt=k(K∗t );{ �ÒÉ m = 1 ÉÍÅÅÍ Kt = k("4), ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ n > 3 ÄÅÌÁÌÏ ÂÙ ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ xt �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØÕÓÌÏ×ÉÑ (22); × ÓÌÕÞÁÅ m = 1 É n = 3 �ÏÌÅ k("4) ÇÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÎÁÄ k) 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÍÅÅÍ (−1; −1) = −1, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ (k : Q2) 6≡ 0(mod 2) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÒÉ n = 2 �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÏ×Ï-ÄÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ 2 { ÕÓÌÏ×ÉÅ m > 2 × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÁÖÎ�Ï: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ "4 =∈ K1, Á ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ"4 × k ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ k \ {−1}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏÓÉÍ×ÏÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÎÁÄ k) 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ (x; −1) ËÁË ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, ÔÁË ÉÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ m > 2 É k = Q2 ÇÏÄÉÔÓÑ K1 = k(√2), ÉÂÏÄÌÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ (ÎÁÄ k) ÉÍÅÅÍ (2; −1) = 1, Á �Ï-ÔÏÍÕ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ; �ÒÉ m = 1 É k = Q2 ÇÏÄÉÔÓÑK1 = k(√3), ÉÂÏ ÄÌÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ (ÎÁÄ k) ÉÍÅÅÍ(3; −1) = −1, Á �ÏÔÏÍÕ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.ðÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b0 ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Kt=k ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÁ "2n−1 ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ab = a−1 × ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (21).



130 ä. ä. ëéóåìå÷ðÒÉ ÜÔÏÍ "2n =∈ Kt, ÞÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (22) É Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏ-ÒÁ �ÏÌÑ k × ÓÌÕÞÁÅ n = 2 É n = 3; m = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ (ÇÄÅ '(a) = 1,Á '(b) = b0) (Kt=k; G; ') ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÏÊ, Á �ÏÔÏÍÕ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÁ: ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀ-ÝÉÅ 〈b0〉-Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ÑÄÒÁ, �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÅ, Á ÔÏÇÄÁ ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ [4, çÌ. 4, §1, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ℄.÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ Hr = 〈a2; bar〉 ÇÒÕ�-�ÙG, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ a; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ �ÒÉ r > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ(2; r) = 1. çÒÕ��Á Hr ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍHr = 〈d; κ | d2n−1 = 1; κ2m = d2n−2 ; dκ = d−1〉; (23)ÇÄÅ d = a2, κ = bar, ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÂÒÁÕÜÒÏ×ÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (Kt=k; G; '). åÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÔ(ËÁË ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (23)) × �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ −1 × ×ÉÄÅ ÎÏÒÍÙ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Kt=k. ïÄÎÁËÏ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Kt=k ÂÙÌÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÏÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ −1 =∈ NKt=k(K∗t ). éÔÁË, ÚÁÄÁÞÁ (Kt=k; G; ') ÕÌØÔÒ-ÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (21)m=2 Én>3, ÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (K=k;G; ')ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ K=k 2-ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊ (ÓÍ. [10, ÔÅ-ÏÒÅÍÁ 1, ÌÅÍÍÁ 1℄ É [10, ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 3℄). �

§3. ï ÒÅÄÕË�ÉÉ Ë ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ3.1. óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ á.÷. ñËÏ×ÌÅ×ÙÍ, ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [9, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 (á.÷. ñËÏ×ÌÅ×). ðÕÓÔØ k̃ { ÞÉÓÌÏ×ÏÅ �ÏÌÅ, q1; : : : ; qm{ ÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈[1; m℄∩N ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á G ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ k̃qi-ÁÌÇÅÂÒçÁÌÕÁ Ai. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ �ÏÌÅ k, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k̃, �ÒÏ-ÓÔÙÅ ÔÏÞËÉ p1; : : : ; pm �ÏÌÑ k É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ K=k Ó ÇÒÕ��ÏÊ GÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ [1; m℄∩N ÔÏÞËÁ pi ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ qi, k̃qi = kpiÁ ÔÁËÖÅ Ai ∼= K ⊗k kpi .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎÏ Ë ÒÅÄÕË�ÉÉ ×Ï�ÒÏÓÁ ÏÂÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (1) Ë ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏ-ÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.



÷ïðòïóù õìø�òáòáúòåûéíïó�é 131�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏÒÏÄÁ Ë ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ. �ÏÇÄÁÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (1) ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÔÁË, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á F1ÇÒÕ��Ù F , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Ë ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÉÀ (1)1 −−−−→ A −−−−→ G1 '−−−−→ F1 −−−−→ 1; (24)ÇÄÅ G1 = '−1(F1), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ. ÷ ÔÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊ K1=k1 Ó ÇÒÕ�-�ÏÊ F1, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ (K1=k1; G1; ') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.ðÕÓÔØ L1 { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 Ó m = 1,ÞÉÓÌÏ×ÙÍ �ÏÌÅÍ k̃, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ k̃q1 = k1, (ÚÄÅÓØ q1 { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÓÔÁÑÔÏÞËÁ �ÏÌÑ k̃) É k1-ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÁÌÕÁ A1 = indGG1L1 Ó ÇÒÕ��ÏÊ G. îÁÊÄÅÔ-ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ �ÏÌÅ k, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k̃, É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ L=k Ó ÇÒÕ��ÏÊG, �ÒÉÞÅÍ A1 ∼= L ⊗k k1. ðÏÌÏÖÉ× K = LG, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (K=k; G; '): ÏÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, Á ÕÌØÔÒÁÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ q1-ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÚÁÄÁÞÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ (K=KF1 ; G1; ') ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÌØÔÒÁ-ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ (K1=k1; G1; '1). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÑÄÒÏ A ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (1) ÓÏ-×ÅÒÛÅÎÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. òÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× â. â. ìÕÒØÅ (ÓÍ. [4, çÌ. 4, §2℄)Á ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÁ ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×Á É â. â. ìÕÒØÅ [11℄ Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ-ÓÔÉ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÄÌÑ p-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÎÁÄ p-ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉÉ ÉÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, �Ï-ÌÕÞÅÎÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ �Ï ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ ÑÄÒÁ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÌÕÂÏËÉÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.
§4. õÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÑÄÒÏÍ4.1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ×ÁÖÎÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏõÓÌÏ×ÉÑ 1. ðÕÓÔØ (1) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÑÄÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ 2n ÄÌÑ n > 3 Ó �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a. çÒÕ��Á Á×-ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× AutA × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �; � , �ÒÉ-ÞÅÍ a� = a5; a� = a−1:



132 ä. ä. ëéóåìå÷ðÕÓÔØ ÌÉÂÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ F -ÍÏÄÕÌÅÍ, ÌÉÂÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ F ÎÁ AÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ  : F → AutA, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × ÇÒÕ��Å 〈�〉.òÅÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÔÅÏÒÅÍÁ 1 Á ÔÁËÖÅ [8, Theo-rem 3℄ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ (1) { 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÑÄÒÏÍ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÏÅ ËÌÁÓÓÏÍ h ∈ H2(F; A). ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��Á F1 ÇÒÕ�-�Ù F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:(1) ÌÉÂÏ F1 �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ h1 ∈ H2(F1; A) ËÌÁÓÓÁ hÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÅ× |A| ∈ {4; 8})ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ;(2) ÌÉÂÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ h1 ∈ H2(F1; A) ËÌÁÓÓÁ h Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, �ÒÉÞÅÍ F1-ÍÏÄÕÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ AÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 1.�ÏÇÄÁ ÒÁÓÛÉÅÎÉÅ (1) ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Õ F1, ÔÏÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ-×ÁÀÝÅÊ 2-ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ó ËÌÁÓÓÏÍ h1,É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÒÅÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2) ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Õ F1. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ [8, Theorem 3℄ ×ÙÔÅËÁÅÔ �ÏÍÉÍÏ �ÒÏÞÅÇÏ2-ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ó ËÌÁÓÓÏÍ h1, Á �ÏÔÏÍÕ×ÎÏ×Ø ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÄÕË�ÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 2. �ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×, ï �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ ÑÄÒÏÍ.| éÚ×. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ., 40, No. 1 (1976), 3{25.2. á. ÷. ñËÏ×ÌÅ×, úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ. | éÚ×. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ., 28,No. 3 (1964), 645{660.3. ä. ä. ëÉÓÅÌÅ×, â. â. ìÕÒØÅ, õÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ É ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ × �ÒÏÂÌÅÍÅ�ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé, 414 (2013), 113{126.4. ÷. ÷. éÛÈÁÎÏ×, â. â. ìÕÒØÅ, ä. ë. æÁÄÄÅÅ×, úÁÄÁÞÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉçÁÌÕÁ, îÁÕËÁ, í., 1990.5. ä. ä. ëÉÓÅÌÅ×, ðÒÉÍÅÒÙ ÚÁÄÁÞ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÑ.| õíî, 68, No. 4 (2013), 181{182.6. ä. ä. ëÉÓÅÌÅ×, ïÂ ÕÌØÔÒÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ p-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊÇÒÕ��Ù Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÄÒÁ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé, 452(2016), 108{131.
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