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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅîÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÇÒÕ�� ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊèÏÈÛÉÌØÄÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÚ ÓÅÒÉÉ D(3R), É ÔÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ ÏÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÓÅÒÉÀ ÓÔÁÔÅÊ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ËÏÇÏ-ÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ ÁÌÇÅÂÒ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á; ÓÍ. [1℄{ [6℄. îÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á, Á ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ É Ë×ÁÔÅÒ-ÎÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Ï× ×ÏÚÎÉËÌÉ × ÒÁÂÏÔÅ ë.üÒÄÍÁÎÎ [7℄ �ÒÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÂÌÏËÏ× ÒÕÞÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ �ÏÄÈÏÄ ÒÁÂÏÔÙ [1℄, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÁ Ï�ÉÓÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ HH∗(R) ÄÌÑÁÌÇÅÂÒ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÚ ÓÅÒÉÉ D(3K) ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 (ÍÙ ×ÎÏ×Ø ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ[7℄). õËÁÚÁÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÁÑ ÂÉÍÏÄÕÌØÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊèÏÈÛÉÌØÄÁ, Á ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. üÔÏÔ �ÏÄÈÏÄÂÙÌ �ÒÉÍÅÎÅÎ ÔÁËÖÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÅÒÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒ �ÏÌÕÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏÔÉ�Á [8{15℄, Á × [16{19℄ | ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÅÒÉÊ ÁÌÇÅÂÒ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏ-ÇÏ ÔÉ�Á.ëÒÁÔËÏ Ï�ÉÛÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÂÏÔÙ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ××ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ R, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁËÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ ÏÂ£ÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ � = Re = R ⊗F Rop. îÁ-ËÏÎÅ�, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ, × ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÇÒÕ��ÙHHn(R) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏÈÛÉÌØÄÁ, ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ-�Á, ÂÉÍÏÄÕÌØÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 17-01-00258. ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ Á×ÔÏÒÏ× ÂÌÁÇÏÄÁ-ÒÉÔ ÚÁ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ �ÏÄÄÅÒÖËÕ ÇÒÁÎÔ îû-9721.2016.1 ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ �Ï ÇÏÓÕÄÁÒ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ×ÅÄÕÝÉÈ ÛËÏÌ òæ. ÷ÔÏÒÏÊ ÉÚ Á×ÔÏÒÏ× ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ ÚÁ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÕÀ �ÏÄÄÅÒÖËÕ ÇÒÁÎÔ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ ÄÌÑ ÍÏÌÏÄÙÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× íë-1378.2017.1.53
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§2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑðÕÓÔØ F { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ. áÌÇÅÂÒÙ Rk;s;t;u, ÇÄÅk; s; t; u ∈ N, k > 1, s; t; u > 2, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÅÒÉÀ D(3R) ÉÚ ËÌÁÓÓÉ-ÆÉËÁ�ÉÉ ë. üÒÄÍÁÎÎ [7℄, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË F-ÁÌÇÅÂÒÙ �ÕÔÅÊ ËÏÌÞÁÎÁ
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2�2WW0000000000000�2EE�0�0 = �1�1 = �2�2 = 0;�1�0 = �2�1 = �0�2 = 0;�s0 = (�2�1�0)k; �t1 = (�0�2�1)k; �u2 = (�1�0�2)k:þÅÒÅÚ ei, i = 0; 1; 2, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ R = Rk;s;t;u,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ËÏÌÞÁÎÁ Q. �ÏÇÄÁPij = �(ei ⊗ ej); i; j ∈ {0; 1; 2};ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈÌÅ×ÙÈ �-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÇÄÅ � = Re.õÍÎÏÖÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ � ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ŵÌÅ×ÏÇÏ �-ÍÏÄÕÌÑ �, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ w ∈ (ei ⊗ ej)�(ek ⊗ el), ÔÏ ŵÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŵ : Pij → Pkl; × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÄÉ �ÒÏÓÔÏÔÙÍÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (Ó�ÒÁ×Á) ÎÁ w ∈ � ÔÁËÖÅÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ w.íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q0 ×ÅÒÛÉÎ ËÏÌÞÁÎÁ Q Ó ËÏÌØ-�ÏÍ ×ÙÞÅÔÏ× Z3 = {0; 1; 2} É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÏÎÑÔÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Q.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : Q0 → N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p(0) = s, p(1) = t,p(2) = u, Á ÚÁÔÅÍ ××ÅÄ£Í ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÁÔËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ R:



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 55bi = (�i+2�i+1�i)k−1; i = �i+1�ibi;gi = �p(i)−1i ; di = �i+2�i+1�i ÄÌÑ i ∈ Q0:
§3. òÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁðÕÓÔØ R = Rk;s;t;u, k > 1, s; t; u > 2 { F-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÅÒÉÉ D(3R), ××Å-Ä£ÎÎÁÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2. äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÉÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ R××ÅÄ£Í ÒÑÄ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ F-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏV := FQ0 ⊕ FQ1: ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ s : V → V ÔÁË, ÞÔÏ s(ei) =ei+1; s(�i) = �i+1; s(�i) = �i+1: ïÎ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑÄÏ F-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ s : V ⊗ V op ⊂ �→ V ⊗ V op ⊂ �; É ÚÁÔÅÍ××ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅS(x; y; z) := 


x y zs(z) s(x) s(y)s2(y) s2(z) s2(x) ; ÇÄÅ x; y; z ∈ �:îÁËÏÎÅ�, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �-ÍÏÄÕÌÉ: L0 = 2⊕i=0 Pii; L1 = 2⊕i=0 Pi+1;i; L2 = 2⊕i=0 Pi;i+1;L01 = L0 ⊕ L1; L12 = L1 ⊕ L2; L20 = L2 ⊕ L0:�Å�ÅÒØ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÌÅ×ÙÈ) �-ÍÏÄÕÌÅÊ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉËÏÍ-�ÌÅËÓ D•• , ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ × �ÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ:
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: : : : : : : : : : : :�2y �̃1y y�6L21 �1←−−−− L01 �̃6←−−−− L20 �5←−−−− · · ·�1y y�̃6 y�5L01 −�6←−−−− L20 −�̃5←−−−− L20 −�4←−−−− · · ·�6y y�̃5 y�4L20 �5←−−−− L20 �̃4←−−−− L22 �3←−−−− · · ·�5y y�̃4 y�3L20 −�4←−−−− L22 −�̃3←−−−− L12 −�2←−−−− · · ·�4y y�̃3 y�2L22 �3←−−−− L12 �̃2←−−−− L21 �1←−−−− · · ·�3y y�̃2 y�1L12 −�2←−−−− L21 −�̃1←−−−− L01 −�2

←−−−− · · ·�2y y�̃1 y�1L21 �1←−−−− L01 �̃2
←−−−− L0�1y y�̃1L01 −�2

←−−−− L0�1yL0 :

(3.1)



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 57úÄÅÓØ �1 = [�1′ | �1′′] ; �1′ = S (�0 ⊗ e0 − e0 ⊗ �0; 0; 0) ;�1′′ = S (�0 ⊗ e0; 0;−e0 ⊗ �2) ;�2 = [�2′�2′′] ;�2′ = 


s−1∑j=0�j0 ⊗ �s−1−j0 0 00 t−1∑j=0�j1 ⊗ �t−1−j1 00 0 u−1∑j=0 �j2 ⊗ au−1−j2



;
�2′′ = 



−

k−1∑m=0 dm0 �2�1 ⊗ dk−1−m0 −

k−1∑m=0 dm1 ⊗ �2�1dk−1−m1 −

k−1∑m=0 dm2 �1 ⊗ �2dk−1−m2
−

k−1∑m=0 dm0 �2 ⊗ �0dk−1−m0 −

k−1∑m=0 dm1 �0�2 ⊗ dk−1−m1 −

k−1∑m=0 dm2 ⊗ �0�2dk−1−m2
−

k−1∑m=0 dm0 ⊗ �1�0dk−1−m0 −

k−1∑m=0 dm1 �0 ⊗ �1dk−1−m1 −

k−1∑m=0 dm2 �1�0 ⊗ dk−1−m2 


;�̃1 = [�̃1′ | �̃1′′] ; �̃1′ = �1′; �̃1′′ = −�1′′;�̃2 = [ �̃2′�̃2′′] ; �̃2′ = �2′; �̃2′′ = −�2′′;�1 = [�001 �011�101 �111 ] ; �001 = S(0; 0; e0 ⊗ �2); �011 = S(�0 ⊗ e0; 0; 0);�101 = S(�1 ⊗ e0; 0; 0); �111 = S(e1 ⊗ �0; 0; 0);�2 = [�002 �012�102 �112 ] ; �002 = S(−e1 ⊗ �0; 0; 0); �012 = S(0; 0; �1 ⊗ e0);�102 = S(�1 ⊗ e0; 0; 0); �112 = S(0;−e1 ⊗ �2; 0);�3 = [�003 �013�103 �113 ] ; �003 = S(0; e1 ⊗ �2; 0); �013 = S(0; 0; �1 ⊗ e0);�103 = S(�0 ⊗ e1; 0; 0); �113 = S(e0 ⊗ �1; 0; 0);�4 = [�004 �014�104 �114 ] ; �004 = S(−e0 ⊗ �1; 0; 0); �014 = S(0; �0 ⊗ e1; 0);�104 = S(�0 ⊗ e1; 0; 0); �114 = S(−e0 ⊗ �0; 0; 0);



58 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷�5 = [�005 �015�105 �115 ] ; �005 = S(e0 ⊗ �0; 0; 0); �015 = S(0; �0 ⊗ e1; 0);�105 = S(�0 ⊗ e0; 0; 0); �115 = S(e0 ⊗ �0; 0; 0);�6 = [�006 �016�106 �116 ] ; �006 = S(−e0 ⊗ �0; 0; 0); �016 = S(�0 ⊗ e0; 0; 0);�106 = S(�0 ⊗ e0; 0; 0); �116 = S(0; 0;−e0 ⊗ �2);�̃1 = [�̃001 �̃011�̃101 �̃111 ] ; �̃001 = �001 ; �̃011 = �011 ; �̃101 = −�101 ; �̃111 = −�111 ;�̃2 = [�̃002 �̃012�̃102 �̃112 ] ; �̃002 = �002 ; �̃012 = −�012 ; �̃102 = �102 ; �̃112 = −�112 ;�̃3 = [�̃003 �̃013�̃103 �̃113 ] ; �̃003 = �003 ; �̃013 = �013 ; �̃103 = −�103 ; �̃113 = −�113 ;�̃4 = [�̃004 �̃014�̃104 �̃114 ] ; �̃004 = �004 ; �̃014 = −�014 ; �̃104 = �104 ; �̃114 = −�114 ;�̃5 = [�̃005 �̃015�̃105 �̃115 ] ; �̃005 = �005 ; �̃015 = �015 ; �̃105 = −�105 ; �̃115 = −�115 ;�̃6 = [�̃006 �̃016�̃106 �̃116 ] ; �̃006 = �006 ; �̃016 = −�016 ; �̃106 = �106 ; �̃116 = −�116 ;�1 = [�001 �011�101 �111 ] ; �001 = S(0;−e1 ⊗ 1; 0); �011 = S(g1 ⊗ e0; 0; 0);�101 = S(1 ⊗ e0; 0; 0); �111 = S(−e1 ⊗ g0; 0; 0);�2 = [�002 �012�102 �112 ] ; �002 = S(e1 ⊗ g0; 0; 0); �012 = S(g1 ⊗ e0; 0; 0);�102 = S(0;−0 ⊗ e1; 0); �112 = S(0; 0;−e0 ⊗ 2);�3 = [�003 �013�103 �113 ] ; �003 = S(0; 0;−e0 ⊗ 2); �013 = S(g0 ⊗ e1; 0; 0);�103 = S(0; 0 ⊗ e1; 0); �113 = S(−e0 ⊗ g1; 0; 0);�4 = [�004 �014�104 �114 ] ; �004 = S(e0 ⊗ g1; 0; 0); �014 = S(g0 ⊗ e1; 0; 0);



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 59�104 = S(0; 0;−0 ⊗ e0); �114 = S(−e0 ⊗ 1; 0; 0);�5 = [�005 �015�105 �115 ] ; �005 = S(−e0 ⊗ 1; 0; 0); �015 = S(g0 ⊗ e0; 0; 0);�105 = S(0; 0; 0 ⊗ e0); �115 = S(−e0 ⊗ g0; 0; 0);�6 = [�006 �016�106 �116 ] ; �006 = S(e0 ⊗ g0; 0; 0); �016 = S(g0 ⊗ e0; 0; 0);�106 = S(−1 ⊗ e0; 0; 0); �116 = S(0;−e1 ⊗ 1; 0);�̃1 = [�̃001 �̃011�̃101 �̃111 ] ; �̃001 = �001 ; �̃011 = −�011 ; �̃101 = �101 ; �̃111 = −�111 ;�̃2 = [�̃002 �̃012�̃102 �̃112 ] ; �̃002 = �002 ; �̃012 = �012 ; �̃102 = −�102 ; �̃112 = −�112 ;�̃3 = [�̃003 �̃013�̃103 �̃113 ] ; �̃003 = �003 ; �̃013 = −�013 ; �̃103 = �103 ; �̃113 = −�113 ;�̃4 = [�̃004 �̃014�̃104 �̃114 ] ; �̃004 = �004 ; �̃014 = �014 ; �̃104 = −�104 ; �̃114 = −�114 ;�̃5 = [�̃005 �̃015�̃105 �̃115 ] ; �̃005 = �005 ; �̃015 = −�015 ; �̃105 = �105 ; �̃115 = −�115 ;�̃6 = [�̃006 �̃016�̃106 �̃116 ] ; �̃006 = �006 ; �̃016 = �016 ; �̃106 = −�106 ; �̃116 = −�116 :ðÕÓÔØ Q• = (Qn; dQn )n>0 = Tot(D••) { ÔÏÔÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ(3.1). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �Ï�ÏÌÎÑÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � : Q0 = L0 → R ÍÙÂÅÒÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × R:�(r ⊗ s) = rs.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ R = Rk;s;t;u. �ÏÇÄÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ËÏÍ�ÌÅËÓQ• ×ÍÅÓÔÅ Ó �Ï�ÏÌÎÑÀÝÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � : Q0 → R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÊ �-�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ R.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �Ï, ÞÔÏ � · dQ0 = 0, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑÍÉ. Q• { ËÏÍ�ÌÅËÓ, ÔÁË ËÁË ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ Q• { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �-�ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [20℄. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ � : Q• → R



60 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷ÎÁ �ÒÏÓÔÏÊ R-ÍÏÄÕÌØ Si ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅ-ÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÍÏÄÕÌÑ Si. ÷ ÓÉÌÕ Z3-ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏÄÌÑ i = 0.�ÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÂÉËÏÍ-�ÌÅËÓÏ×. ðÕÓÔØ B•• { ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ, ÔÏÔÁÌÉÚÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁ£Ô ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ �ÒÏÓÔÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ S0 (ÜÔÏÔ ÂÉ-ËÏÍ�ÌÅËÓ Ï�ÉÓÁÎ × [21℄ ÎÁ ÓÔÒ. 250), Á F•• { ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑÉÚ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ B•• \ÓÈÌÏ�Ù×ÁÎÉÅÍ" ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ(Ô.Å Fmn = Bmn ⊕ Bnm �ÒÉ m < n, Fmm = Bmm, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ
F•• ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁÍÉ B••). �ÏÇÄÁÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÙ D•• ⊗R S0 É F•• ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ A••, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÅÒ×ÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï× × ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÅ D•• Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 0 É 1 (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù× A•• ÎÕÌÅ×ÙÅ). ðÕÓÔØ X• = Tot(A••); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ X• { �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓËÏÍ�ÌÅËÓÁ Q•.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× 0→ X•

i
−→ Q•

�
−→ Q•[−4℄→ 0; (3.2)ÒÁÓÝÅ�ÌÑÀÝÁÑÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÓÔÒÏ-ÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ Q•. �

§4. çÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ4.1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ R = Rk;s;t;u {
F-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÅÒÉÉ D(3R), É �ÕÓÔØ p = harF. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�� ËÏ-ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ HHn(R) ÁÌÇÅÂÒÙ R ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ(× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ F-×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×):
(
Cmn = Hom�(Dmn; R); ÆI = Hom�(dI; R); ÆII = Hom�(dII; R))m>0;n>0;(4.1)ÇÄÅ D•• { ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3, Á dI, dII { ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ÜÔÏÇÏ ÂÉ-ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÔÁÌÉÚÁ�ÉÑ Tot(D••) = Q• Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÊ �-�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ R. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÍÙ ÞÁÓÔÏ ÄÌÑ ËÏ�ÉËÌÁ f ∈ Ker Æn ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ l f ∈HHn(R) ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ f .



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 61úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. ðÏÓËÏÌØËÕ Pij = � · (ei ⊗ ej), ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ Hom�(Pij ; R) ≃ eiRej , É ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑÕËÁÚÁÎÎÙÈ F-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÁÌÅÅ, ×ÓÑËÉÊ �-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : Dmn → RÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ Ó×ÏÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀ-ÝÉÈ ei ⊗ ej ÔÅÈ Pij , ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ Dmn; �ÒÉÜÔÏÍ f(ei⊗ ej) ∈ eiRej . ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ f Ó ÜÔÉÍ ÎÁ-ÂÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ëÏÇÄÁ × ÔÁËÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÎÕÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ, ÉÚ p ÛÔÕË, ÔÏ ÍÙ ÔÁËÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ Op. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ p× q-ÍÁÔÒÉ�Õ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ Op;q; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÕËÁÚÁÎÉÅ ÎÁÒÁÚÍÅÒÙ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÑÓÎÙ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ R ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
B = 2⋃i=0Bii ∪ 2⋃i=0Bi+1;i ∪ 2⋃i=0Bi;i+1 (4.2)ÇÄÅ

Bii = {�ji ; dmi | 0 6 j 6 p(i)− 1; 1 6 m 6 k};
Bi+1;i = {�idmi | 0 6 m 6 k − 1};
Bi;i+1 = {�i+2�i+1dmi+1 | 0 6 m 6 k − 1}:îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j ∈ {0; 1; 2} ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bij ÏÂÒÁÚÕ-ÅÔ F-ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hom�(Pij ; R) ≃ eiRej .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Hom�(Pij ; R) Ï�ÉÓÙ×Á-ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Á) åÓÌÉ i 6= j, ÔÏ dimF Hom�(Pij ; R) = dimF eiRej = k;Â) dimF Hom�(Pii; R) = dimF eiRei = p(i) + k:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. HHn(R) = Hn (Tot(C••)) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ: ÆÕÎËÔÏÒHom�(−; R) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ, Tot(D••) { ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÁÑ �-�ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ R, É ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ HHn(R). �äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�� ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÔÏÔÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ { Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉ-ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. ïÎÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.



62 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷�ÅÏÒÅÍÁ 4.5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Emnr ,r > 0, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ:Emn0 = Cmn; Emn1 = HI (Cmn) := Ker ÆmnIIm Æm;n−1I ;Emn2 = HII (HI (Cmn)) := KerHI (ÆmnII )ImHI (Æm−1;nII ) ;Emnr ⇒ Hm+n (Tot(C••)) :�ÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÌÉÓÔÅ ÉÎÄÕ�É-ÒÏ×ÁÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁÍÉ ÂÉ-ËÏÍ�ÌÅËÓÁ C••: HI (Æm;nII ) (u) := Æm;nII (u);ÅÓÌÉ u ∈ Ker ÆmnI .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÍ. [23℄. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.6. ïÂßÅËÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÔÉËÁÌØ-ÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ C••, Á ÏÂßÅËÔÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÌÉÓÔÁ { ÇÏ-ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.7. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÌÉÓÔÁÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ. îÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÛÅÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅËÔÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ÓÔÁÎÅÔÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ w : �→ � { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó�ÒÁ×Á ÎÁw ∈ �, ÔÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��w∗ := Hom�(w;R) : Hom�(�; R) ≃ R→ Hom�(�; R) ≃ R (4.3)Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: r ∈ R ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × w ∗ r (ÇÄÅ ∗ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �-ÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ R).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ f : X → Y { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅ×ÙÈ �-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ××ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅf∗ := Hom�(f;R) : Hom�(Y;R)→ Hom�(X;R):÷×ÅÄ£Í ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:M0 = 2⊕i=0 eiRei; M1 = 2⊕i=0 ei+1Rei; M2 = 2⊕i=0 eiRei+1;M01 =M0 ⊕M1; M12 =M1 ⊕M2; M20 =M2 ⊕M0:



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 63ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ i; j = 0; 1; 2. �ÏÇÄÁ:Á) dimF M0 = s+ t+ u+ 3k, dimF M1 = dimF M2 = 3k;Â) dimF M12 = 6k, dimF M01 = dimF M20 = s+ t+ u+ 6k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.3. �4.2. âÉËÏÍ�ÌÅËÓ. �Å�ÅÒØ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓ C•• (ÓÍ. (4.1)) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ: : : : : : : : : : : : :�∗2x x�̃∗1 x�∗6M21 �∗1
−−−−−→ M01 �̃∗6

−−−−−→ M20 �∗5
−−−−−→ · · ·�∗1x x�̃∗6 x�∗5M01 −�∗6

−−−−−→ M20 −�̃∗5
−−−−−→ M20 −�∗4

−−−−−→ · · ·�∗6x x�̃∗5 x�∗4M20 �∗5
−−−−−→ M20 �̃∗4

−−−−−→ M22 �∗3
−−−−−→ · · ·�∗5x x�̃∗4 x�∗3M20 −�∗4

−−−−−→ M22 −�̃∗3
−−−−−→ M12 −�∗2

−−−−−→ · · ·�∗4x x�̃∗3 x�∗2M22 �∗3
−−−−−→ M12 �̃∗2

−−−−−→ M21 �∗1
−−−−−→ · · ·�∗3x x�̃∗2 x�∗1M12 −�∗2

−−−−−→ M21 −�̃∗1
−−−−−→ M01 −�∗2

−−−−−→ · · ·�∗2x x�̃∗1 x�∗1M21 �∗1
−−−−−→ M01 �̃∗2

−−−−−→ M0�∗1x x�̃∗1M01 �̃∗2
−−−−−→ M0�∗1xM0 :

(4.4)



64 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷4.3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×uij ∈ eiRej ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ:u00 = s−1∑j=0 �0j�j0 + k∑m=1 �0mdm0 ; u11 = t−1∑j=0 �1j�j1 + k∑m=1 �1mdm1 ;u22 = u−1∑j=0 �2j�j2 + k∑m=1 �2mdm2 ; u01 = k−1∑m=0 �01m (�2�1dm1 ) ;u12 = k−1∑m=0 �12m (�0�2dm2 ) ; u20 = k−1∑m=0 �20m (�1�0dm0 ) ;u10 = k−1∑m=0 �10m (�0dm0 ) ; u21 = k−1∑m=0 �21m (�1dm1 ) ; u02 = k−1∑m=0 �02m (�2dm2 ) ;



(4.5)ÇÄÅ ×ÓÅ �j̀ ; �m̀; �`rm ÉÚ F.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �∗1 : M0 → M01 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÄÌÑ uii ∈ eiRei (i = 0; 1; 2)�∗1(u00; u11; u22) = (�0u00 − u00�0; �1u11 − u11�1; �2u22 − u22�2;�0u00 − u11�0; �1u11 − u22�1; �2u22 − u00�2)= (t00; t11; t22; t10; t21; t02):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.9. dimF Ker �∗1 = s+ t+ u+ k, dimF Im �∗1 = 2k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �∗1(u00; u11; u22) = 0. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ tii =0; ti+1;i = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�0m = �1m = �2m; 1 6 m 6 k − 1;�00 = �10 = �20: } (4.6)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimF Ker �∗1 = s+ t+ u+ k ÉdimF Im �∗1 = dimF M0 − dimF Ker Æ0= s+ t+ u+ 3k − (s+ t+ u+ k) = 2k: �



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 65úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.10. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Im �∗1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å F-ÂÁÚÉÓÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:(0; 0; 0; �0dm0 ;−�1dm1 ; 0) ÄÌÑ 0 6 m 6 k − 1; (4.7)(0; 0; 0; 0; �1dm1 ;−�2dm2 ) ÄÌÑ 0 6 m 6 k − 1: (4.8)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ �∗1 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ×ÉÄÁ (b00; 0; 0) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÉÄÁ (0; b11; 0) É×ÉÄÁ (0; 0; b22)), ÇÄÅ bii �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bii, É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ (4.7){(4.8) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ Im �∗1. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó dimF Im �∗1.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �̃∗1 : M0 → M01 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÄÌÑ uii ∈ eiRei (i = 0; 1; 2)�̃∗1(u00; u11; u22) = (�0u00 − u00�0; a1u11 − u11�1; �2u22 − u22�2;
− �0u00 + u11�0; −�1u11 + u22�1; −�2u22 + u00�2)= (t00; t11; t22; t10; t21; t02):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ t00 = t11 = t22 = 0, �ÏÜÔÏÍÕ �̃∗1 = −�∗1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.11. Ker �̃∗1 = Ker �∗1, Im �̃∗1 = Im �∗1.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.12. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ �ÏÄÒÏÂÎÙÊ ÁÎÁ-ÌÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ó \×ÏÌÎÁÍÉ", ÔÁË ËÁË ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏÚÎÁËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÏËÁÈ. ïÄÎÁËÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÂÕÄÕÔ Ï�ÉÓÁÎÙ.äÁÌÅÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 4.13. Á) ðÒÉ j ∈ {0; 1} ÉÍÅÅÍ (�1j1 )∗ = 0, (�1j3 )∗ = 0, (�j02 )∗ = 0,(�j04 )∗ = 0.Â) �∗2 = 0, �∗3 = 0, �̃∗2 = 0, �̃∗3 = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ-ÍÉ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.14. �̃∗1 = �∗1 , �̃∗3 = �∗3 , �̃∗2 = −�∗2 , �̃∗4 = −�∗4 .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.15. ðÒÉ i ∈ {1; 2; 3; 4}Ker �̃∗i = Ker�∗i ; Im �̃∗i = Im�∗i :



66 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �∗1 : M01 → M21 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÕÞ£ÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 4.13, Á): ÄÌÑ uii ∈ eiRei, ui+1;i ∈ ei+1Rei (i = 0; 1; 2)�∗1(u00; u11; u22; u10; u21; u02) = (u11�0; u22�1; u00�2;�0u00; �1u11; �2u22) = (t10; t21; t02; t′10; t′21; t′02):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.16. dimF Ker�∗1 = s+ t+ u+ 3k, dimF Im�∗1 = 3k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �∗1(u00; u11; u22; u10; u21; u02) = 0. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ti+1;i = 0; t′i+1;i = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�0m = �1m = �2m = 0; 1 6 m 6 k − 1;�00 = �10 = �20 = 0: } (4.9)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimF Ker�∗1 = s+ t+ u+ 3k ÉdimF Im�∗1 = dimF M01 − dimF Ker�∗1= (s+ t+ u+ 6k)− (s+ t+ u+ 3k) = 3k:
�äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �∗2 : M21 → M12 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÕÞ£ÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 4.13, Á): ÄÌÑ ui+1;i ∈ ei+1Rei, u′i+1;i ∈ ei+1Rei (i = 0; 1; 2)�∗2(u10; u21; u02; u′10; u′21; u′02)= (0; 0; 0; �2u21 − u′02�1; �0u02 − u′10�2; �1u10 − u′21�0)= (t10; t21; t02; t01; t12; t20):÷ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× u′ij �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (4.5), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,u′10 = k−1∑m=0(�10m )′ (�0dm0 ) ; ÇÄÅ (�10m )′ ∈ F:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.17. dimF Ker�∗2 = 3k, dimF Im�∗2 = 3k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �∗2(u10; u21; u02; u′10; u′21; u′02) = 0. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ti;i+1 = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�10m = (�21m )′; 0 6 m 6 k − 1;�21m = (�02m )′; 0 6 m 6 k − 1;�02m = (�10m )′; 0 6 m 6 k − 1: 




(4.10)



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 67�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimF Ker�∗2 = 3k ÉdimF Im�∗2 = dimF M21 − dimF Ker�∗2= 6k − 3k = 3k:
�äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �∗3 : M12 → M22 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÕÞ£ÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 4.13, Á): ÄÌÑ ui+1;i ∈ ei+1Rei, ui;i+1 ∈ eiRei+1 (i = 0; 1; 2)�∗3(u10; u21; u02; u01; u12; u20)= (u02�1; u10�2; u21�0; �2u21; �0u02; �1u10)= (t01; t12; t20; t′01; t′12; t′20):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.18. dimF Ker�∗3 = 3k, dimF Im�∗3 = 3k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �∗3(u10; u21; u02; u01; u12; u20) = 0. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ti;i+1 = 0; t′i;i+1 = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�10m = �21m = �02m = 0; 0 6 m 6 k − 1: (4.11)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimF Ker�∗3 = 3k ÉdimF Im�∗3 = dimF M12 − dimF Ker�∗3= 6k − 3k = 3k:
�äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �∗4 : M22 → M20 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÕÞ£ÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 4.13, Á): ÄÌÑ ui;i+1 ∈ eiRei+1, u′i;i+1 ∈ eiRei+1 (i = 0; 1; 2)�∗4(u01; u12; u20; u′01; u′12; u′20) = (0; 0; 0; �2u20 − u′01�0;�0u01 − u′12�1; �1u12 − u′20�2)= (t01; t12; t20; t00; t11; t22):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.19. dimF Ker�∗4 = 3k, dimF Im�∗4 = 3k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �∗4(u01; u12; u20; u′01; u′12; u′20) = 0. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ-×ÉÑ tii = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�01m = (�12m )′; 0 6 m 6 k − 1;�12m = (�20m )′; 0 6 m 6 k − 1;�20m = (�01m )′; 0 6 m 6 k − 1: 




(4.12)



68 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimF Ker�∗4 = 3k ÉdimF Im�∗4 = dimF M22 − dimF Ker�∗4= 6k − 3k = 3k:
�ìÅÍÍÁ 4.20. Im �̃∗5 = Im�∗5 ; Ker �̃∗6 = Ker�∗6 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù �̃∗5 É �∗5 ÏÔÌÉ-ÞÁÀÔÓÑ ÚÎÁËÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒ£È ÓÔÏÌÂ�Ï×, Á ÍÁÔÒÉ�Ù �̃∗6 É �∗6 ÏÔÌÉÞÁ-ÀÔÓÑ ÚÎÁËÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒ£È ÓÔÒÏË. �äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �∗5 : M20 → M20 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÄÌÑ ui;i+1 ∈ eiRei+1, uii ∈ eiRei (i = 0; 1; 2)�∗5(u01; u12; u20; u00; u11; u22)= (u01�0 + �0u00; u12�1 + �1u11; u20�2 + �2u22;�2u20 + u00�0; �0u01 + u11�1; �1u12 + u22�2)= (t00; t11; t22; t′00; t′11; t′22):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.21. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÅÒ É ÏÂÒÁÚÏ× �∗5 , �̃∗5 Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ-ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Á) dimF Ker�∗5 = 3k + 1, dimF Im�∗5 = s+ t+ u+ 3k − 1.Â) dimF Ker �̃∗5 = dimF Ker�∗5 , dimF Im �̃∗5 = dimF Im�∗5 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ðÕÓÔØ �∗5(u01; u12; u20; u00; u11; u22) = 0. �ÏÇÄÁÕÓÌÏ×ÉÑ tii = 0; t′ii = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�0j = �01m = 0; 0 6 j 6 s− 2; 0 6 m 6 k − 2;�1j = �12m = 0; 0 6 j 6 t− 2; 0 6 m 6 k − 2;�2j = �20m = 0; 0 6 j 6 u− 2; 0 6 m 6 k − 2;�01k−1 = −�0s−1 = �20k−1 = −�2u−1 = �12k−1 = −�2t−1: 





(4.13)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimF Ker�∗5 = 3k + 1 ÉdimF Im�∗5 = dimF M20 − dimF Ker�∗5= (s+ t+ u+ 6k)− (3k + 1) = s+ t+ u+ 3k − 1:Â) õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.20. �



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 69äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �∗6 : M20 → M01 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÄÌÑ uii ∈ eiRei, u′ii ∈ eiRei (i = 0; 1; 2)�∗6(u00; u11; u22; u′00; u′11; u′22)= (�0u′00 − u00�0; �1u′11 − u11�1; �2u′22 − u22�2;�0u′00 − u′11�0; �1u′11 − u′22�1; �2u22 − u′00�2)= (t00; t11; t22; t10; t21; t02):÷ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× u′ii �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (4.5), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,u′00 = s−1∑j=0(�0j )′�j0 + k∑m=1(�0m)′dm0 ; ÇÄÅ (�0j )′; (�0m)′ ∈ F:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.22. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÅÒ É ÏÂÒÁÚÏ× �∗6 , �̃∗6 Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ-ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Á) dimF Ker�∗6 = s+ t+ u+3k+1, dimF Im�∗6 = s+ t+ u+3k− 1.Â) dimF Ker �̃∗6 = dimF Ker�∗6 , dimF Im �̃∗6 = dimF Im�∗6 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ðÕÓÔØ �∗6(u00; u11; u22; u′00; u′11; u′22) = 0. �ÏÇÄÁÕÓÌÏ×ÉÑ tii = 0; ti+1;i = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�0j = (�0j )′; 1 6 j 6 s− 1;�1j = (�1j )′; 1 6 j 6 t− 1;�2j = (�2j )′; 1 6 j 6 u− 1;�0m = (�1m)′; 1 6 m 6 k − 1;�1m = (�2m)′; 1 6 m 6 k − 1;�2m = (�0m)′; 1 6 m 6 k − 1;�00 = (�00)′ = �01 = (�01)′ = �02 = (�02)′:




(4.14)
�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimF Ker�∗6 = s+ t+ u+ 3k + 1 ÉdimF Im�∗6 = dimF M20 − dimF Ker�∗6= (2s+ 2t+ 2u+ 6k)− (s+ t+ u+ 3k + 1) = s+ t+ u+ 3k − 1:Â) õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.20. �



70 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷4.4. ðÅÒ×ÙÊ ÌÉÓÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. �Å�ÅÒØÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÉÓÁÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÌÉÓÔ Emn1 Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ C•• (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 4.5):: : : : : : : : : : : :0 −−−−→ 0 −−−−→
Ker�∗1Im�∗6 −HI (�∗6 )−−−−−−→ · · ·0 −−−−→

Ker�∗1Im �̃∗6 HI (�̃∗6 )−−−−→
Ker�∗6Im�∗5 HI (�∗5 )−−−−→ · · ·Ker�∗1Im�∗6 −HI (�∗6 )−−−−−−→

Ker�∗6Im�∗5 −HI (�̃∗5 )−−−−−−→
Ker�∗5Im�∗4 0

−−−−→ · · ·Ker�∗6Im�∗5 HI (�∗5 )−−−−→
Ker �̃∗5Im�∗4 −−−−→ 0 −−−−→ · · ·Ker�∗5Im�∗4 −−−−→ 0 −−−−→ 0 −−−−→ · · ·0 −−−−→ 0 −−−−→ 0 −−−−→ · · ·0 −−−−→ 0 −−−−→ 0 −−−−→ · · ·0 −−−−→
Ker�∗1Im �∗1 HI (�̃∗2)−−−−→ Ker(�∗1) −−−−→ · · ·Ker�∗1Im �∗1 −HI (�∗2)−−−−−−→ Ker(�∗1) 0

−−−−→ · · ·Ker(�∗1) 0
−−−−→ · · ·

(4.15)



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 71úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.23. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f { ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ, ÔÏ HI(f) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, ÔÏÞÎÅÅ:HI(f)(u) := f(u);ÅÓÌÉ u ÌÅÖÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÑÄÒÅ. �ÁËÖÅ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÌÉÓÔÅ ÂÙÌÉ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÏÂßÅËÔÏ× (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ4.11, 4.15 É ÌÅÍÍÕ 4.20).4.5. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.24. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker�∗1Im �∗1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å
F-ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:(�j0; 0; 0; 0); 1 6 j 6 s;(0; �j1; 0; 0); 1 6 j 6 t;(0; 0; �j2; 0); 1 6 j 6 u;(0; 0; 0; �2dm2 ); 0 6 m 6 k − 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.9), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ Ker�∗1 , ÌÅÇ-ËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker�∗1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å F-ÂÁÚÉÓÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:(�j0; 0; 0; 0; 0; 0); 1 6 j 6 s;(0; �j1; 0; 0; 0; 0); 1 6 j 6 t;(0; 0; �j2; 0; 0; 0); 1 6 j 6 u;(0; 0; 0; �0dm0 ;−�1dm1 ; 0); 0 6 m 6 k − 1;(0; 0; 0; 0; �1dm1 ;−�2dm2 ); 0 6 m 6 k − 1;(0; 0; 0; 0; 0; �2dm2 ); 0 6 m 6 k − 1:�Å�ÅÒØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ F-ÂÁÚÉÓÁ Im �∗1 (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.10), ÚÁ×ÅÒ-ÛÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ FC := 


s 0 0 k0 t 0 k0 0 u k : (4.16)



72 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.25. Á) dimF KerHI (�∗2) = s + t + u + k − rkC,dimF ImHI (�∗2) = rkC.Â) dimF KerHI (�̃∗2)=dimF KerHI (�∗2),dimF ImHI (�̃∗2)=dimF ImHI (�∗2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ðÕÓÔØ HI (�∗2)(w00; w11; w22; u02) = (t00; t11; t22)= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕw00 := s∑j=1 �0j�j0; w11 := t∑j=1 �1j�j1; w22 := u∑j=1 �2j�j2; u02 := k−1∑m=0 �02m �2dm2(�ij ; �02m ∈ F). �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ tii = 0 �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (�01; �11; �21; �020 ) Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ:C ′ := 

s 0 0 −k0 t 0 −k0 0 u −k :îÏ rkC ′ = rkC, É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimF KerHI (�∗2) = s+t+u+k−rkC;dimF ImHI (�∗2) = dimF

Ker�∗1Im �∗1 − dimF KerHI (�∗2)= (s+ t+ u+ k)− (s+ t+ u+ k − rkC) = rkC:Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ KerHI (�̃∗2) �ÏÌÕÞÁÅÔ-ÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ C, É ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ�ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.26. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Im�∗5 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å F-ÂÁÚÉÓÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:(�j0; 0; 0; �j0; 0; 0); 1 6 j 6 s;(0; �j1; 0; 0; �j1; 0); 1 6 j 6 t;(0; 0; �j2; 0; 0; �j2); 1 6 j 6 u;(dm0 ; 0; 0; 0; dm1 ; 0); 1 6 m 6 k − 1;(0; dm1 ; 0; 0; 0; dm2 ); 1 6 m 6 k − 1;(0; 0; dm2 ; dm0 ; 0; 0); 1 6 m 6 k − 1;(0; �t1; 0; 0; 0; �u2);(0; 0; �u2 ; �s0; 0; 0):



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 73ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.27. HI (�∗5 ) = HI (�̃∗5 ) = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.21 É 4.22, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏdimF

Ker�∗6Im�∗5 = 2:üÌÅÍÅÎÔÙ x = (e0; e1; e2; e0; e1; e2), y = (0; 0; 0; 0; 0; �u2) ÌÅÖÁÔ × Ker�∗6 ,�ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÈ ËÌÁÓÓÙ �x; �y ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker�∗6= Im�∗5 .îÏ �∗5 (x) = �̃∗5 (x) = �∗5 (y) = �̃∗5 (y) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.28. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Im�∗6 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å F-ÂÁÚÉÓÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:(�j0; 0; 0; 0; 0; 0); 2 6 j 6 s;(0; �j1; 0; 0; 0; 0); 2 6 j 6 t;(0; 0; �j2; 0; 0; 0); 2 6 j 6 u;(0; 0; 0; �0dm0 ; 0; 0); 1 6 m 6 k − 1;(0; 0; 0; 0; �1dm1 ; 0); 1 6 m 6 k − 1;(0; 0; 0; 0; 0; �2dm2 ); 1 6 m 6 k − 1;(�0; 0; 0; 0; 0;−�2);(0; �1; 0;−�0; 0; 0);(0; 0; �2; 0;−�1; 0);(−�0; 0; 0; �0; 0; 0);(0;−�1; 0; 0; �1; 0):âÁÚÉÓ Im �̃∗6 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ Im�∗6 ÚÁÍÅÎÏÊ ÍÉÎÕÓÏ× ÎÁ �ÌÀÓÙ ×�ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÑÔÉ ×ÅËÔÏÒÁÈ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.29. HI (�∗6 ) = HI (�̃∗6 ) = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.16, 4.22 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏdimF

Ker�∗1Im�∗6 = dimF

Ker�∗1Im �̃∗6 = 1:ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x = (0; 0; 0; 0; 0; �2) ∈ Ker�∗1 �ÏÒÏÖÄÁÅÔ É�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker�∗1= Im�∗6 , É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ker�∗1= Im �̃∗6 . îÏ �̃∗6 (x) =
−�∗6 (x) = (0; 0; �u2 ; �s0; 0; 0) = �∗5(0; 0; 0; 0; 0; 0) ∈ Im�∗5 , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �



74 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷4.6. ÷ÔÏÒÏÊ ÌÉÓÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. �Å�ÅÒØÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÌÉÓÔ Emn2 ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: : : : : : : : : : : : :0 0 Ker�∗1Im�∗6 · · ·0 Ker�∗1Im �̃∗6 Ker�∗6Im�∗5 · · ·Ker�∗1Im�∗6 Ker�∗6Im�∗5 Ker�∗5Im�∗4 · · ·Ker�∗6Im�∗5 Ker �̃∗5Im�∗4 0 · · ·Ker�∗5Im�∗4 0 0 · · ·0 0 0 · · ·0 0 0 · · ·0 KerHI (�̃∗2) Ker(�∗1)ImHI (�̃∗2) · · ·KerHI (�∗2) Ker(�∗1)ImHI (�∗2) · · ·Ker(�∗1) · · ·

(4.17)



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 75úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.30. ÷ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ÎÕÌÅ×ÙÅ, �ÏÜÔÏ-ÍÕ ÏÎÉ ÎÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ.4.7. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏÈÛÉÌØÄÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.31. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ �ÑÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÕÖÅ ×ÙÒÏÄÉÌÉÓØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÌÏÅ {Eij
∞}i;jÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ). üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ (ÓÍ. [23℄, ÓÔÒ. 4) ÉÚ×ÌÅÞØÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ HHn(R) �ÒÉ n 6 4, ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÌÉÓÔÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.32. ðÕÓÔØ R = Rk;s;t;u { ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÅÒÉÉ D(3R). �Ï-ÇÄÁ:(Á) dimF HH0(R) = dimF Ker(�∗1) = s+ t+ u+ k; (4.18)(Â) dimF HH1(R) = dimF KerHI (�∗2) = s+ t+ u+ k − rkC; (4.19)(×) dimF HH2(R) = dimF Ker(�∗1)− dimF ImHI (�∗2)= s+ t+ u+ k − rkC; (4.20)(Ç) dimF HH3(R) = dimF KerHI (�̃∗2) = s+ t+ u+ k − rkC; (4.21)(Ä) dimF HH4(R) = dimF Ker(�∗1)− dimF ImHI (�̃∗2)= s+ t+ u+ k − rkC; (4.22)ÇÄÅ C { ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ (4.16).ðÕÓÔØ X • := Hom�(X•; R), ÇÄÅ X• { ËÏÍ�ÌÅËÓ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.2.ëÁË É ×ÙÛÅ, ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙf ∈ Hom�(Xn; R) ⊂ Hom�(Qn; R)Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(ei⊗ej) (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1).éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �-�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ R,�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ X • × ÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÅ-�ÅÎÑÈ 6-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÎ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, �ÒÉ n > 9Æn

X • = Æn−6
X • ;É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Hn(X •) ≃ Hn−6(X •)�ÒÉ n > 10. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Hn(X •) = HHn(R) �ÒÉ 0 6 n 6 2.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ dimF Hn(X •) ÄÌÑ 4 6 n 6 9.



76 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.33.dimF H4(X •) = 0; (4.23)dimF H5(X •) = dimF

Ker�∗5Im�∗4 = 1; (4.24)dimF H6(X •) = dimF

Ker�∗6Im�∗5 = 2; (4.25)dimF H7(X •) = dimF

Ker�∗1Im�∗6 + dimF

Ker �̃∗5Im�∗4 = 2; (4.26)dimF H8(X •) = dimF

Ker�∗6Im�∗5 = 2; (4.27)dimF H9(X •) = dimF

Ker�∗1Im �̃∗6 = 1: (4.28)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÍ�ÌÅËÓ X • ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÔÏÔÁÌÉÚÁ-�ÉÀ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ N ••, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ (ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ) ÓÔÏÌÂ-�Ï× ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ C•• ÉÚ (4.1) (ÓÍ. ÔÁËÖÅ (4.4)). ÷ÔÏÒÏÊ ÌÉÓÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÕ N ••, ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ × �ÅÒ×ÙÍÉ Ä×ÕÍÑ (ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ) ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÌÉÓÔÁ Ó�ÅË-ÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ C•• (ÓÍ. (4.17)), ÚÁ ÏÄÎÉÍÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ×ÍÅÓÔÏ KerHI (�̃∗2) ÄÏÌÖÎÏ ÓÔÏÑÔØ Ker�∗1Im �∗1 (ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔÕÞÅÓÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.27 É 4.29). ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ Hn(X •), 4 6 n 6 9, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÕÍÍÉÒÏ×Á-ÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ \Ä×ÕÈÓÔÏÌÂ�Ï×ÏÇÏ�ÏÄÌÉÓÔÁ" × (4.17). ��ÅÏÒÅÍÁ 4.34. äÌÑ n > 5dimF HHn(R)− dimF HHn−4(R)=



0; ÅÓÌÉ n ≡ 4 (mod 6);1; ÅÓÌÉ n ≡ 3 ÉÌÉ 5 (mod 6);2; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (3.2) �ÏÓÌÅ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom�(− ; R) ÄÁ£Ô ËÏÒÏÔËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×0→ Hom�(Q•[−4℄; R) �∗

−→ Hom�(Q•; R) {∗
−→ X • → 0;



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 77ËÏÔÏÒÁÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
· · ·

�n−1
−→ HHn−4(R) �∗

−→ HHn(R) {∗
−→ Hn(X •) �n

−→ HHn−3(R) �∗

−→ · · · :(4.29)éÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅdimF HHn(R)− dimF HHn−4(R) = dimF Ker�n − dimF Im�n−1: (4.30)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4.29).ìÅÍÍÁ 4.35. ðÕÓÔØ n > 4, ÔÏÇÄÁ �n = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �nÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ u ∈ Ker Æn
X • , É �ÕÓÔØũ := (O; u) ∈ Hom�(Qn; R) (4.31){ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ÎÕÌ£Í ÎÁ ×Ó£ Qn = Qn−4 ⊕ Xn. �ÁË ËÁË {∗(ũ) = u,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ v ∈ Hom�(Qn−3; R) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �∗(v) = Æn(ũ), �ÒÉ ÜÔÏÍv { ËÏ�ÉËÌ, É ÔÏÇÄÁ �ÏÌÁÇÁÀÔ �(l u) := l v.0 −−−−−→ Hom�(Qn−4; R) �∗

−−−−−→ Hom�(Qn; R) {∗
−−−−−→ X

n
−−−−−→ 0Æn−4y yÆn yÆn

X•0 −−−−−→ Hom�(Qn−3; R) �∗

−−−−−→ Hom�(Qn+1; R) {∗
−−−−−→ X

n+1
−−−−−→ 0:�ÁË ËÁË Xn = D1;n−1⊕D0;n (ÇÄÅ D•• ÉÚ (3.1)), ÔÏ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ u ∈ Hom�(Xn; R) = C1;n−1 ⊕ C0;n × ×ÉÄÅ u = (x; y), ÇÄÅx ∈ Hom�(D1;n−1; R) = C1;n−1, y ∈ Hom�(D0;n; R) = C0;n, �ÒÉ ÜÔÏÍ,ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, x, y Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ Ó×ÏÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÉÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ �-ÍÏÄÕÌÅÊ D1;n−1, D0;n (ÓÍ.ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1).ðÕÓÔØ i ≡ (n− 4) (mod 6). äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅÏ�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ i ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ×ÙÞÅÔÏ× {1; : : : ; 6} �Ï ÍÏÄÕÌÀ 6.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ Æn ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÌÏÞÎÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ:Æn = 


Æn−4 O O(−1)i+1�̃∗i+1 OO �̃∗i+2 (−1)i�∗i+3O �∗i+4 

 :



78 á. é. çåîåòáìï÷, í. á. æéìéððï÷ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÍÁÔÒÉ�Å ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ Æn−4 × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÓÔÏÉÔ6×6-ÂÌÏË, ÒÁ×ÎÙÊ �∗i , Á ×ÙÛÅ ÜÔÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÓÔÏÉÔ (−1)i�∗i−1. úÁÍÅÔÉÍÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �n �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �̃∗i+1.óÌÕÞÁÊ 1. n ≡ 0 ÉÌÉ 5 (mod 6).�ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 4.13, Â) �̃∗i+1 = 0, �ÏÜÔÏÍÕ �n = 0.óÌÕÞÁÊ 2. n ≡ 4 (mod 6).�ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.33 Hn(X •) = 0, �ÏÜÔÏÍÕ �n = 0.óÌÕÞÁÊ 3. n ≡ 3 (mod 6).�ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 4.13, Â) �̃∗i+3 = �̃∗2 = 0, �ÏÜÔÏÍÕ Æn
X • = �̃∗1 ⊕ �∗3 .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x = (O5; �2;O6) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ H9(X •)(x =∈ Im Æn−1

X • ÔÁË ËÁË �∗1 (Ker�∗2) = 0). ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.29�ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �n(�x) = (O; 0; 0; �u2 ; �s0; 0; 0) =: y, ÎÏ y ∈ Im Æn−4, ÔÁËËÁË �5(O2; 1;O3) = (O2; �u2 ; �s0;O2), É �ÒÉ ÜÔÏÍ �4(O2; 1;O3) = 0 (ÁÚÎÁÞÉÔ, Æn−4(O; 0; 0; 1; 0; 0; 0) = y). ðÏÜÔÏÍÕ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �n = 0.óÌÕÞÁÊ 4. n ≡ 2 (mod 6).÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×x = (e0; e1; e2; e0; e1; e2;O6); y = (O5; �u2 ;O6)�ÏÒÏÖÄÁÀÔ H8(X •) (x; y =∈ Im Æn−1
X • , ÔÁË ËÁË �∗6 (Ker�∗1) ⊂ Im �̃∗5). ÷ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.27 �ÏÌÕÞÅÎÏ, ÞÔÏ �̃∗5 (e0; e1; e2; e0; e1; e2) =�̃∗5 (O5; �u2 ) = 0, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �n = 0.óÌÕÞÁÊ 5. n ≡ 1 (mod 6).÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×x = (�2�1dk−11 ; �0�2dk−12 ; �1�0dk−10 ; �s−10 ; �t−11 ; �u−12 ;O6);y = (O2;−�1�0dk−10 ;O8; �2)�ÏÒÏÖÄÁÀÔ H7(X •). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ, ÞÔÏ x; y ∈ Ker Æn

X • �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ x =∈ Im Æn−1
X • , ÔÁË ËÁË �∗5 (Ker�∗6) = 0 É(�2�1dk−11 ; �0�2dk−12 ; �1�0dk−10 ; �s−10 ; �t−11 ; �u−12 ) =∈ Im �̃∗4 ;Á y =∈ Im Æn−1

X • , ÔÁË ËÁË (O5; �2) =∈ Im�∗6 . îÏ�̃∗4 (�2�1dk−11 ; �0�2dk−12 ; �1�0dk−10 ; �s−10 ; �t−11 ; �u−12 )= �̃∗4 (O2;−�1�0dk−10 ;O3) = 0;É ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �n = 0.
�



ëïçïíïìïçéé áìçåâò äéüäòáìøîïçï �éðá 79éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.30) É ÌÅÍÍÙ 4.35 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 5dimF HHn(R) = dimF HHn−4(R) + dimF Hn(X •)É ÜÔÏ Ó ÕÞ£ÔÏÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.33 ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ4.34. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.36. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 13dimF HHn(R)− dimF HHn−12(R) = 4:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.dimF HHn(R)− dimF HHn−12(R)= dimF HHn(R)− dimF HHn−4(R) + dimF HHn−4(R)
− dimF HHn−8(R) + dimF HHn−8(R)− dimF HHn−12(R)= dimF Hn(X •) + dimF Hn−4(X •) + dimF Hn−8(X •):�ÁË ËÁË (6; 4) = 2, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ n = 13, 14. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ,�ÏÌÕÞÁÅÍ:dimF H7(X •) + dimF H9(X •) + dimF H5(X •) = 2 + 1 + 1 = 4;dimF H8(X •) + dimF H4(X •) + dimF H6(X •) = 2 + 0 + 2 = 4:
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