
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 458, 2017 Ç.÷. î. äÕÂÉÎÉÎðïñó ìåíîéóëá� é �åïòåíù éóëáöåîéñäìñ íîïçïìéó�îùè æõîëãéê
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ f { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ D ⊂ C; ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ�ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, É �ÕÓÔØ 0 6 t 6 ∞: íÎÏÖÅÓÔ×ÏLf (t) = {z ∈ D : |f(z)| = t}ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f: ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ÒÁÚÌÉÞÎÙÈËÌÁÓÓÏ×, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.íÏÔÉ×Á�ÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ üÒÄÅ-ÛÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÍÏÄÕÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÏÎÏÍÁ f ÎÁ Ó×ÑÚ-ÎÏÊ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÅ Lf (1) [1, 2℄. úÁÄÁÞÁ üÒÄÅÛÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ åÒÅÍÅÎËÏÉ ìÜÍ�ÅÒÔÏÍ [3℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [4℄). ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ Ó×ÑÚ-ÎÏÓÔØ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÙ Lf (1) ×ÌÉÑÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÍÏÄÕÌÑ

|f ′| ÎÁ Lf (1) (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÎÕÔÒÉ Îe£), ÎÏ É ÎÁ Ï�ÅÎËÕ |f ′| ×Ï×ÓÅÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C: éÍÅÎÎÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉf(z) = 
pzp + : : : { �ÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ p > 2; É ÅÓÌÉ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÁ Lf (1)Ó×ÑÚÎÁÑ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ×Ù�ÏÌÎÑÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|f ′(z)| 6 2 1−pp |
p| 1pT ′p(T−1p (|f(z)|));ÇÄÅ Tp(z) = 2p−1zp + : : : { �ÏÌÉÎÏÍ þÅÂÙÛÅ×Á, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ T−1p (|f(z)|)ÂÅÒÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÞÅ [
os(�=(2p));+∞℄: òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,× ÓÌÕÞÁÅ f = Tp É ÌÀÂÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ z; |z| > 
os(�=(2p) (ÓÍ. [5,6℄).äÒÕÇÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÏ Ó×ÑÚÎÏÊ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÏÊ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ [7, 8℄. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÕÞÅÎÙ × [9,10℄. ÷ÓÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ× [5{10℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏ-ÒÏ× ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ [11,12℄. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ,ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÌÅÍÎÉÓËÁÔÙ, ÍÎÏÇÏÌÉÓÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ,ÄÒÏÂÉ úÏÌÏÔÁÒÅ×Á, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ.éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÇÒÁÎÔÁ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ (�ÒÏÅËÔNo. 14-11-00022). 17



18 ÷. î. äõâéîéîÍÙ ××ÏÄÉÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÑÓÁ ÌÅ-ÍÎÉÓËÁÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ É ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ �ÏÑÓÁÕ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. �ÒÅÔÉÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ ÎÏÓÑÔ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ÷ ÔÒÅÔØÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ�ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÄÒÏÂÉ úÏÌÏÔÁÒÅ×Á, Á × ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ-�ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ [12℄. îÁËÏÎÅ�, × �ÑÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÌÉÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×,ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÉÅ ÎÁÌÉÞÉÅ �ÏÑÓÁ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ.
§2. ðÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓËÁÔæÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p > 1 É ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ D ÒÁÓ-ÛÉÒÅÎÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C: íÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ D ÆÕÎË-�ÉÑ f; ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ p-ÌÉÓÔÎÏÊ × ÓÒÅÄÎÅÍ �ÏÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÏËÒ. 
.m.p-ÌÉÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁt > 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï12� 2�∫0 n(tei'; f)d' 6 p:úÄÅÓØ n(w; f) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(z) = w × D: ëÁ-ÖÄÁÑ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÁ Lf (t); ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÓ×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ D; ÌÉÂÏÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D: ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ
.m.p-ÌÉÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fLf (t1; t2) := ⋃t∈[t1;t2℄Lf (t); (1)0 6 t1 6 t2 6 ∞; ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÑÓÏÍ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑÌÅÍÎÉÓËÁÔÁ Lf (t) ÉÚ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÊ, Á ÅÅ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉÆÕÎË�ÉÅÊ f p-ËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
(t) := {w : |w| = t}:åÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÁ ÉÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ (1) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÙ, ÌÅÖÁÝÅÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ × D; ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Lf (t1; t2) ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ �ÏÑÓÏÍ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ �Ï-ÑÓ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ Ë ÎÅÍÕ ÄÏÂÁ×ÉÔØÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ �D (ËÁË ÉÄÅÁÌØÎÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ). îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ f ÓÔÅ�ÅÎÉ p > 2; ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ×ÏÂÌÁÓÔÉ D = C; ÉÍÅÅÔ �ÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (t;∞); ÇÄÅt = max{|f(z)| : f ′(z) = 0}:



ðïñó ìåíîéóëá� é �åïòåíù éóëáöåîéñ 19óÌÏÖÎÅÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. �ÁË, ÄÒÏÂØ úÏ-ÌÏÔÁÒÅ×Á F (ÓÍ. §3) ÉÍÅÅÔ �ÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ LF (1; �); ÁÄÒÕÇÁÑ ÄÒÏÂØ úÏÌÏÔÁÒÅ×Á Zp ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÑÚÎÙÈ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÒÉ p > 3.üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ Ó×ÑÚ-ÎÙÈ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ, ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÆÕÎË�ÉÑf(z) = (1− 2z)(z + 2)20(z − 2)(1 + 2z)20 :÷ ÜÔÏÍ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ÌÉÂÏ �ÒÉ×ÌÅËÁÑÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ((i log f(z))′)2dz2:îÁËÏÎÅ�, ÆÕÎË�ÉÑ f(z) = 1− zp1 + zpÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ Ó×ÑÚÎÕÀ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÕ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ( [13, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄). åÓÌÉ ÄÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fÓÔÅ�ÅÎÉ p > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÑÚÎÁÑ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅÞÉÓÌÁ t1 É t2; 0 6 t1 6 t2 6 ∞; ÞÔÏ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÁ Lf (t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓ×ÑÚÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [t1; t2℄ É Lf (t) { ÎÅÓ×ÑÚÎÁÑ �ÒÉ t 6∈ [t1; t2℄:çÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ËÌÁÓÓÏ× Sp(�) [11℄, Mp(�) [14℄ É S
p(�) [15℄ÉÍÅÀÔ �ÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (0; �). æÕÎË�ÉÉ f ∈ Mp(!; �)[16℄ ÏÂÌÁÄÁÀÔ �ÏÑÓÏÍ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (�;∞): æÕÎË�ÉÉ fËÌÁÓÓÁ Dp(�) [11℄ É ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ D
p(�) [15℄ ÉÍÅÀÔ �ÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓ-ËÁÔ ×ÔÏÒÇÏ ÒÏÄÁ Lf (�;∞): ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ 
.m.p-ÌÉÓÔÎÙÅ× ËÒÕÇÅ Uz := {z : |z| < 1} ÆÕÎË�ÉÉ f , ÎÅ �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÎÏÌØ, ÏÂÌÁÄÁÀÔ �ÏÑÓÏÍ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (0;∞):
§3. äÒÏÂÉ úÏÌÏÔÁÒÅ×ÁðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ p > 1 É 0 < κ < 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÆÕÎË�ÉÀ Zp(z) ≡ Zp(z;κ); ÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:Zp(sn(u; k);κ) := sn(uK(κ)=K(k);κ); u ∈ C;ÇÄÅ ÍÏÄÕÌØ k Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑK′(k)K(κ) = pK′(κ)K(k); 0 < k < 1;K( · ); K′( · ) { �ÏÌÎÙÅ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ [17℄.æÕÎË�ÉÀ Zp(z); Á ÔÁËÖÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Zp(z) Ó ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ËÁË × ÏÂÌÁÓÔÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÔÁË É × ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ



20 ÷. î. äõâéîéîZp(z) �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÒÏÂÑÍÉ úÏÌÏÔÁÒÅ×Á [18{20℄. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÁ ÒÏÌØ ÄÒÏÂÅÊ úÏÌÏÔÁÒÅ×Á × ÔÅÏÒÉÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÉÒÁÓÞÅÔÁÈ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÉÌØÔÒÏ× [17℄. îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÆÕÎË-�ÉÑ F (z) ≡ F (z; p; �) = �(Zp(z;κ)); ÇÄÅ�(v) = √� v√κ + 11− v√κ
; √

κ = √� − 1√� + 1 :÷ÓÅ ÎÕÌÉ É �ÏÌÀÓÁ ÆÕÎË�ÉÉ F �ÒÏÓÔÙÅ, �ÒÉÞÅÍ ÎÕÌÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ [−1=k;−1℄; Á �ÏÌÀÓÁ { ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [1; 1=k℄ ÉËÁÖÄÙÊ �ÏÌÀÓ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÕÌÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ � ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ, Á � { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊÎÕÌØ ÆÕÎË�ÉÉ F: æÕÎË�ÉÑ F ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÓÆÅÒÕ Cz ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Õ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(F ); ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁÄ ÓÆÅÒÏÊ Cw: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ D1 ÅÓÔØ w-�ÌÏÓËÏÓÔØ ÓÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [−�;−1℄; D2; : : : ; Dp−1 ÓÕÔØ w-�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÒÅ-ÚÁÍÉ �Ï ÏÔÒÅÚËÁÍ [−�;−1℄ É [1; � ℄; É �ÕÓÔØ Dp { w-�ÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÒÁÚÒÅ-ÚÏÍ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [−�;−1℄ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ p É �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [1; � ℄ × ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ p ÎÅÞÅÔÎÏÅ. òÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(F ) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓËÌÅ-É×ÁÎÉÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Dk, k = 1; : : : ; p; ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÌÁÓÔØ D1ÓËÌÅÉ×ÁÉÔÓÑ ËÒÅÓÔ ÎÁ ËÒÅÓÔ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ D2 �Ï ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÁÚÒÅÚÏ× ×ÄÏÌØÏÔÒÅÚËÁ [−�;−1℄; ÏÂÌÁÓÔØ D2 ÓËÌÅÉ×ÁÉÔÓÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ D3 �Ï ÂÅÒÅÇÁÍÒÁÚÒÅÚÏ× ×ÄÏÌØ ÏÔÒÅÚËÁ [1; � ℄ É Ô.Ä. ïÂÌÁÓÔØ Dp−1 ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÏÂÌÁ-ÓÔØÀ Dp �Ï ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÁÚÒÅÚÏ× ×ÄÏÌØ ÏÔÒÅÚËÁ [−�;−1℄ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏp É ×ÄÏÌØ ÏÔÒÅÚËÁ [1; � ℄ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p ÎÅÞÅÔÎÏÅ. óËÌÅÉ×ÁÅÍÙÅ ÏÂÌÁ-ÓÔÉDk; ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(F ), ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕË×ÁÍÉ Dk ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, k = 1; : : : ; p. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ L ÌÕÞ, ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ ÌÉÓÔÅ D1 ÎÁÄ ÌÕÞÏÍ [0;+∞℄. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÆÕÎË�ÉÀ F ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ C ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØR(F );�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ F [−1; 1℄ ⊂ L . äÁÎÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ
R(F ) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(Zp); ËÏÔÏÒÏÅ, × Ó×ÏÀÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÚÎÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÉÎÕÓÁ ÉÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ{û×ÁÒ�Á ÄÌÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ.ëÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(F ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÏÂÎÏÊ ÏÄÎÏ-ÌÉÓÔÎÏÊ É ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ F É, ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ Zp ÓÕÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ p [21, ÇÌ. 8,
§10, ÔÅÏÒÅÍÁ 4℄.
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§4. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑóÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÁÍ [9,10℄, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÚÁ�ÉÉ [12℄. ðÕÓÔØ 
(�) = {w : |w| = �}; 0 6 � 6 ∞. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

Rp(�); p > 2; � > 1; ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ R,ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁÄ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ w-ÓÆÅÒÏÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ÄÕÇ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁÄ ÌÀÂÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�); Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2�p�,0 < � <∞;2) ÄÌÑ ×ÓÅÈ �; 1 6 � 6 �; ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉR, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�) É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚÔÏÞËÉ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ R, p-ËÒÁÔÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ p; ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÙ Lf (t); t ∈ [1; � ℄; ÓÕÔØ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÒÉÍÁÎÏ×Á�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(f) ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ f; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Rp(�).÷ÁÖÎÙÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ Rp(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÄÒÏÂÉ úÏÌÏÔÁÒÅ×Á R(F ):ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ËÏÎ-ÄÅÎÓÁÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Sym� × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔSym × [12℄. ðÕÓÔØ R { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ Rp(�) É B {ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ R. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ Sym� �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï B × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sym�B, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(F ) É ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. åÓÌÉ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ �; 0 6 � 6 ∞; ÎÁÄÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�) ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B; ÔÏ ÎÁÄ ÎÅÊ ÎÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym�B. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
(�), 1 6 � 6 �; p-ËÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sym�B ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�)p-ËÒÁÔÎÏ. åÓÌÉ B �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�); 0 6 � < 1; � < � 6 ∞; l-ËÒÁÔÎÏ,l 6 p; ÔÏ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym�B, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ 
(�); ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ lÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÌÉÓÔÁÈ D1; : : : ;Dl: ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÉ 1 6 � 6 �ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym�B, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�), Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÔËÒÙÔÏÊ ÄÕÇÏÊ1 ÎÁ R(F ) 
 �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÌÕÞÅ L É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÍÅÒÙ,ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B(�) := {W ∈ B : |prW | = �}. ðÒÉ 0 < � < 1É � < � <∞ ÞÁÓÔØ Sym�B, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�); �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÉÚ m ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �1; : : : ;�m É ÏÔËÒÙÔÏÊ1÷ ÓÌÕÞÁÅ 1 < � < � ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÄÕÇÁ, Á �ÒÉ � = 1 É � = � ÄÁÎÎÁÑÄÕÇÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏ�ÒÉËÁÓÁÎÉÑ.



22 ÷. î. äõâéîéîÄÕÇÉ �m+1; �k = �k(B; �) ⊂ Dk; k = 1; : : : :;m+ 1, 0 6 m 6 p− 1; ÓÕÍ-ÍÁÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B(�), Á �ÅÎÔÒÄÕÇÉ �m+1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ (−1)m�: úÄÅÓØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÅÊm ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÅÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B(�). åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÍÅÎØÛÅ2��; ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏm = 0 É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÕÓÔÏ. òÅÚÕÌØÔÁÔÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ Sym�E ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ R ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(F ) É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ �ÒÉ ÄÁÎ-ÎÏÍ �, 0 6 � 6 ∞; ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�) ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E , ÔÏÎÁÄ ÎÅÊ ÎÅÔ ÔÁËÖÅ É ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym�E . åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E �Ï-ËÒÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
(�); 1 6 � 6 �; p− ËÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sym�E�ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�) ÔÁËÖÅ p-ËÒÁÔÎÏ. åÓÌÉ E �ÏËÒÙ×ÁÅÔ 
(�), 0 6 � < 1;� < � 6 ∞, l-ËÒÁÔÎÏ, l 6 p; ÔÏ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym�E ; ÌÅÖÁÝÁÑÎÁÄ 
(�), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ l ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÌÉÓÔÁÈ D1; : : : ;Dl. ÷ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym�E , ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�),1 6 � 6 � , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÄÕÇÏÊ (Ô.Å. ÄÕÇÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ Ó×ÏÉËÏÎ�Ù) ÎÁ R(F ) Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÌÕÞÅ L É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á E (�) := {W ∈ E : |prW | = �} (× ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÁÑ ÍÅ-ÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÕÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÌÕÞÅ L ).þÁÓÔØ Sym�E ÎÁÄ 
(�), 0 < � < 1; � < � < ∞; �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÉÚ m ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �1; : : : ;�m É ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÄÕÇÉ �m+1;�k ⊂ Dk; k = 1; : : : :;m + 1, 0 6 m 6 p − 1; ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÍÅÒÁËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E (�); Á �ÅÎÔÒ ÄÕÇÉ �m+1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ (−1)m� (ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ 2��m; ÇÄÅ m { �ÅÌÏÅÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÄÕÇÁ �m+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ).îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
E ⊂ B; ÔÏ Sym�E ⊂ Sym�B. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÏÔËÒÙÔÏ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sym�B ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÔËÒÙÔÏÅ × R(F ), É ÅÓÌÉ E {ËÏÍ�ÁËÔ × R, ÔÏ Sym�E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ × R(F ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C = (B; E ) (ÓÍ. [12℄) �ÏÆÏÒÍÕÌÅ Sym�C = (Sym�B; Sym�E ):óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �Ï ÆÏÒÍÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.1 × [12℄.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 ( [9, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R ËÌÁÓÓÁ Rp(�) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
apC > 
apSym�C : (2)



ðïñó ìåíîéóëá� é �åïòåíù éóëáöåîéñ 23åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C = (B; E ) Ó×ÑÚÎÏÅ É ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï× (2) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:(i) �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÅÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ Sym�CÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;(ii) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s; t É l; 0 < s < t <∞, 1 < l 6 p; �ÏÌÅ ËÏÎÄÅÎÓÁ-ÔÏÒÁ C l-ËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ËÒÕÇÏ×ÏÅ ËÏÌØ�Ï2 s < |w| < t ÔÁË, ÞÔÏÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÌÉ-ÂÏ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅÔÏÞËÉ E .
§5. �ÅÏÒÅÍÙ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ÷ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ p > 2 { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, (a1; a2; a3; a4){ ÁÎÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ak,k = 1; : : : ; 4, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ C;(a1; a2; a3; a4) = a3 − a1a3 − a2 : a4 − a1a4 − a2 :äÌÑ ÔÏÞËÉ w ∈ Cw ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(w) ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (z) =(−1)p|w|; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ [−∞; �℄∪ [−�;+∞℄; É �ÕÓÔØ �(w){ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (z) = |w|; ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [�;−�℄: ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, �(0) = �; �(∞) = −�; �(0) = �; �(∞) = −�:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ p; ÉÍÅÀÝÁÑ�ÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �): �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË zj ; j = 1; 2; 3; 4; ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|(�(f(z3)); �(f(z1)); �(f(z2)); �(f(z4)))| 6 −(z3; z1; z2; z4)
6 |(�(f(z3)); �(f(z1)); �(f(z2)); �(f(z4)))|: (3)òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË-�ÉÉ f = F É ÔÏÞÅË zj ; j = 1; 2; 3; 4; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍz1 6 �; � 6 z2 < z3 6 −�; −� 6 z4; Á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3) { ÄÌÑf = F É ÔÏÞÅË � 6 z1 < z2 6 −�; −� 6 z3 < z4:2�Ï ÅÓÔØ ÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ l ÔÏÞÅË �ÏÌÑ Ó ÕÞÅÔÏÍËÒÁÔÎÏÓÔÉ.



24 ÷. î. äõâéîéîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÚÎÁËÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÒÏÂÉ úÏÌÏÔÁÒÅ×Á F É �ÒÉÎÑÔÙÈ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÊ �(w) É �(w): äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅ×ÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (3)ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ −∞ < z1 < z2 < z3 < z4 < +∞; É|f(z1)| 6=
|f(z4)|; |f(z2)| 6= |f(z3)|: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ C = (B;E),3 ÇÄÅB = C \ {z : Im z = 0; |z − (z1 + z4)=2| > (z4 − z1)=2}; E = [z2; z3℄:ðÕÓÔØ C = (B; E ) { ÏÂÒÁÚ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f; ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(f): ÷×ÉÄÕ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÅÍËÏÓÔÉ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ
ap C = 
apC :�ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ �ÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �); ÔÏ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(f) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Rp(�): õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 ÄÁÅÔ
apC > 
apSym�C :ðÏÌÏÖÉÍ f(zj) = Wj ∈ R(f); prWj = wj ; j = 1; 2; 3; 4: (�ÁÍ, ÇÄÅ ÜÔÏÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚ f ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(f) É ÏÂÒÁÚ fÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ f( · )): ðÏÓËÏÌØËÕËÏÎÔÉÎÕÕÍ E ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ W2 É W3 ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(f); ÔÏ ÎÁÄÌÀÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�); � ∈ [|w2|; |w3|℄ ([|w3|; |w2|℄) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÜÔÏÇÏ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏËÏÍ�ÁËÔ Sym�E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË [W ∗2 ;W ∗3 ℄ ÎÁ ÌÉÓÔÅ D1 �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ
R(F ); prW ∗j = |wj |; j = 2; 3: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÎÔÉÎÕÕÍ R(f) \ B ÓÏ-ÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ W1 É W4: ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ 
(�); � ∈[|w1|; |w4|℄ ([|w4|; |w1|℄) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sym�B ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ [W ∗1 ;W ∗4 ℄ÎÁ ÌÉÓÔÅ Dp ⊂ R(F ) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ prW ∗j = (−1)p|wj |; j = 1; 4: éÚ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏÓÔÉ ÅÍËÏÓÔÉ
apSym�C > 
ap(R(F ) \ [W ∗1 ;W ∗4 ℄; [W ∗2 ;W ∗3 ℄):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C∗ = (B∗; E∗) ÏÂÒÁÚ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ (R(F ) \ [W ∗1 ;W ∗4 ℄;[W ∗2 ;W ∗3 ℄) �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F−1; ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Cz:íÎÏÖÅÓÔ×Ï B∗ ÅÓÔØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (× Cz), ÌÅÖÁÝÅÇÏÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ �(w1) É �(w4); Á ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï E∗ { ÏÔÒÅÚÏË [�(w2); �(w3)℄; ([�(w3); �(w2)℄): óÕÍÍÉÒÕÑ ×Ù�É-ÓÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÎÏ×Ø ËÏÎÆÏÒÍÎÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ3íÙ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, �ÒÉÎÑÔÙÈ × ÓÔÁÔØÅ [12℄.
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ap C > 
ap C∗: (4)ðÕÓÔØ ' { ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÉ z1; z2; z3× ÔÏÞËÉ ∞;−1 É 0; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷×ÉÄÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÁÎÇÁÒÍÏ-ÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÒÉ ÍÅÂÉÕÓÏ×ÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ(z3; z1; z2; z4) = (0;∞;−1; '(z4)) = −1='(z4) < 0:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ  { ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞ-ËÉ �(w1); �(w2); �(w3) × ÔÏÞËÉ ∞;−1; 0; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,ÔÏ(�(w3); �(w1); �(w2); �(w4)) = (0;∞;−1;  (�(w4))) = −1= (�(w4)):îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ  (�(w4)) �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÒÅÚËÕ[−1; 0℄ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) ×ÌÅÞÅÔ'(z4) 6 | (�(w4))|;ÞÔÏ Ó ×ÙÛÅ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ ÄÁÅÔ ÌÅ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (3).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÁ×ÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (3) �Ï×ÔÏÒÑÅÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÌÏÖÉÔØ
|f(z1)| 6= |f(z2)|; |f(z3)| 6= |f(z4)| É ×ÍÅÓÔÏ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ (C \ [z3; z4℄; [z1; z2℄):÷ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÉÎÙÅ ÄÒÏÂ-ÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ:' : z1; z2; z4 → −1; 0;∞ É  : �(w1); �(w2); �(w4) → −1; 0;∞:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ f { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ p Ó �ÏÑÓÏÍ ÌÅ-ÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �); Á ÅÅ Ä×Á ÎÕÌÑ z1; z2 É Ä×Á �ÏÌÀÓÁ �1; �2ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ �ÒÑÍÏÊ × �ÏÒÑÄËÅ z1; z2; �1; �2;ÔÏ

−(�1; z1; z2; �2) >
4��(� − �)2 :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ f = F É z1 = �, z2 = �, �1 = −�,�2 = −�.



26 ÷. î. äõâéîéîóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ z1 É �1 { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÕÌØ É �ÏÌÀÓ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÔÅ�ÅÎÉ p; ÉÍÅÀÝÅÊ �ÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓ-ËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �): �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÕÌÑ z2 ÜÔÏÊÆÕÎË�ÉÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∣∣∣∣
(z1 − z2)(�1 − z2)(�1 − z1) f ′(z2)∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣
�2 − �22� F ′(�)∣∣∣∣ :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ f = F É z1 = �, z2 = �, �1 = −�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÉ −1; 0; 1 × ÔÏÞËÉ z1; z2; �1; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ìÅ×ÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (3), �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Ë ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ f̃ = f ◦ � É ÔÏÞËÁÍ

−1; 0; x; 1; ÄÁÅÔ x1− x >

∣∣∣∣∣
�(� − �(f̃(x)))(� − �)(�+ �(f̃ (x))) ∣∣∣∣∣ :ïÔÓÀÄÁ limx→0 ∣∣∣∣∣

� − �(f̃ (x))x ∣∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣
�2 − �2� ∣∣∣∣ ;

|f̃ ′(0)|2 6

∣∣∣∣
�2 − �22� F ′(�)∣∣∣∣ :ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ f̃ ′(0) = f ′(z2)�′(0): óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �þÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ �ÏÌÕÞÉÔ ÄÒÕÇÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ× (3), ×ËÌÀÞÁÑ Ä×ÕÔÏÞÅÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ 
.m.p-ÌÉÓÔÎÁÑ × ËÒÕÇÅ U� ÆÕÎË-�ÉÑ Ó �ÏÑÓÏÍ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �); É �ÕÓÔØ −1 6 r1 < r2 <r3 < r4 6 1: ðÕÓÔØ w2; w3 { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊf([r2; r3℄); Á w1; w4 { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ \ÏÂÒÁÚÁ ÇÒÁÎÉ�Ù" 4 ËÒÕÇÁ U� ÓÒÁÚÒÅÚÁÍÉ [−1; r1℄; [r4; 1℄ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f: �ÏÇÄÁ

∣∣(�(w3); �(w1); �(w2); �(w4))∣∣ 6 −(k(r3); k(r1); k(r2); k(r4)); (5)ÇÄÅ k(�) = �(1 + �)−2 { ÆÕÎË�ÉÑ ëÅÂÅ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (5) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ f = F ◦ 	; wj = f(rj); j = 1; 2; 3; 4; ÇÄÅ 	 ÅÓÔØËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÒÕÇÁ U� ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ CzÓ ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ ×ÎÅ |z| < −�4éÍÅÅÔÓÑ ××ÉÄÕ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.



ðïñó ìåíîéóëá� é �åïòåíù éóëáöåîéñ 27ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ 	(rj); j = 1; 2; 3; 4; ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÏÓÉ × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÌÉÂÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, �ÒÉÞÅÍ
|	(rj)| > −�; j = 1; 4; É |	(rj)| 6 �; j = 2; 3:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �Ï ÆÏÒÍÅ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÌÅ×ÏÇÏ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (3) ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÇÄÅ zj = k(rj); j = 1; 2; 3; 4: ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÍÅ-ÓÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÀ f ◦ k−1;Á ÔÏÞËÉ wj ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó f ◦ k−1(zj); j = 1; 2; 3; 4: ÷ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ Ï ÚÎÁËÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (5) �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÔÉ×,ÞÔÏ × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÄÌÑ ÅÍËÏ-ÓÔÅÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏ× (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (4)) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÞÉÓÌÏ �ÏÌÀ-ÓÏ× ÆÕÎË�ÉÉ f Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ p − 1; É �ÕÓÔØ�1; �2 { ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ f; −1 < �1 < �2 < 1: �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ�; �2 < � < 1; ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï� − �(f(�))�+ �(f(�)) 6

�− �2� (� − �2)(1− ��2)(1− �1)2(�2 − �1)(1− �1�2)(1− �)2 : (6)åÓÌÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (6) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2�=(� − �);ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ
|f(�)| 6 F (u0); (7)ÇÄÅ u0 = (� − �y0)=(1 + y0); y0 { �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6). òÁ-×ÅÎÓÔ×Ï × (7) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ f = F ◦	; ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑz = 	(�) ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍk(�)− k(�1)k(�)− k(�2) 1=4− k(�2)1=4− k(�1) = z − �z − � �+ �2� :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f(1) = ∞: ðÏÌÁÇÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ2 r1 = �1; r2 = �2; r3 = �; r4 = 1; �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (6). îÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (6), Á ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (7)ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÚÎÁËÅ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á × ÔÅÏÒÅÍÅ 2. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3 �2 = 0: �ÏÇÄÁ

|f ′(0)| 6
(�2 − �2)(1− �1)2|F ′(�)|2��1Ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f = F ◦	 ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3.



28 ÷. î. äõâéîéî�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ f { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ 
.m.p-ÌÉÓÔÎÁÑ × ËÒÕÇÅ U� ÆÕÎË-�ÉÑ Ó �ÏÑÓÏÍ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �); É �ÕÓÔØ −1 6 �1 <�2 6 1: �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∣∣∣∣

2k[�(f(�1))− �(f(�2))℄(1 + k�(f(�1)))(1− k�(f(�2))) ∣∣∣∣ 6
4(�2 − �1)(1− �1�2)(1 + �1)2(1− �2)2 : (8)òÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (8) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉf(�) = F ( 2�k(1 + �2)) (9)É ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË �j ; j = 1; 2; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ −1 6 �1 <�2 6 1; |2�j=(k(1 + �2j ))| 6 −�; j = 1; 2: úÄÅÓØ k { ÍÏÄÕÌØ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ × §3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |f(�1)| 6= |f(�2)|: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ C = (B;E); ÇÄÅB = C! \ {! : Im ! = 0; 1=4 6 Re ! 6 +∞}; E = [k(�1); k(�2)℄É ! = k(�) { ÆÕÎË�ÉÑ ëÅÂÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C = (B; E ) ÏÂÒÁÚ ËÏÎ-ÄÅÎÓÁÔÏÒÁ C �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ◦k−1; ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(f): ÷×ÉÄÕ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÅÍËÏÓÔÉ
ap C = 
apC :�ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ �ÏÑÓ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �); ÔÏ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R(f) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Rp(�): ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Sym�B �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B∗; �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕÉÚ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R(F ) ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ ÌÉÓÔÅ Dp Ó �ÒÏÅË�ÉÅÊ[(−1)p�; (−1)p℄: ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ E ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ f(�1) É f(�2);ÔÏ ËÏÍ�ÁËÔ Sym�E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË E ∗ ÎÁ ÌÉÓÔÅ D1 �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ

R(F ) Ó �ÒÏÅË�ÉÅÊ [|f(�1)|; |f(�2)|℄ ([|f(�2)|; |f(�1)|℄): õÞÉÔÙ×ÁÑ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏÓÔØ ÅÍËÏÓÔÉ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 ÉÍÅÅÍ
apC > 
apSym�C > 
ap(B∗; E ∗):ðÕÓÔØ C∗ = (B∗; E∗) ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ (B∗; E ∗) �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÉ F−1; ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ × z-�ÌÏÓËÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï B∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {z : z2 ∈ [1=k2;+∞℄}; Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E∗ { ÏÔ-ÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ �(f(�1)) É �(f(�2)): óÕÍÍÉÒÕÑ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÅÍËÏÓÔÉ, ÚÁ-ËÌÀÞÁÅÍ 
ap C > 
ap C∗:



ðïñó ìåíîéóëá� é �åïòåíù éóëáöåîéñ 29ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
−(k(�2);∞; k(�1); 1=4) > |(�(f(�2));−1=k; �(f(�1)); 1=k)| (10)(ÓÍ. ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 1). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (8). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÚÎÁËÅ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á × (8) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ï ×ÓÅÈ,�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÅÍËÏÓÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ É × (10) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÚÎÁËÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. ðÕÓÔØ f { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ 
.m.p-ÌÉÓÔÎÁÑ × ËÒÕÇÅ U�ÆÕÎË�ÉÑ Ó �ÏÑÓÏÍ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �); É �ÕÓÔØ f(0) = 0:�ÏÇÄÁ

|f ′(0)| 6
2(1− k2�2)|F ′(�)|k :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ (9).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3 �1 = 0 É ÕÓÔÒÅ-ÍÉÔØ �2 Ë ÎÕÌÀ. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ 
.m.p-ÌÉÓÔÎÁÑ × ËÒÕÇÅ U� ÆÕÎË-�ÉÑ Ó �ÏÑÓÏÍ ÌÅÍÎÉÓËÁÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Lf (1; �); ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ◦' ÔÁËÖÅÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÁ ' ËÒÕÇÁ U� : ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ×ÙÔÅËÁÅÔ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÔÏÞÅË �1; �2 ∈ U� ; ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. W. K. Hayman, Resear
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