
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 456, 2017 Ç.å. á. ìÅÂÅÄÅ×Áâåúõóìï÷îáñ óèïäéíïó�ø òáúìïöåîéê ðïæòåêíáí ÷óðìåóëï÷÷×ÅÄÅÎÉÅâÅÚÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ �Ï ÂÁÚÉÓÁÍ ×Ó�ÌÅÓËÏ× × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Lp(R) ÉÚÕÞÅÎÁ �ÏÄÒÏÂÎÏ, É �ÅÒ×ÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ×Ó�ÌÅÓË-ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ × Lp(R)× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × L2(R) ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁ-ÚÉÓ, ÄÏËÁÚÁÎÙ é. íÅÊÅÒÏÍ É �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈÍÏÎÏÇÒÁÆÉÊ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ×Ó�ÌÅÓËÏ× ([4,9,11℄). üÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ×Ó�ÌÅÓË-ÆÕÎË�ÉÊ ( ∈ C1(R)), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÍÅÔÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÍ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ{úÉÇÍÕÎÄÁ [5℄. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ-ÀÝÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔØ, Á ÔÏÌØËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ×Ó�ÌÅÓË-ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ ç. çÒÉ�ÅÎÂÅÒÇÁ [3℄, ÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÓÉ-ÌÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ ð. ÷ÏÊÔÁÛÞÉËÁ [12℄ É �ÅÒÅÎÅÓÅÎ ÉÍ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÂÉÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ×Ó�ÌÅÓËÏ× × [6℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [10, ÇÌÁ×Á 11℄).÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ Lp(R) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ× ×Ó�ÌÅÓËÏ×.íÙ ÎÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÚÄÅÓØ ÆÒÅÊÍ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÔÅÒÍÉÎ \ÂÅÚÕÓÌÏ×-ÎÙÊ ÆÒÅÊÍ" ÕÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ [1℄. ïÓÎÏ×ÎÏÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1. �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍÙÅ ËÆÒÅÊÍÁÍ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ ð. ÷ÏÊÔÁÛÞÉËÁ. �ÁË ÞÔÏÎÁÛ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ð. ÷ÏÊÔÁÛÞÉËÁÎÁ ÆÒÅÊÍÙ ×Ó�ÌÅÓËÏ×.÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑîÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÒÅÊÍÁ. ðÕÓÔØ H { ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒ-ÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ A; B > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÆÒÅÊÍÙ ×Ó�ÌÅÓËÏ×, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ×Ó�ÌÅÓË-ÆÕÎË�ÉÉ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé 15-01-05796, óðÂçõ 9.38.198.2015 É ÆÏÎÄÏÍæÏÌØËÓ×ÁÇÅÎ. 135



136 å. á. ìåâåäå÷áÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ H ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏA‖f‖2 6

∞∑n=1 |(f; fn)|2 6 B‖f‖2;ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (fn)n∈N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÒÅÊÍÏÍ × H: þÉÓÌÁ AÉ B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊ É ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÁÍÉ ÆÒÅÊÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.åÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ A; B ÔÁË, ÞÔÏÂÙ A = B(= 1); ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ (fn)n∈N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÖÅÓÔËÉÍ ÆÒÅÊÍÏÍ (ÆÒÅÊÍÏÍ ðÁÒÓÅ×Á-ÌÑ) × H: æÒÅÊÍ ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ‖fn‖ = 1,n ∈ N, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ìÀÂÏÊ ÆÒÅÊÍ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (fn)n∈N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓÓÅÌÅ-×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ H ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÁ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∞∑n=1 |(f; fn)|2 6 B‖f‖2:æÒÅÊÍ (gn)n∈N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÆÒÅÊÍÁ (fn)n∈N, ÅÓ-ÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ H ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = ∑n∈N

(f; gn)fn: éÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÒÅÊÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ× H [2, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2.5℄. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÒÅÊÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ. åÓÌÉ ÆÒÅÊÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ,ÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÒÅÊÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ [2,ÌÅÍÍÁ 6.3.1℄. åÓÌÉ ÆÒÅÊÍ (gn)n∈N ÓÌÕÖÉÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÆÒÅÊÍÁ(fn)n∈N, ÔÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, (fn)n∈N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÆÒÅÊÍÏÍ ÄÌÑ(gn)n∈N. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï �ÁÒÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ×.ðÕÓÔØ f ∈ L2(R): ïÂÏÚÎÁÞÉÍ fj;k(x) := 2j=2f(2jx− k); j; k ∈ Z: òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ  ;  ̃ ∈ L2(R). åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ { j;k}(j;k)∈Z2 ,
{ ̃j;k}(j;k)∈Z2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÁÒÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ×, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏÚÁÄÁÎÁ �ÁÒÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ× ×Ó�ÌÅÓËÏ× × L2(R): âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂ-ÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï ÆÒÅÊÍÁÈ É ÆÒÅÊÍÁÈ ×Ó�ÌÅÓËÏ× × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ × [2, 8℄. òÅÚÕÌØÔÁÔÙðÕÓÔØ { j;k}(j;k)∈Z2 , { ̃j;k}(j;k)∈Z2 { �ÁÒÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ××Ó�ÌÅÓËÏ× × L2(R). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑j;k∈Z

(f;  ̃j;k) j;k ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L2(R): �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ



âåúõóìï÷îáñ óèïäéíïó�ø òáúìïöåîéê 137ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× ∑j;k∈Z

(f;  ̃j;k) j;k × �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×ÁÈ Lp(R), ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ  ,  ̃ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Lp(R)�ÒÉ ÌÀÂÏÍ p ∈ (1; ∞):�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ { j;k}(j;k)∈Z2 , { ̃j;k}(j;k)∈Z2 { �ÁÒÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈÆÒÅÊÍÏ× ×Ó�ÌÅÓËÏ× × L2(R), É �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÅÔÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÁ [0; ∞) ÆÕÎË�ÉÑ �; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ
∞∫0 �(x) ln(1 + x) dx <∞; É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ | (x)|; | ̃(x)| 6 �(x);ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ Lp(R); 1 < p <∞, ÒÑÄ

∑j;k∈Z

(f;  ̃j;k) j;kÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × Lp(R).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÍÁÖÏÒÁÎÔÙ) ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ  ; ̃ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ Lp(R); 1 6 p < ∞: òÁÚÏÂØÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U"f := ∑(j;k)∈Z2 "j;k(f;  ̃j;k) j;k;ÇÄÅ " = ("j;k)(j;k)∈Z2 , "j;k = ±1 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁËÏ×.ìÅÍÍÁ 1 ([12, ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄, [10, ÌÅÍÍÁ 11.1.9℄). ðÕÓÔØ f ∈ L2(R)∩L1(R); � > 0. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÅÔÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÁ[0; ∞) ÆÕÎË�ÉÑ �; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ ∞∫0 �(x) ln(1 + x) dx < ∞;É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ | (x)|; | ̃(x)| 6 �(x): �ÏÇÄÁ�{x ∈ R : |U"f(x)| > �} 6
C� ‖f‖1;ÇÄÅ � { ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ.



138 å. á. ìåâåäå÷áìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ U
f := ∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k; 1 < p <∞. ðÕÓÔØ ÆÕÎË-�ÉÉ  É  ̃ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏ-ÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× 
 ⊂ Z
2 É ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ Lp(R) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï
‖U
f‖p 6 M‖f‖p;ÇÄÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ M ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p É ÆÕÎË�ÉÊ  ;  ̃.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË { j;k}(j;k)∈Z2 É { ̃j;k}(j;k)∈Z2 { ÆÒÅÊÍÙ, ÔÏÏ�ÅÒÁÔÏÒ U" ÉÍÅÅÔ ÓÉÌØÎÙÊ ÔÉ� (2; 2): äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

‖U"f‖2 = ∥∥∥∥
∑(j;k)∈Z2 "j;k(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥2= ∣∣∣∣

( ∑(j;k)∈Z2 "j;k(f;  ̃j;k) j;k; g)∣∣∣∣= ∣∣∣∣
∑(j;k)∈Z2 "j;k(f;  ̃j;k)( j;k; g)∣∣∣∣;ÇÄÅ ‖g‖2 6 1. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÒÅÊÍÁ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

∣∣∣∣
∑(j;k)∈Z2 "j;k(f;  ̃j;k)( j;k ; g)∣∣∣∣2 6

∑(j;k)∈Z2 |(f;  ̃j;k)|2 ∑(j;k)∈Z2 |( j;k; g)|2= BB̃‖g‖22‖f‖22 6 BB̃‖f‖22;ÇÄÅB, B̃ { ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÆÒÅÊÍÏ× { j;k}(j;k)∈Z2 É { ̃j;k}(j;k)∈Z2 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕíÁÒ�ÉÎËÅ×ÉÞÁ, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖U"f‖p 6 M‖f‖p ÄÌÑ 1 < p < 2 Éf ∈ L2(R)∩L1(R). éÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ Lp(R), 1 < p < 2,ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U
 × ×ÉÄÅ �ÏÌÕÓÕÍÍÙÄ×ÕÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ U"; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ U
 × Lp(R) É�ÌÏÔÎÏÓÔÉ L2(R) ∩ L1(R) × Lp(R):



âåúõóìï÷îáñ óèïäéíïó�ø òáúìïöåîéê 139ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ 2 < p <∞. �ÏÇÄÁ
‖U
f‖p = ∥∥∥∥

∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥p= ∣∣∣∣
( ∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k; g)∣∣∣∣= ∣∣∣∣
(f; ∑(j;k)∈
( j;k; g) ̃j;k)∣∣∣∣;ÇÄÅ ‖g‖q 6 1; 1=p+ 1=q = 1: ðÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ç�ÅÌØÄÅÒÁ É ÔÅÍ,ÞÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ 1 < q < 2, ÍÙ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ�ÏÌÕÞÉÍ

∣∣∣∣
(f; ∑(j;k)∈
( j;k; g) ̃j;k)∣∣∣∣ 6 ‖f‖p∥∥∥∥ ∑(j;k)∈
( j;k; g) ̃j;k∥∥∥∥q

6 M‖f‖p‖g‖q 6 M‖f‖p: �ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ f j;k ∈ Lp(R). �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ n0(") ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÎÄÅËÓÏ× 
 ⊂ Z
2 \ Bn0("); ÇÄÅ Bn0(") { ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ n0(") Ó �ÅÎÔÒÏÍ× ÎÕÌÅ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∥∥∥∥

∑(j;k)∈
 f j;k∥∥∥∥p < ", ÔÏ Ä×ÏÊÎÏÊ ÒÑÄ
∑j;k∈Z

f j;k ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × Lp(R).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÒÑÄÏ×.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ f ∈ L2(R), É { j;k}(j;k)∈Z2 , { ̃j;k}(j;k)∈Z2 { �ÁÒÁ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ× ×Ó�ÌÅÓËÏ× × L2(R). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ n0(") ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÎÄÅËÓÏ× 
 ⊂ Z
2 \Bn0("); ÇÄÅ Bn0(") { ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ n0(") Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×ÎÕÌÅ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∥∥∥∥

∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥2 < ".



140 å. á. ìåâåäå÷áäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
∥∥∥∥

∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥2 = ∣∣∣∣
( ∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k; g
)∣∣∣∣= ∣∣∣∣

∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k)( j;k; g
)∣∣∣∣;ÇÄÅ ‖g
‖2 6 1: �ÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÒÅÊÍÁ É×ËÌÀÞÅÎÉÑ ((f;  ̃j;k))(j;k)∈Z2 ∈ l2, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ
∣∣∣∣

∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k)( j;k ; g
)∣∣∣∣2
6

∑(j;k)∈
 |(f;  ̃j;k)|2 ∑(j;k)∈Z2 |( j;k; g
)|2 6 B‖g
‖22" 6 B";ÇÄÅ B { ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÆÒÅÊÍÁ { j;k}(j;k)∈Z2 . �ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ g ∈ Lp(R); 1 < p < ∞ É ÆÕÎË�ÉÉ  ;  ̃ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÞÉÓÌÏ n0(") ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×
 ⊂ Z
2 \ Bn0("); ÇÄÅ Bn0(") { ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ n0(") Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ,×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∥∥∥

∑(j;k)∈
(g;  ̃j;k) j;k∥∥∥p < ":äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ p0 > 3, ÞÔÏÂÙ p0 − 2 < p < p0, ÉÎÁÊÄÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÊ ‖g − f‖p < ". äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ×ÅÒÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÌÅÍÍÙ.éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á çÅÌØÄÅÒÁ É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ
∫

R

∣∣∣∣
∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k(x)∣∣∣∣p dx

6

( ∫

R

∣∣∣∣
∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k(x)∣∣∣∣(p−p0+2) 2p−p0+2 dx) p−p0+22

×

( ∫

R

∣∣∣∣
∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k(x)∣∣∣∣(p0−2) 2p0−p dx) p0−p2
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∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥p−p0+22 ×

∥∥∥∥
∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥p0−22(p0−2)p0−p

6

(M‖f‖ 2(p0−2)p0−p )p0−2 ∥∥∥∥
∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥p−p0+22 ;ÇÄÅM ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p, p0,  É  ̃. �ÁË ËÁË f ∈L2(R), ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ 5 ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f .äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈ Lp(R) ×Ù×ÏÄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2, ÔÁË ËÁË

∥∥∥∥
∑(j;k)∈
(g;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥p

6

∥∥∥∥
∑(j;k)∈
(g − f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥p + ∥∥∥∥

∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥p
6 M‖g − f‖p + ∥∥∥∥

∑(j;k)∈
(f;  ̃j;k) j;k∥∥∥∥p: �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÅ-ÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 5 É ÌÅÍÍÙ 3.éÚ ÌÅÍÍ 3{5 ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × Lp(R); 1 < p < ∞, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÁÒÅÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ× ÉÚ L2(R).�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ {fn}n∈N É {f̃n}n∈N { �ÁÒÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ×× L2(R), fn; f̃n ∈ Lp(R); 1 < p < ∞, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ MÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× 
 É ÌÀÂÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ∈ Lp(R) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∥∥∥∥

∑n∈
(f; f̃n)fn∥∥∥∥p 6 M‖f‖p; (1)ÔÏ ÒÑÄ ∑n∈N

(f; f̃n)fn ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × Lp(R):�ÅÏÒÅÍÁ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ× ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏ-×Ù×ÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ �Ï ÂÁ-ÚÉÓÁÍ ×Ó�ÌÅÓËÏ×.



142 å. á. ìåâåäå÷á�ÅÏÒÅÍÁ 3 (ÇÌÁ×Á 1, §4, ÔÅÏÒÅÍÁ 10 [7℄). ðÕÓÔØ X { ÂÁÎÁÈÏ×Ï �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ �ÏÌÎÁÑ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ × X ÓÉÓÔÅÍÁ
{xn}∞n=1 Ñ×ÌÑÌÁÓØ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,ÞÔÏÂÙ ÎÁÛÌÁÓØ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÞÉ-ÓÅÌ {"n}Nn=1  "n = ±1 ÄÌÑ 1 6 n 6 N; N = 1; 2; : : : ; ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ∥∥∥∥

N∑n=1 "n(x; yn)xn∥∥∥∥ 6 M‖x‖; (2)ÇÄÅ {xn; yn}∞n=1 { ÂÉÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.õÓÌÏ×ÉÑ (1) É (2) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) ÄÌÑ �ÁÒÙÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ× ×Ó�ÌÅÓËÏ× �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ × ÌÅÍÍÅ 2, ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ð. ÷ÏÊÔÁÛÞÉËÁ. ìÅÍÍÙ 3{5 ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÒÅÊÍÏ×.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ í. á. óËÏ�ÉÎÏÊ ÚÁÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. P. G. Casazza, O. Christensen, Hilbert spae frames ontaining Riesz basis and Ba-nah spaes whih have no subspae isomorphi to 0. | J. Math. Anal. Appl. 202(1996), 940{950.2. O. Christensen, An Introdution to Frames and Riesz Bases. Applied and Numer-ial Harmoni Analysis, Birkh�auser, Boston, 2016.3. G. Gripenberg,Wavelet bases in Lp(R). | Studia Math 106, No. 2 (1993), 175{187.4. é. äÏÂÅÛÉ, äÅÓÑÔØ ÌÅË�ÉÊ �Ï ×ÅÊ×ÌÅÔÁÍ, éÖÅ×ÓË: îéã òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ É ÈÁÏÔÉ-ÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ, 2001.5. å. í. äÙÎØËÉÎ, â. ð. ïÓÉÌÅÎËÅÒ, ÷ÅÓÏ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÉÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. | éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎ. óÅÒ. íÁÔ. ÁÎÁÌ. 21 (1983), 42{129.6. T. Fiegel, P. Wojtaszzyk, Speial bases in funtional spaes. | Handbook of theGeometry of Banah Spaes, Volume 1 (2001), 561{597.7. â. ó. ëÁÛÉÎ, á. á. óÁÁËÑÎ, ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ, áã�, 1999.8. A. Krivoshein, V. Protasov, M. Skopina, Multivariate wavelet frames, Springer Sin-gapore, 2016.9. Y. Meyer, Wavelets and Operators, Cambridge University Press, Cambridge, MA,1992.10. é. ñ. îÏ×ÉËÏ×, ÷. à. ðÒÏÔÁÓÏ×, í. á. óËÏ�ÉÎÁ, �ÅÏÒÉÑ ×Ó�ÌÅÓËÏ×, æÉÚÍÁÔÌÉÔ,2005.11. P. Wojtaszzyk, A Mathematial Introdution to Wavelets, Cambridge UniversityPress, Cambridge, MA, 1997.12. P. Wojtaszzyk, Wavelets as unonditional bases in Lp(R). | J. Fourier Anal. 5,No. 1 (1999), 73{85.



âåúõóìï÷îáñ óèïäéíïó�ø òáúìïöåîéê 143Lebedeva E. A. Unonditional onvergene for wavelet frame expan-sions.Let { j;k}(j;k)∈Z2 , { ̃j;k}(j;k)∈Z2 be dual wavelet frames in L2(R), andlet � be an even, bounded funtion monotone dereasing on [0; ∞) suhthat
∞∫0 �(x) ln(1 + x) dx <∞;and | (x)|; | ̃(x)| 6 �(x): Then the series ∑j;k∈Z

(f;  ̃j;k) j;k onvergesunonditionally in Lp(R), 1 < p <∞. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 3 ÍÁÑ 2017 Ç.óðÂçõ, õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÁÑ ÎÁÂ.Ä.7-9., 199034, óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ;óðÂðõ, ðÏÌÉÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ 29, 195251óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇE-mail : ealebedeva2004�gmail.om


