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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ É ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÒÁÄÉÕÓÁ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚ-ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ (Ô.Å. ÏÄÎÏ-ÌÉÓÔÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ) Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ f(0) = 0; fz(0) = 1; (1)ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÎÉÖÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ z É z ÏÚÎÁÞÁÀÔ ×ÚÑÔÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÓÍÙÓÌÅ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ.ïÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ U ⊂ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ a ∈ U , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ U ÏÔÒÅÚÏË [a; z℄, ÓÏ-ÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÅÅ Ó ÔÏÞËÏÊ a, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × U . ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ, Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁ-ÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ �ÒÏÓÔÏ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ. çÒÁÎÉ�ÁÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ËÒÉ-×ÏÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ  ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ argw ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉÄ×ÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ w �Ï  × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.òÁÄÉÕÓÏÍ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ R > 0 (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÒÕÇ DrÒÁÄÉÕÓÁ 0 < r 6 R Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ×ÓÅ-ÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÁ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ. ÷Ï�ÒÏÓ ÏÒÁÄÉÕÓÅ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎ Ó ×Ï�ÒÏÓÏÍ Ï ÒÁÄÉÕÓÅ ×Ù�ÕË-ÌÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÏÂÒÁÚ ËÒÕÇÁ Dr�ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ).ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÒÁÄÉÕÓ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ë£ÂÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ(ÇÒÁÎÔ 17-11-01064). 16



ï òáäéõóå ú÷åúäïïâòáúîïó�é çáòíïîéþåóëéè 17�ÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÊ, ÔÏ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ-ÔÏÞÎÏÊ) ÒÁÄÉÕÓÁ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ SH ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-ÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ D := {z ∈ C : |z| < 1} Ó ÕÓÌÏ×É-ÑÍÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ (1), ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÇÒÁÎÉ�. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ(ÓÍ. [1℄), ÌÀÂÏÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f(z) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅf(z) = h(z) + g(z), ÇÄÅ h(z) É g(z) { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÁÚÙ×Á-ÅÍÙÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .äÌÑ f ∈ SH ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ × ËÒÕÇÅ D, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÎÏÒÍÉ-ÒÏ×ËÅ h(0) = 0; h′(0) = 1; g(0) = 0; (2)ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
SH ∋ f(z) = h(z) + g(z); h(z) = z + ∞

∑n=2anzn; g(z) = ∞
∑n=1 bnzn: (3)éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÓÔÉ É ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ fÓÌÅÄÕÅÔ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄), ÞÔÏ ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ Jf �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ×ÓÀÄÕ× D, Ô.Å. Jf (z) = |h′(z)|2 − |g′(z)|2 > 0; z ∈ D: (4)õÓÌÏ×ÉÅ (4) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ f .÷×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ËÌÁÓÓ S0H := {f ∈ SH : fz(0) = 0}. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕËÌÁÓÓÁÍÉ S0H É SH ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ (ÓÍ. [2℄) Ó×ÑÚØ: ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ f ∈ SH ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅf = F + b1F ; (5)ÇÄÅ F ∈ S0H . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ SH ÍÏÖÎÏ�ÏÌÏÖÉÔØ F = f − b1f1− |b1|2 ;�ÒÉÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÑ F ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ (4) �ÒÉ z = 0ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |b1| < 1. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [1℄), ÞÔÏ ËÌÁÓÓ S0H Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ.



18 á. ï. âáçáðûèÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÎÙÍ �ÏÄËÌÁÓÓÏÍ ËÌÁÓÓÁ SH Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ S ËÏÎ-ÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ D, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ f(0) = 0 É f ′(0) = 1 (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄). îÁÍ �ÏÎÁ-ÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÏÄËÌÁÓÓ CH ËÌÁÓÓÁ SH , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ D ÎÁ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,�ÏÌÏÖÉÍ C0H := {f ∈ CH : fz(0) = 0}.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ × ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÅÓÌÉ ÅÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊÌÉÂÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÌÉÂÏ �ÕÓÔÏ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ �Ï �ÅÌÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ(×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ), ÌÉÂÏ ×Ï×ÓÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ. áÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ × ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.ïÂÌÁÓÔØ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ×Ù-�ÕËÌÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁËÒÕÇÁ �ÒÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 (Clunie, Sheil-Small, 1984). ðÕÓÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ f = h + g ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × ËÒÕÇÅ DR, R > 0. �ÏÇÄÁ ÏÎÁÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÜÔÏÔ ËÒÕÇ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ × ÔÏÍ ÉÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ [0; 2�) ÆÕÎË�ÉÑ '�(z) :=h(z) + ei�g(z) ËÏÎÆÏÒÍÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ DR ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ×Ù�ÕËÌÕÀ ×ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.ðÕÓÔØ  { �ÒÏÓÔÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 0 6∈.óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ  Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÁ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �, ÅÓÌÉ ÌÕÞ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ  ÎÅ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÏÄ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ  Ó �ÒÑÍÏÊ ÎÅ ×ÎÅÛ-ÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ ÔÁËÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀ-ÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ , ÌÅÖÁÝÉÅ ËÁË× ÏÄÎÏÊ, ÔÁË É × ÄÒÕÇÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.öÏÒÄÁÎÏ×Õ ÏÂÌÁÓÔØ U , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÔÁËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÁÚÏ×ÅÍ Ú×ÅÚÄÏ-ÏÂÒÁÚÎÏÊ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �. ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔØ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉ-ÑÈ �2 É −
�2 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔØÀ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.öÏÒÄÁÎÏ×Á ÏÂÌÁÓÔØ U Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÁ ×ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÁ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÑÍ � ∈ [0; 2�).



ï òáäéõóå ú÷åúäïïâòáúîïó�é çáòíïîéþåóëéè 19áÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ-×ÅÒÎÙÍ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ËÌÁÓÓÁ SH(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, �. 6.7℄). ïÄÎÁËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ CH , × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. æÕÎË�ÉÑ f = h+ g ∈ CH ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÕÇ Dr ÒÁÄÉÕÓÁr ∈ (0; 1) ÎÁ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ [0; 2�) ÆÕÎË�ÉÑ '�(z) = h(z) + ei�g(z) ÏÔÏÂÒÁ-ÖÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Tr = {|z| = r} ÎÁ ËÒÉ×ÕÀ, Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÕÀ × ×ÅÒ-ÔÉËÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ CH Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎ-ËÁ Rs(CH) > Rs(S) = th �4 ≈ 0:65ÒÁÄÉÕÓÁ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ. üÔÁ Ï�ÅÎËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÈ × ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ. äÒÕÇÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÒÁÄÉÕÓÏ× ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ É Ú×ÅÚ-ÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ É ÇÁÒ-ÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ [4{10℄.
§2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁðÕÓÔØ f = h + g { ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × D ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ëÁË�ÏËÁÚÁÎÏ × [1℄, ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ f(Tr) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ:��� arg{�f(rei�)�� }

> 0 (6)ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ [0; 2�). üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÏÌÏ-ÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ h É g × ×ÉÄÅRe {z2h′′(z) + z2g′′(z)zh′(z)− zg′(z) + zh′(z) + zg′(z)zh′(z)− zg′(z)} > 0; (7)ÇÄÅ z = rei� . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØg ≡ 0, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ (ÓÍ. [3℄) Re {1 + zf ′′(z)f ′(z) }

> 0: (8)



20 á. ï. âáçáðûú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ f(Tr) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Tr ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ (ÓÍ.[1℄) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ��� arg{f(rei�)} > 0 (9)ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ [0; 2�). üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔh É g ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅRe {zh′(z)− zg′(z)h(z) + g(z) }

> 0 ÉÌÉ ∣

∣

∣

∣

∣

arg{zh′(z)− zg′(z)h(z) + g(z) }
∣

∣

∣

∣

∣

6
�2 : (10)÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f { ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (g ≡ 0), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (ÓÍ. [3℄)Re {zf ′(z)f(z) }

> 0 ÉÌÉ ∣

∣

∣

∣

arg{zf ′(z)f(z) }∣

∣

∣

∣

6
�2 : (11)ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÂÌÁÓÔÉ U�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÅÊ zf ′(z) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ f (ÓÍ. ÓÈÏÖÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ × [1, ÓÔÒ. 108℄).ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f = h + g É F = H + G { Ä×Å ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÅÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÑÚÁÎÙÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ zH ′(z) = h(z); zG′(z) = −g(z): (12)�ÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ f(Tr) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Tr Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÍ É ÌÉÛØ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ F (Tr) { ×Ù�ÕËÌÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (12),ÎÁÈÏÄÉÍ h′(z) = zH ′′(z) +H ′(z); −g′(z) = zG′′(z) +G′(z):ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó (12) × �ÅÒ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÚ (10), �ÏÌÕÞÁÅÍRe {zh′(z)− zg′(z)h(z) + g(z) } = Re {z2H ′′(z) + z2G′′(z)zH ′(z)− zG′(z) + zH ′(z) + zG′(z)zH ′(z)− zG′(z)} :îÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ Ú×ÅÚ-ÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ f(Tr) (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (10)), Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÒÁ×ÏÊ { ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ F (Tr) (ÓÍ. (7)). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



ï òáäéõóå ú÷åúäïïâòáúîïó�é çáòíïîéþåóëéè 21äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ F ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (12) Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ H(0) = G(0) = 0. �ÁË ËÁË f ∈ CH , ÔÏ �ÒÉ0 < |z| < 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |h(z)| > |g(z)| (ÓÍ. [2℄). îÏ ÔÏÇÄÁÄÌÑ ÑËÏÂÉÁÎÁ JF (z) ÆÕÎË�ÉÉ F Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁJF (z) = |H ′(z)|2 − |G′(z)|2 = |h(z)|2 − |g(z)|2
|z|2 > 0;ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F . ðÏ ÌÅÍÍÅ 1Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ f(Tr) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ F (Tr).îÏ ÔÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ F ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × D, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅ-ÏÒÅÍÅ 1, ÏÂÌÁÓÔØ F (Dr) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÒÉ×ÁÑ F (Tr) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×Ù�ÕËÌÙÍÉ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ� ∈ [0; 2�) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ��(z) = H(z)− ei�G(z) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-ÅÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÒÕÇÁ Dr ÎÁ ×Ù�ÕËÌÕÀ × ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔØ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ��(Tr) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÑÍÏÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ V (�) := Im

{��(rei�)}, ÎÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ �Å-ÒÉÏÄÏÍ 2�. îÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË � = ±�. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ��(Dr)× ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ V (�) ÉÍÅÅÔ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [−�; �℄ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.ðÕÓÔØ ��(Dr) ×Ù�ÕËÌÁ × ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ V (�) ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ �1 É �2 ÓÔÒÏÇÏÇÏÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É V (�1) 6 V (�2). �ÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑÔÏÞËÁ �min ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ V (�min) < V (�1). ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �1 ÎÁÊ-ÄÕÔÓÑ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ �′1 É �′′1 , ÇÄÅ �′1 < �′′1 < �min, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏV (�min) < V (�′1) = V (�′′1 ) < V (�1) 6 V (�2). îÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [�′′1 ; �2℄ ÆÕÎË�ÉÑ V (�) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ×ÓÅ Ó×ÏÉ �ÒÏÍÅÖÕ-ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ V (�min) ÄÏ V (�2), × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ�′2 > �′′1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ V (�′2) = V (�′1) = V (�′′1 ), Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×Ù-�ÕËÌÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ F (Tr) × ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ, ÏÂÒÁÔÎÏ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ V (�) ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚ-ËÅ [−�; �℄ �Ï ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ�max É �min ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁË ËÁË V (�) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ



22 á. ï. âáçáðûÔÏÞÅË ±�, ÔÏ �max < �min. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−�; �) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ �0,ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ V (�0) = V (−�) = V (�), �ÒÉÞÅÍ �max < �0 < �min.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�; �0℄ ÆÕÎË�ÉÑ V (�) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÀÂÏÅÓ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ä×Á ÒÁÚÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ �1 < �2 <�3, ÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [�1; �3℄ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕ-ÍÁ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ [−�; �℄ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ Ë ÏÔ-ÒÅÚËÕ [�0; �℄.�ÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ, �ÒÉÎÉÍÁÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÅÊ V (�) ÎÁ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−�; �0) É (�0; �), ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ É ÎÁ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ[−�; �℄ ÆÕÎË�ÉÑ V (�) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÀÂÏÅ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍÄ×Á ÒÁÚÁ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ��(Dr) ×Ù�ÕËÌÁ × ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ � = �min É � =�max, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ��� Im {��(rei�)} = 0É �ÒÉ ÜÔÏÍ V ′(�) = ��� Im {��(rei�)} ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚÔÏÞËÉ �min É �max. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÝÅ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ �′, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ V ′(�′) = 0, ÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÑ V ′(�) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁËÁ, ÉÎÁÞÅ �′ { ÔÏÞËÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (12), �ÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ z = rei� :��� Im {��(z)} = Im{iz�′�(z)} = Re {z�′�(z)}= Re {z(H ′(z)− ei�G′(z))} = Re {'�(z)} :éÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = �min É � = �maxÂÕÄÅÔ Re {'�(rei�)} = 0;�ÒÉÞÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Re {'�(rei�)} ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á ÏÔ�min É �max. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË �, ÇÄÅ Re {'�(rei�)} = 0, ×ÅÌÉÞÉÎÁRe {'�(rei�)} ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ.üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÉÍÁÑ ÏÓØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÅ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÒÉ-×ÕÀ '�(Tr) ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ wmax='�(rei�max) É wmin = '�(rei�min);×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ�, �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ Re {'�(rei�)} ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÔÏ ÅÓÔØ



ï òáäéõóå ú÷åúäïïâòáúîïó�é çáòíïîéþåóëéè 23ËÒÉ×ÁÑ '�(Tr) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÍÎÉÍÕÀ ÏÓØ × ÔÏÞËÅ '�(rei�) ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, '�(Tr) Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÁ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ.åÓÌÉ ÖÅ ËÒÉ×ÁÑ ��(Tr) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅÕÞÁÓÔËÉ, ÔÏ ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉËÒÉ×ÏÊ '�(Tr), ÞÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ × ×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ËÌÁÓÓÁ CH Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁRs(CH) > th �4 ≈ 0:65ÒÁÄÉÕÓÁ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f = h+g ∈ C0H . �ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏ-ÒÅÍÅ 1, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ [0; 2�) ÆÕÎË�ÉÑ '�(z) = h(z)+ei�g(z) ËÏÎÆÏÒÍ-ÎÁ ×Ï ×ÓÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ D. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ(2) ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ SH É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ g′(0) = 0, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅ-ÇÏ ÅÇÏ �ÏÄËÌÁÓÓ S0H , ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ '� ∈ S. îÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ S ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. ×ÙÛÅ), ÒÁÄÉÕÓ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁ-×ÅÎ Rs(S) = th �4 ≈ 0:65:ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ r 6 Rs(S) ÏÂÌÁÓÔØ '�(Dr) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚ-ÎÏÊ (×Ï ×ÓÅÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ). îÏ ÔÏÇÄÁ,ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÏÂÌÁÓÔØ f(Dr) ÔÁËÖÅ Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÁ. ÷×ÉÄÕ Ó×Ñ-ÚÉ (5) ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ËÌÁÓÓÏ× CH É C0H , ÏÂÌÁÓÔØ f(Dr) ÂÕÄÅÔ Ú×ÅÚ-ÄÏÏÂÒÁÚÎÏÊ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ CH .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. P. Duren, Harmoni mappings in the plane. | Cambridge Trats in Math., Cam-bridge Univ. Press 156 (2004).2. J. G. Clunie, T. Sheil-Small, Harmoni univalent funtions. | Ann. Aad. Si.Fenn. Ser. A. I. 9 (1984), 3{253. ç. í. çÏÌÕÚÉÎ, çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.| í.: îÁÕËÁ (1966).4. T. Sheil-Small, Constants for planar harmoni mappings. | J. London Math. So.,42 (1990), 237{248.5. A. W. Goodman, E. B. Sa�, On univalent funtions onvex in one diretion. |Pro. Amer. Math. So., 73 (1979), 183{187.6. St. Rusheweyh, L. Salinas, On the preservation of diretion-onvexity and theGoodman-Sa� onjeture. | Ann. Aad. Si. Fenn. Ser. A.I., 14 (1989), 63{73.
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