
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 455, 2017 Ç.á. ì. óÍÉÒÎÏ×îåëìáóóéþåóëéå âéòáãéïîáìøîùåíïäåìé SpeQ ÷×ÅÄÅÎÉÅäÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ,ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚ�Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÍÅÅÔÓÑ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÁÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÈÏÄÁ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ:�ÏÄÈÏÄ û. èÁÒÁÎÁ [1℄ É �ÏÄÈÏÄ î. äÕÒÏ×Á [2℄. ÷ÉÄÉÍÏ, ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÏÄÈÏÄÏ× ÎÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ×ÓÅÍ �ÏÖÅÌÁÎÉÑÍ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÅÏÒÉÊ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ËÏÌØ�Á É ÓÈÅÍÙ, ÉÚÕÞÅÎÉÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ËÁË ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ, ÔÁË É ÄÌÑ �ÒÏÑÓÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊÓÉÔÕÁ�ÉÉ. äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �ÏÄÈÏÄÏÍ äÕÒÏ×Á.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ. ðÕÓÔØ X { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁÄ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÍ �ÏÌÅÍ F É K = F (X) { �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X . îÁÓÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÏÌÑ K, ÔÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅËÒÉ×ÙÅ V=F Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F (V ) = K. óÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÔÁËÉÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÑÓÎÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÒÅÄÉ ÍÏÄÅÌÅÊ K ÉÍÅ-ÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÉÑÔÎÁÑ { �ÏÌÎÁÑ É ÇÌÁÄËÁÑ. ÷ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÍÏÄÅÌÉÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ �ÏÌÎÏÊ É ÇÌÁÄËÏÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÉÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÓÈÅÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄).ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ É × ÞÉÓÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-ÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ Ó�ÅËÔÒÏ× ËÏÌÅ� �ÅÌÙÈ × ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÌÑÈ.þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔØ ×ÅÓØÍÁ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÁ×ÎÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ�ÏÄÓÈÅÍÙ, ÄÁ É ÔÏ ÎÅ ×ÓÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ Ó�ÅËÔÒÙ ÎÅÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÌÅÊ. îÏ ÎÅÌØÚÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÏÚÄÁÔØËÁÓ� Õ SpeZ ÉÌÉ ÓËÌÅÉÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ-×ÁÑ, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ËÁÓ�, ÎÏÄÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ, ÍÏÄÅÌØ, �ÏÌÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ òææé-16-01-00750).181



182 á. ì. óíéòîï÷óÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈËÏÌÅ� É ÓÈÅÍ. ðÒÉÍÅÒÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ËÏÌÅ� ÕËÁ-ÚÁÎÙ × [4℄ É ÎÁÚ×ÁÎÙ ËÏÎÇÒÕÜÎ�-ËÏÌØ�ÁÍÉ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÒÏÄÏÌ-ÖÁÅÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÌÅÊ.÷ §1 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ËÏÌØ�ÁÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ××ÅÄÅ-ÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÇÒÕÜÎ�-�ÏÄËÏÌØ�Á É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ å×ÄÏËÉ-ÍÏ×Á. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × §2. á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.2 É 2.2.3. üÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ × �Ï-ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ �ÌÁÎÉÒÕÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÂÉÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ Q. ÷ §3 �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎ �ÏÄÈÏÄ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� Ó �ÏÍÏÝØÀÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ �ÏÄËÏÌÅ� Z.äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ×Ï ×ÒÅÍÑ �ÒÅÂÙ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÒÁ× íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ éÎÓÔÉÔÕÔÅ íÁËÓÁ ðÌÁÎËÁ × âÏÎÎÅ × 2016 ÇÏÄÕ.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ éÎÓÔÉÔÕÔ É ÅÇÏ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏ× ÚÁ ÇÏÓÔÅ�ÒÉÉÍÓÔ×Ï.
§1. ëÏÎÇÒÕÜÎ�-�ÏÄËÏÌØ�ÁïÂÙÞÎÏ ÎÉÖÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÒÍÉÎ \ËÏÌØ�Ï" ×ÍÅÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎÁ\ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ËÏÌØ�Ï" [2℄. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, R(n) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-ÁÒÎÙÈ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ R. ðÒÉ ÜÔÏÍ R(n) = Rn ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÌØ�Á R. ÷ÓÅ ËÏÌØ�Á�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ.1.1. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. úÄÅÓØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÈ. ïÎÉ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÂÒÁÚ�ÏÍ�ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ-×ÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × [3℄.1.1.1. óÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ �ÏÄÓÈÅÍ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ï�ÉÛÅÍ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÓÈÅÍ. üÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ ÎÉÖÅÂÕÄÅÔ �ÒÉÍÅÎÅÎ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÓÈÅ-ÍÁÍÉ. ðÕÓÔØ U = SpeA, I { ÉÄÅÁÌ ×A É Z = SpeA=I { ÚÁÍËÎÕÔÁÑ �ÏÄ-ÓÈÅÍÁ U . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ �ÏÄËÏÌØ�Ï E ⊂ A=I É W = SpeE.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÓÈÅÍ Z � � j //p
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îåëìáóóéþåóëéå âéòáãéïîáìøîùå íïäåìé SpeQ 183úÄÅÓØ j { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÏÅË�ÉÉ A → A=I , Áp { �ÒÏÅË�ÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÌÏÖÅÎÉÀ E ⊂ A=I . óÈÅÍÁ W ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÈÅÍÙ Z, Á V ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ-ÓÑ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÓÈÅÍÙ U ×ÄÏÌØ p. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å V ×ÏÚØÍÅÍËÏ�ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÓÔÒÅÌÏË j É p. óÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÏ�ÒÅÄÅÌÁ ÌÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ× Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÌÅ�.A=I AqooE?�i OO Aq;iOO�
�

�

oo_ _ _

:úÄÅÓØ Aq;i { �ÒÏÓÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ q−1(iE) ⊂ A.åÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÓÈÅÍÙ, Á ÓÈÅÍÙ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍËÏÌØ�ÏÍ F , ÔÏ ×ÓÅ ÄÁÎÎÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ F . �ÏÇÄÁ ÉAq;i ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ F -ÁÌÇÅÂÒÙ.1.1.2. ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ A = R[x℄, I = ((1 + x)(1 − x)), E = R. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ Aq;i = {f ∈ R[x℄|f(1) = f(−1)} = R[u; v℄=(u2 − v2 + u3):úÄÅÓØ u = x2 − 1, v = x − x3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ x = 1 É x = −1ÓÔÑÇÉ×ÁÀÔÓÑ × �ÒÏÓÔÕÀ Ä×ÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ (u = 0; v = 0) Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍËÏÎÕÓÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÒÑÍÙÈ.1.1.3. ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ A = R[x℄, I = (x2), E = R. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅAq;i = {f ∈ R[x℄|f ′(0) = 0} = R[u; v℄=(v2 − u3):úÄÅÓØ u = x2, v = x3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÄÓÈÅÍÁ A1, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅÍ x2 = 0, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ × ËÁÓ� (u = 0; v = 0) Ó ÎÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ.1.1.4. ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ A = R[x; y℄=(xy − 1), I = (x2 + 1), E = R. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅAq;i = {f ∈ R[x; x−1℄|f(i) ∈ R} = R[u; v; w℄=(uv − 1; 2 + u+ v − w2)= R[s; t; w℄=(s+ t− st; s+ t− w2) = R[t; w℄=(t2 + w2 − tw2):úÄÅÓØ u = x2, v = y2, w = x + y, s = u + 1, t = v + 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÓÈÅÍÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅËx = i É x = −i, �ÅÒÅÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÉ × �ÒÏÓÔÕÀ Ä×ÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ



184 á. ì. óíéòîï÷(t = 0; w = 0) Ó ÎÅÒÁÝÅ�ÉÍÙÍ ÎÁÄ ÂÁÚÏ×ÙÍ �ÏÌÅÍ R ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍËÏÎÕÓÏÍ.1.1.5. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÙÈ. ÷ 1.1.1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÓÏ-ÚÄÁÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ É ËÒÁÔËÏ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×Ï�ÒÏÓÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ËÒÉ×ÙÈ. ÷ ËÌÁÓÓÉËÅ ÜÔÉ ×Ï-�ÒÏÓÙ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÓÅÒØÅÚÎÙÈ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÊ, ÎÏ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÑ × ÚÏÎÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔÉ É ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ ÍÏÖÅÔ�ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍ.(1) åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÓÏÂÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÒÉ ÉÚÕÞÅ-ÎÉÉ ËÒÉ×ÙÈ, ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × A2. öÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÔØ�ÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏÚÄÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉË ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÛÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.(2) öÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÔØ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÌÏËÁÌØÎÏÊÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË ËÒÁÔÎÏÓÔØ É ËÏÎÄÕËÔÏÒ (ÓÍ.[3, ÇÌ. IV, §2℄). á ÉÍÅÎÎÏ,ÆQ = dimk OQ=O′Q É nQ = dimk Ann(OQ=O′Q):úÄÅÓØ O′Q { ËÏÌØ�Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ,O′Q -Mod {ËÁÔÅÇÏÒÉÑO′Q-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á OQ { ËÏÌØ�Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÒÏÓÔËÁ ËÒÉ×ÏÊ,�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.(3) óÒÅÄÉ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊK ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÉ-ÑÔÎÁÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ { �ÏÌÎÁÑ É ÇÌÁÄËÁÑ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏÔÁËÏ×Á ËÒÉ×ÁÑ X . ÷ÓÅ ÍÏÄÅÌÉ V �ÏÌÑ K ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙÓ �ÏÍÏÝØÀ \ÄÏÍÉËÏ×" ×ÉÄÁU � � i //p
��

XV ;ÇÄÅ i { ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á p { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÅ�ÅÎÉÏÄÉÎ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏ, ×ÓÅ ÍÏÄÅÌÉ V �ÏÌÑ K ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ \ÄÏÍÉËÏ×" ×ÉÄÁXq
��V � � j // Y ;



îåëìáóóéþåóëéå âéòáãéïîáìøîùå íïäåìé SpeQ 185ÇÄÅ j { ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á q { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÅ�ÅÎÉÏÄÉÎ.(4) ðÏÍÉÍÏ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ É �ÒÏ�ÅÄÕ-ÒÁ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉ×ÙÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÁÖÅÄ×Å ÔÁËÉÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ: ÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÑ É ÂÏÌÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÁÑ�ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÚÄÕÔÉÑ.1.2. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÏÎÑÔÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÇÒÕÜÎ�-ËÏÌØ�Á××ÅÄÅÎÏ × [4℄. îÉÖÅ ÍÙ ÓÌÅÇËÁ ÏÂÏÂÝÉÍ ÅÇÏ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÓÌÕÞÁÅÍ (ÓÍ. 1.1.1).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌØ�Ï A, ÉÄÅÁÌ I ⊂A É ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ �ÏÄËÏÌØ�Ï E ⊂ A=I. ëÏÎÇÒÕÜÎ�-ËÏÌØ�Ï Aq;i, �Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ, { �ÒÅÄÅÌ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙA=I AqooE?�i OO Aq;iOO�
�

�

oo_ _ _

;ÇÄÅ q { �ÒÏÅË�ÉÑ, Á i { ×ÌÏÖÅÎÉÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Aq;i { �ÒÏÏÂÒÁÚq−1(iE) ⊂ A.åÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ËÏÌØ�Á, Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ L, ÔÏ É Aq;i ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ L-ÁÌÇÅÂÒÙ.1.2.2. ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ A = Z, I = (5), E = F. óÒÅÄÉ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ Z, Ô. Å. Z(2) = Z2, ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ
b b b b b b b b b b b

b b s b b b b s b b b

b s s s b b s s s b b

b b s b b b b s b b b

b b b b b b b b b b b

b b b b b b b b b b b

b b s b b b b s b b b

b s s s b b s s s b b

ÜÌÅÍÅÎÔÙ Aq;i(2) ÚÁËÒÁÛÅÎÙ ÞÅÒÎÙÍ �×ÅÔÏÍ.



186 á. ì. óíéòîï÷
§2. îÅËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉíÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÅËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ �Ï-ÌÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. óÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÉÍÅÀÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÄÌÑ SpeZ. ïÄÉÎ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÏ× ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎ ÒÉÓÕÎËÏÍ

r
2

r3 = 13
r5
r7 = 192

r11
r
17

r 23
úÄÅÓØ ÓËÌÅÅÅÎÙ �ÒÏÓÔÙÅ 3 É 13, Á ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÓ� × �ÒÏÓÔÏÍ ÞÉÓÌÅ19. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏÔ ËÁÓ� ÓËÌÅÅÎ Ó �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ 7. ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÔ ÎÉÞÅÇÏ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÈÅÍÙ\ÖÉ×ÕÔ" ÎÁÄ SpeZ. éÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ ÖÅ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÈÅ-ÍÁ \ÖÉ×ÅÔ" ÎÉÖÅ SpeZ.ðÏÌÏÖÉÍ F = F12 : (1)úÄÅÓØ F12(n) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ a = (a1; : : : ; an), ÇÄÅ ai ∈ {−1; 0;+1} É�ÏÞÔÉ ×ÓÅ ai = 0, ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×Á-ÍÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÊÔÉÓØ ÉÎÄÅËÓ j ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ai = 0 �ÒÉ i 6= j.íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÀÂÏÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌØ�Ï A ËÁË F-ÁÌÇÅÂÒÕ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ (−1) × (−1).2.1. óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ SpeZ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏ-ÎÅÞÎÏÓÔÉ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1.1. ðÕÓÔØ � : A → B { ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ËÏÌÅ�.ëÏÌØ�Ï B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ



îåëìáóóéþåóëéå âéòáãéïîáìøîùå íïäåìé SpeQ 187ÓËÁÌÑÒÏ× �∗ : B -Mod → A -Mod �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÏ-ÄÕÌÉ × ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ.îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ × [4, 2.1℄.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ SpeR { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ SpeZ, ÅÓÌÉ R ⊂ ZÉ Z ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ R. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ SpeR �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÉÎÇÕ-ÌÑÒÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ SpeZ, ÅÓÌÉ SpeR { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ SpeZ É ÌÏËÁ-ÌÉÚÁ�ÉÑ R �Ï ×ÓÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ R(1) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Q.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ×SpeZ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÄ F = F12 ⊂ Q (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, SpeN ÎÅ ÔÁËÏÊ).�ÅÏÒÅÍÁ 2.1.2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ F ⊂ R ⊂ Z. �ÏÇÄÁ(1) åÓÌÉ SpeR { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ SpeZ, ÔÏ SpeR { ÓÉÎÇÕÌÑÒ-ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ SpeZ;(2) SpeR { ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ SpeZ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ R ⊃ RN (ÓÍ. [4℄) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N .üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × [4℄ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÉ�ÏÔÅÚÙ.üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ Ó×ÅÄÅÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÉÅÍÁ î. äÕÒÏ×Á Ë ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1.3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ ×ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1.2 ÉÇÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ó. å×ÄÏËÉ-ÍÏ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1.3 ( [5℄). ðÕÓÔØ W { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ F -�ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Z, (a; b) ∈W (2) É gd(a; b) = 1. �ÏÇÄÁ (1; N) ∈W (2), ÇÄÅ N = ab.2.2. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. äÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁ-ÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ SpeQ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÌÁÎÉÒÕÅÍ �ÒÏ×ÅÓÔÉ × �ÏÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ å×ÄÏËÉÍÏ×Á.2.2.1. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ðÕÓÔØ (x; y) 7→ x ∗ y {Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F[∗℄ → Q[A;B℄; ∗ 7→ (A;B):ðÏÌÏÖÉÍ deg(∗) = 1, degA = degB = 1. �ÏÇÄÁ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÊÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÌÅ�.ðÕÓÔØ a; b ∈ Q. çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ  ∈ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ d Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÉÎÁÒÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ (a; b) ∈ Q(2),ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ f ∈ F[∗℄d(n), ÔÁË ÞÔÏ = f(x1; : : : ; xn), ÇÄÅ xi ∈ F(1). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ  ÏÂÏÚÎÁÞÉÍXd.



188 á. ì. óíéòîï÷éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Xd ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ �ÏÌÎÙÍÂÉÎÁÒÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ ×ÙÓÏÔÙ d, ÎÁ ÌÉÓÔØÑÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ F(1). äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÔÁËÉÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ,ÉÄÅÍ ÏÔ ÌÉÓÔØÅ× Ë ËÏÒÎÀ É ËÏ ×ÈÏÄÁÍ x; y ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ï�ÅÒÁ-�ÉÀ ax+ by, Á ÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄÁÅÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ Xd. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X0; X1; · · · ⊂ Z. ðÏÌÏÖÉÍX0 = F(1) = {−1; 0;+1}:äÌÑ d = 1; 2; : : : , �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,Xd = {au+ bv ∈ Z(1)|u; v ∈ Xd−1} :ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏXd ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (−1).îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÂÉ-ÎÁÒÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ(1; 2) ∈ Q(2) ÓÔÅ�ÅÎÉ d Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÉÎÁÒÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ (a; b) ∈ Q(2),ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ f ∈ F[∗℄d(n), ÔÁË ÞÔÏ = f(x1; : : : ; xn), ÇÄÅ xi ∈ F(2).úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ a; b ∈ Z. îÉÖÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏgd(a; b) = 1: (2)ðÕÓÔØ N = ab: (3)óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ { ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁ-ÂÏÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.2.2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ d > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 1 ∈ Xd.�ÅÏÒÅÍÁ 2.2.2 ÂÕÄÅÔ ×Ù×ÅÄÅÎÁ ÎÉÖÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÒÅÍÙ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÌÅÍÍÏÊ 2.2.5, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎ-ÓÔÒÕËÔÉ×ÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.2.�ÅÏÒÅÍÁ 2.2.3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ d ∈ {1; 2; : : :} ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÕÓÌÏ×ÉÑ ad + bd ≡ 1 (mod N); (4)d { ÞÅÔÎÏ; (5)d > N: (6)�ÏÇÄÁ 1 ∈ Xd.



îåëìáóóéþåóëéå âéòáãéïîáìøîùå íïäåìé SpeQ 1892.2.4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.2. ÷ÙÂÅÒÅÍ É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ e > 0É f > 0, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ae ≡ 1 (mod b) and bf ≡ 1 (mod a). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏËÒÁÔÎÏÇÏ e É f ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (4). óÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ ËÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ (5) É (6). îÁ ÜÔÏÍ ×Ù×ÏÄ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.2 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ2.2.3 ÚÁ×ÅÒÛÅÎ.ëÌÀÞÅ×ÏÊ ÛÁÇ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.3 { ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ,ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ É ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ.ìÅÍÍÁ 2.2.5. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ d ∈ {1; 2; : : :} ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ-×ÉÑ (4), (5) É (6) ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.3 É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
|a| 6 2|b| É |b| 6 2|a|: (7)�ÏÇÄÁ 1 ∈ Xd.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ Ï�ÉÓÁÎÉÉ Xd (ÓÍ. 2.2.1) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ (a) ÎÁ(−a) (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ b). ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏa > 0 É b > 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ (2) É (7) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ a, ÎÉ b ÎÅÒÁ×ÎÙ 0. éÔÁË, ÎÉÖÅ a > 0; b > 0: (8)îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÇËÁ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ a É b. áÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ a = 1 ÉÌÉ b = 1, ÔÏ ÌÅÍÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏmin(a; b) > 2; max(a; b) > 3; N > 6: (9)òÅËÕÒÓÉ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ q0; q1; : : : ; qd=2(× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÕÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔØ d { ÓÍ. (5)). á ÉÍÅÎÎÏ,�ÕÓÔØ q0 = 1:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 0 6 i < d=2 É qi ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ui; vi ∈

Z ÔÁË, ÞÔÏ 0 6 ui < b; qi ≡ uiad−2i (mod b); (10)0 6 vi < a; qi ≡ vibd−2i (mod a): (11)É �ÏÌÏÖÉÍ qi+1 = ∣

∣

∣

∣

qi − uiad−2i − vibd−2iN ∣

∣

∣

∣

: (12)îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ (4) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u0 = 1, v0 = 1. ðÏÜÔÏÍÕ q1 =
∣

∣(1− ad − bd)=N ∣

∣.



190 á. ì. óíéòîï÷éÚ (2), (10) É (11) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ qi ∈ Z. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,qd=2 ∈ Z: (13)õÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ qd=2 6

( dd=2): (14)ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2.2.5. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ (12)�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ: 1 = ad + bd ± q1N = ad + bd ± N(u1ad−2 +v1bd−2 ±Nq2) É Ô. Ä. ðÏÜÔÏÍÕ1 = d
∑i=0 wiad−ibi; (15)ÇÄÅ wi = ±ui �ÒÉ 1 6 i < d=2, wd=2 = ±qd=2 É wi = ±vi �ÒÉ d=2 < i 6 d.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ wi ∈ Z. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |ui| 6 N É |vi| 6 N (ÓÍ. (10),(11)). ðÏÜÔÏÍÕ |ui| 6 d É |vi| 6 d (ÓÍ. (6)). CÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

|ui| 6

(di); |vi| 6

( dd− i): (16)õÞÉÔÙ×ÁÑ (14) É (16), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ
|wi| 6

(di): (17)âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × (17) ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÌÉÓÔËÏ× ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÄÅ-ÒÅ×Á ×ÙÓÏÔÙ d, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÏÎÏÍÕ aibd−i. îÁ ÎÉÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ
|wi| ÜÌÅÍÅÎÔÏ× sign(wi), Á ÎÁ ÎÅÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ÌÉÓÔËÁÈ �ÏÍÅÓÔÉÍ ÎÕÌÉ.�ÁËÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ t ∈ Xd (ÓÍ. 2.2.1). éÚ (15) ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ t = 1. ðÏÜÔÏÍÕ 1 ∈ Xd.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ (14). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏqi 6

2i4 [ad−2i−1 + bd−2i−1℄: (18)âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ i = 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (18) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ4 6 [ad−1 + bd−1℄: (19)üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (9) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ d > N (ÓÍ. (6)).



îåëìáóóéþåóëéå âéòáãéïîáìøîùå íïäåìé SpeQ 191òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ i → i + 1. �ÁË ËÁË, �Ï Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÀ, qi+1 = ∣

∣

∣

∣

qiN − uiad−2i + vibd−2iN ∣

∣

∣

∣É |x − y| 6 max(x; y) ÄÌÑ x; y > 0, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ×Ù×ÅÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁqiN 6
2i+14 [ad−2(i+1)−1 + bd−2(i+1)−1℄ (20)É uiad−2i + vibd−2iN 6

2i+14 [ad−2(i+1)−1 + bd−2(i+1)−1℄: (21)äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ (20) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ××ÉÄÕ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ2i[ad−2i−1 + bd−2i−1℄ 6 2i+1[ad−2i−3 + bd−2i−3℄N:õ�ÒÏÝÁÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍad−2i−1 + bd−2i−1 6 2ab · ad−2i−3 + 2ab · bd−2i−3:äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áad−2i−1 6 2ab · ad−2i−3 É bd−2i−1 6 2ab · bd−2i−3:éÌÉ a 6 2b É b 6 2a. üÔÏ ×ÅÒÎÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ (7).äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ (18) ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ (21), ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï uiad−2i + vibd−2i 6
2i+14 [bad−2i + abd−2i℄: (22)üÔÏ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ i > 1, ÔÁË ËÁË ui < b, vi < a. üÔÏ ×ÅÒÎÏ É �ÒÉ i = 0, ÔÁËËÁË u0 = v0 = 1.äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 2.2.5 ÏÓÔÁÌÏÓØ ÉÚ (18) ×Ù×Å-ÓÔÉ (14). ðÒÉÍÅÎÉÍ (18) Ë n = d=2. ðÏÌÕÞÉÍqn 6

2n4 [a−1 + b−1℄ 6
2n2min(a; b) : (23)éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(2nn )

>
22n√�n 6√e : (24)



192 á. ì. óíéòîï÷äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ�(s) = ss− 12 · e−s · √2� · e �12s (0 < � < 1):îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ Ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ
(2nn ); ÇÄÅ n = 1; 2; : : :ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÉÒÌÉÎÇÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ

(2nn ) = 2n�(2n)n2�(n)2 = 2nn2 (2n)2n− 12 · e−2n ·
√2� · e �24n

(nn− 12 · e−n ·
√2� · e �12n)2= 22n√�ne �−4�24n >

22n√�n 6√e :÷×ÉÄÕ (24) ÄÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 2.2.5 ÏÓÔÁÌÏÓØ�ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ 2min(a; b) · 2n >
√�n 6√e:üÔÏ ÔÁË �ÒÉ a; b > 1 É n > 1. �2.2.6. ÷Ù×ÏÄ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.3 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.2.5. äÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ�ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÓÂÌÉÖÅÎÉÑ a É b. äÌÑ �ÁÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÈ �ÅÌÙÈ (a; b) ××ÅÄÅÍ ×ÙÓÏÔÕht(a; b) = max(a=b; b=a):éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ht(a; b) > 1. åÓÌÉht(a; b) 6 2;ÔÏ �ÁÒÕ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ. äÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ �ÁÒÙ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2.3 ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÏÊ 2.2.5 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÎÁ. åÓÌÉ �ÁÒÁ(a; b) ÎÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÁÑ, ÔÏ �ÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÎÅÊ ÎÏ×ÕÀ �ÁÒÕ (a′; b′) ÓÏ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) ÎÏ×ÁÑ �ÁÒÁ (a′; b′) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ (a; b) (ÓÍ. (2.2.1));(2) ht(a′; b′) 6 max(2; ht(a; b)=2).üÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2.3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÁÒÙ (a′; b′), ÍÏÖÎÏ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ É Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÁÒÙ (a; b). éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ



îåëìáóóéþåóëéå âéòáãéïîáìøîùå íïäåìé SpeQ 193Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (a; b) ÎÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÁÑ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ 2a < b: (25)ðÏÌÏÖÉÍ a′ = a2 + 2ab, b′ = b2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ a′ É b′ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.÷ÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÎÏ×ÏÊ �ÁÒÙ Ó �ÏÍÏÝØÀÉÓÈÏÄÎÏÊ: a′x+ b′y = a(ax+ bx) + b(ax+ by)
•

•

a ==|||||||| •

baaBBBBBBBBx a ??�������� xxb``AAAAAAAA
a >>}}}}}}}} yb__???????

:
÷ÏÔ Ï�ÅÎËÁ ×ÙÓÏÔÙ:a′b′ = a2 + 2abb2 6

ab=2 + 2abb2 = 52 ab < 54 6 2 6 max(2; ht(a; b)=2);b′a′ = (a2 + 2abb2 )−1
6

(2abb2 )

−1 = b2a = ht(a; b)2 6 max(2; ht(a; b)=2):÷ �ÅÒ×ÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ a < b=2. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ(25) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (a; b) { ÎÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÁÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅ-ÍÁ 2.2.3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
§3. úÁËÌÀÞÅÎÉÅëÒÁÔËÏ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ SpeZ.îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÅÒÅ×ØÅ×. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏ-ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ �ÒÏÂÌÅÍÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉA2

F = SpeF[∗℄, ÇÄÅ ∗ { Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÂÉÎÁÒÎÁÑ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÁÑ, Á F { ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ËÏÌÅ� (× [2℄ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ F0). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÜ�ÉÍÏÒÆÉÚÍ F〈◦〉 → F[∗℄, ◦ 7→ ∗, ÇÄÅ ◦ { Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑÂÉÎÁÒÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F〈◦〉(n) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) �ÁÒ (T;m), ÇÄÅ T { ÂÉÎÁÒÎÏÅÄÅÒÅ×Ï Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÉÓÔØÅ× F (T ), Á m : F (T ) →
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{x1; : : : ; xn} { ÍÁÒËÉÒÏ×ËÁ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F[∗℄(n) Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ F〈◦〉(n)= ∼, ÇÄÅ ∼ { ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ∗ Ó ÓÏÂÏÊ:(x∗y)∗(z∗w) = (x∗z)∗(y∗w). �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F[∗℄→ Z[A;B℄, ∗ 7→ (A;B) ÎÅ ÒÅÛÁÅÔ ÜÔÕ �ÒÏÂÌÅÍÕ, ÔÁËËÁË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ×ÉÄÎÏ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ

•

•
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(26)
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ x É y, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ×ÙÈÏÄÁ × Z[A;B℄(�ÒÉ ÜÔÏÍ z É w ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ). ïÄÎÁËÏ Á×ÔÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÌÑ ∗ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÏÌØËÏ �ÅÌÉËÏÍ �ÁÒÙ(x; z) É (y; w). òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÚ×ÏÌÉÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚÕÞÁÔØÏÓÏÂÙÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏËÁ ÖÅ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÌÉÛØ ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÇÒÕÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ P2 (ÓÍ. [6℄).óÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ ×Ï�ÒÏÓÏ× Ó×ÑÚÁÎ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×-ËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ× �Ï ÏÂÒÁÚ�Õ [3℄. îÁÞÁÔØ ÍÏÖÎÏ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÇÒÕ�� ðÉËÁÒÁ ÎÏ×ÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÏÌÖÎÁ �ÏÑ×ÉÔØ-ÓÑ ÏÓÏÂÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÏÓÏÂÙÈ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊÔÁËÉÈ �ÏÌÅÊ ÅÓÔØ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÈÅÍÙ.îÅÓÌÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ËÏÌØ�Å R. á ÉÍÅÎÎÏ,Hn(X;R) = �n(R(SingX));ÇÄÅ Sing { ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× X . �Ï-ÇÄÁ Hn(X;Z) { ÏÂÙÞÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, Á Hn(X;F1) { ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÅÇÒÕ��Ù X . òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÍÏÄÅÌÉ Z ÚÁÎÉÍÁÀÔ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-ÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Z É F1. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÈÏÔÑ ÂÙ



îåëìáóóéþåóëéå âéòáãéïîáìøîùå íïäåìé SpeQ 195ÞÁÓÔÉÞÎÏ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÎÇÒÕÜÎ�-ËÏÌØ�ÅQN = Zq;i(ÓÍ. 1.2.1), ÇÄÅ q { �ÒÏÅË�ÉÑ Z → Z=NZ, Á E = F1. åÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÏËÁÖÅÔ-ÓÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �Ï N ÉÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ⋂QN = F1. ëÏÎÅÞÎÏ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÓÔÏÉÌÏ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØHn(Sm; QN) �ÒÉ n > m ÄÌÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ m (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ m = 2).íÙ ÎÁÞÁÌÉ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÎÅËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ Ó Z É
Q. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÚÕÞÁÔØ �ÏÄÏÂÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ËÏÌÅ�
Z>0 É Q>0 (ÉÌÉ ÄÁÖÅ Z>0 É Q>0). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ×ÚÑÔØF = F1 ÉÌÉ F0. ïÔÍÅÔÉÍ ÂÌÉÚÏÓÔØ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ï�ÒÏÓÏ×Ë ×Ï�ÒÏÓÁÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ × [7{9℄. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÔÁ-ËÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ [10℄.÷ÅÓØÍÁ ÄÅÔÁÌØÎÙÊ ÏÂÚÏÒ ÒÁÂÏÔ �Ï ÜÔÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × [11℄.
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