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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ É �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÅÒÉÊ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ × ËÁÖÄÏÊÓÅÒÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ:Xn;1; Xn;2; : : : ; Xn;ln ; n ∈ N; (1)ÇÄÅ (ln)n∈N { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ), N { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÕÍÍÙSn := ln

∑k=1Xn;k −An; n ∈ N; (2)ÇÄÅ (An)n∈N { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. âÕ-ÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ×Ï�ÒÏÓÙ Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏÊ É ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÊ Sn, n ∈ N, ÂÅÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÍÁÌÏÓÔÉ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÏÓÔÏÑÎÓÔ×ÁÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Xn;k.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ, ÓÌÅÄÕÑ ÷. æÅÌÌÅÒÕ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ó×ÏÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÁÂÏÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÓÏÓÒÅÄÏ-ÔÏÞÅÎÎÏÍÕ × ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÕÍÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÓÈÅÍÁ ÓÅÒÉÊ, ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ, ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, �ÅÎÔÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 16-01-00258, Á ÔÁËÖÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÇÒÁÎÔÏÍðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ (ÇÒÁÎÔ 074-U01), íÉÎÏÂÒÎÁÕËÉ òæ (çÏÓÚÁÄÁÎÉÅ 2014/190,ðÒÏÅËÔÙ 14.Z50.31.0031 É 1.754.2014/K), Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÎÔÏÍ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ MK-5001.2015.1. 292



èáòáë�åòéó�éþåóëéå æõîëãéé é ëïíðáë�îïó�ø 293ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ { ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÓÌÁÂÙÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÎÅ ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÙ.îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍ (2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏÉÚÕÞÅÎÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÏÂÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÅÅ ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÊ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÌÉÛØ × 1981 ÇÏÄÕ ç. úÉÇÅÌÅÍ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄. ÷ ÜÔÏÊÓÔÁÔØÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ: \ÓÌÁÂÏÅ" Ï�ÅÎÉ×ÁÎÉÅ È×ÏÓÔÏ×ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Sn É �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÁËÔÏ× ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ-�ÉÉ. ÷ ÎÅÄÁ×ÎÅÊ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [5℄ ÄÁÎÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ ×ÂÏÌÅÅ �ÏÌÎÏÊ (É, ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÂÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÊ) ÆÏÒÍÅ Ó ÕËÁÚÁ-ÎÉÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ �ÅÎÔÒÉÒÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ An,n ∈ N. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÅÇÏ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ�ÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ ÎÏ×ÙÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Sn, n ∈ N, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Xn;k. �ÁËÖÅ × ÓÔÁÔØÅ [5℄ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ É ÄÌÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊSn, n ∈ N, × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÂÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÎÅÅ ÎÉËÅÍ ÎÅÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ (ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, ÓÍ. [7{10℄). âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂ-ÎÕÀ ÉÓÔÏÒÉÀ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.éÚÕÞÅÎÉÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ Sn, n ∈ N, �ÏÞÔÉ ×ÓÅ-ÇÄÁ ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Xn;k. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [2℄É [5℄ × ËÒÉÔÅÒÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ É ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Sn, n ∈ N, × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÎÔÒÉÒÕÀ-ÝÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÍÅÄÉÁÎÙ É ÕÒÅÚÁÎÎÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ Xn;k. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Õ×ÉÄÅÔØ �ÏÌÅÚÎÙÅ Ó×ÑÚÉ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊÔÅÏÒÉÅÊ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × [5℄, ÚÎÁÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Sn, n ∈ N, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Xn;k �ÏÍÏÇÁÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÊ Sn, n ∈ N. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÒÁÍËÁÈ ÎÅËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÓÍ. [1℄ É [11℄) ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÔÉ� �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÍ É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏÍÅÄÉÁÎÙ É ÕÒÅÚÁÎÎÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉÄÌÑ ÓÕÍÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. ïÂÙÞÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ



294 á. á. èáò�ï÷ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÌÉÛÅÎÙ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ, ÎÏ ÏÎÉ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N, × ÏÂÝÅÊ (ÎÅËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÏÊ) �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÅÎÔÒÏ× ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Xn;k. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ � -�ÅÎ-ÔÒÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ X Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ !(�)=� , ÇÄÅ � 6= 0 { ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÔÁËÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑO, ÇÄÅ f ÎÉ × ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, !(�){ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ � ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ! ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÉ f . ðÏÄ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ, ÓÌÅÄÕÑ á. ñ. èÉÎÞÉÎÕ (ÓÍ. [6℄),ÍÙ ÒÁÚÕÍÅÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ !(t), t ∈ O, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ f(t) = |f(t)| ei!(t), t ∈ O, É !(0) = 0, ËÏ-ÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [1℄ É [11℄), ÞÔÏ � -�ÅÎÔÒ ÓÕÍÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ � -�ÅÎÔÒÏ×ÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ � -�ÅÎÔÒÙ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë � -�ÅÎÔÒÕ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. ÷ ÏÂÏÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ � ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ ÔÁÍ � -�ÅÎÔÒÙ ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ,ÜÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ É ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Xn;k Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÈ� -�ÅÎÔÒÏ×. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑÎÏ×ÙÍÉ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (ÓÍ. [1℄ É [11℄).÷ ÓÔÁÔØÅ �ÏÍÉÍÏ ÕÖÅ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ. âÕË×ÏÊ R ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉz { ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ Re z É Im z ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÇÏ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ.
§2. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Xn;k ÉÚ (1) ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ fn;k Ó ÅÅ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ !n;k. óÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÕÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Sn, n ∈ N.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn,n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ  > 0,



èáòáë�åòéó�éþåóëéå æõîëãéé é ëïíðáë�îïó�ø 295ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅinfn∈N

mink=1;:::;ln ∣

∣fn;k(t)∣∣ > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ (−; ); (3)Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlimt→0 infn∈N

ln
∑k=1 ln |fn;k(t)| = 0; (4)limt→0 supn∈N

∣

∣

∣

ln
∑k=1!n;k(t)− tAn∣

∣

∣
= 0: (5)ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏËÏÍ�ÁËÔÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3), ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4), É �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � ∈ (−; ) \ {0} Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï supn∈N

∣

∣

∣

ln
∑k=1!n;k(�)− �An∣

∣

∣
< ∞: (6)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÅÒÉÊ (1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ  > 0, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4). �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ� ∈ (−; ) \ {0} �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ ln

∑k=1(Xn;k −!n;k(�)=�), n ∈ N, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ.æÁËÔ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ 1, ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅ-ÒÅÓÎÕÀ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ-�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ (5) É (6).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÅÒÉÊ (1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ  > 0, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ� ∈ (−; ) \ {0} ×ÅÒÎÏlimt→0 supn∈N

∣

∣

∣

ln
∑k=1!n;k(t)− t !n;k(�)=� ∣∣∣ = 0:îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÅÒÉÊ (1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) �ÒÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍ  > 0, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ



296 á. á. èáò�ï÷� ∈ (−; ) \ {0} ×ÅÒÎÏlimt→0 supn∈N

ln
∑k=1∣∣!n;k(t)− t !n;k(�)=� ∣∣ = 0: (7)�Å�ÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ ÔÅÏÒÅÍÁÈ 1 É 2, Á ÔÁËÖÅ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÈ 1 É 2 ÕÓÌÏ×ÉÅ (4)ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍlimt→0 supn∈N

ln
∑k=1(1− |fn;k(t)|) = 0: (8)ðÒÉÞÅÍ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ÓÕÍÍ × ÎÅÍ ËÏÎÅÞÅÎÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ R.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ (8) ËÁÖÄÙÊ ÍÏÄÕÌØ |fn;k(t)| ÍÏÖÎÏ ×ÏÚ×ÅÓÔÉ× Ë×ÁÄÒÁÔ.üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:1− |fn;k(t)| 6 1− |fn;k(t)|2 6 2(1− |fn;k(t)|); t ∈ R: (9)�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn,n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (3) �ÒÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍ  > 0, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (5), Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ (−; ) \ {0}Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlimt→0 supn∈N

ln
∑k=1∣∣1− fn;k(t) e−it!n;k(�)=� ∣

∣ = 0; (10)limt→0 supn∈N

ln
∑k=1(1− Re (fn;k(t) e−it!n;k(�)=�)) = 0: (11)ðÒÉÞÅÍ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ (10) É (11) ÓÕ�ÒÅÍÕÍÙ ÓÕÍÍ × ÎÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ R.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏËÏÍ�ÁËÔÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3), �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ � ∈ (−; )\{0} Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï (6), É (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÒÉ ÄÒÕÇÏÍ� ∈ (−; ) \ {0}) ×ÅÒÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (10) ÉÌÉ (11).�Å�ÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ-×ÉÊ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Sn, n ∈ N.



èáòáë�åòéó�éþåóëéå æõîëãéé é ëïíðáë�îïó�ø 297�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N,ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ > 0 É ÌÀÂÏÍ t ∈ (−Æ; Æ) \ {0}:limn→∞

ln
∑k=1 ln |fn;k(t)| < 0; (12)limn→∞

ln
∑k=1(1− |fn;k(t)|) > 0: (13)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ (13) ËÁÖÄÙÊ ÍÏÄÕÌØ |fn;k(t)| ÍÏÖÎÏ ×ÏÚ×ÅÓÔÉ× Ë×ÁÄÒÁÔ.üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÑÔØ ÖÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (9).�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N,ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ > 0, ÌÀÂÏÍ t ∈ (−Æ; Æ) \ {0} É ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÍ (ÌÀÂÏÍ) ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÍ � 6= 0:limn→∞

ln
∑k=1∣∣1− fn;k(t) e−it!n;k(�)=� ∣

∣ > 0; (14)limn→∞

ln
∑k=1(1− Re (fn;k(t) e−it!n;k(�)=�)) > 0: (15)
§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (ÓÍ. [3, Ó. 206℄, Á ÔÁËÖÅ [4, Ó. 857{858℄):ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ (Yn)n∈N { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.ðÕÓÔØ gn { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Yn, n ∈ N. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Yn, n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ limt→0 supn∈N

|1− gn(t)| = 0:



298 á. á. èáò�ï÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅ-ÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ. �Ï-ÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅlimt→0 supn∈N

∣

∣

∣
1− e−itAn ln

∏k=1 fn;k(t)∣∣∣ = 0; (16)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ×ÙÔÅËÁÅÔlimt→0 infn∈N

ln
∏k=1∣∣fn;k(t)∣∣ = 1: (17)÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  > 0 ÂÕÄÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï (3).�ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ t ∈ (−; ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅ ln |fn;k(t)|, É ÉÚ (17) ÉÍÅ-ÅÍ (4).äÁÌÅÅ ÄÏËÁÖÅÍ (5). ðÕÓÔØ !n(t) := ln

∑k=1!n;k(t) − tAn, t ∈ (−; ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
∣

∣

∣
1− e−itAn ln

∏k=1 fn;k(t)∣∣∣ = ∣

∣

∣
1− ei!n(t) ln

∏k=1 |fn;k(t)|∣∣∣= ∣

∣

∣

(1− ei!n(t)) ln
∏k=1 |fn;k(t)|+ 1− ln

∏k=1 |fn;k(t)|∣∣∣
>

∣

∣1− ei!n(t)∣∣ · ln
∏k=1 |fn;k(t)| − ∣

∣

∣
1− ln

∏k=1 |fn;k(t)|∣∣∣:éÚ (16) É (17) ×ÙÔÅËÁÅÔlimt→0 supn∈N

∣

∣1− ei!n(t)∣∣ = 0:üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ !n(t) = 2�mn(t) + �n(t), ÇÄÅ mn(t) ∈ Z, Á �n(t) → 0�ÒÉ t → 0, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï n ∈ N. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ supn∈N mn(t) = 0 �ÒÉ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ t. äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÉÍÅÅÍ mn(t) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ t ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ nj É tj , j ∈ N, ÔÁËÉÅÞÔÏ mnj (tj) 6= 0 É nj → ∞, tj → 0, j → ∞. éÚ (nj)j∈N × ÓÉÌÕ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Sn, n ∈ N, ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØÔÁËÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (njk )k∈N, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Snjk ,



èáòáë�åòéó�éþåóëéå æõîëãéé é ëïíðáë�îïó�ø 299k ∈ N, ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f . ðÕÓÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ O Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÅÅ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ !. �ÏÇÄÁ �njk (t) := !njk (t) − !(t) → 0, k → ∞,ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï t ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ O. �Å�ÅÒØÚÁ�ÉÛÅÍ
|2�mnjk (tjk )| 6 |!njk (tjk )− 2�mnjk (tjk )|+ |!njk (tjk )|

6 |!njk (tjk )− 2�mnjk (tjk )|+ |!njk (tjk )− !(tjk )|+ |!(tjk )|= |�njk (tjk )|+ |�njk (tjk )|+ |!(tjk)|:÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÕÍÍÅ �ÒÉ k → ∞ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ: �ÅÒ-×ÙÅ Ä×Á { × ÓÉÌÕ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, Á ÔÒÅÔØÅ { �Ï ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔÉ ! É !(0) = 0. íÙ �ÒÉÛÌÉ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, ×ÅÄØ |mnj (tj)| > 1ÄÌÑ ×ÓÅÈ j ∈ N. ÷ ÉÔÏÇÅ ÉÍÅÅÍ !n(t) → 0, �ÒÉ t → 0 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ïn ∈ N, Ô.Å. Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï (5).äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ >0,ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4) É ÕÓÌÏ×ÉÅ (6) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � ∈ (−; ) \ {0}. éÚ (3)É (4) ×ÙÔÅËÁÅÔ (17). ïÎÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ × ÓÉÌÅ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÄÕÌØ×ÏÚ×ÅÓÔÉ × Ë×ÁÄÒÁÔ. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÕÍÍ S′n := ln
∑k=1(Xn;k − X ′n;k), n ∈ N, ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ, ÚÄÅÓØ X ′n;k { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ËÏ�ÉÑ Xn;k, �ÒÉ ÜÔÏÍ×ÓÅ Xn;k É X ′n;k ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × ÒÁÍËÁÈ ËÁÖÄÏÊ ÓÅÒÉÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÅÎÔÒÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Cn, n ∈ N, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ S∗n := ln

∑k=1Xn;k − Cn, n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ðÒÏÈÏÒÏ×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ S′n, n ∈ N, �ÌÏÔÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ, �ÌÏÔÎÁ (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ-�ÁËÔÎÁ) É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ S∗n, n ∈ N, ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ Cn ÅÓÔØ ÍÅÄÉÁÎÁ ln
∑k=1Xn;k �ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N.éÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÊ S∗n, n ∈ N, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ (−; ), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉÄÌÑ t = � , ÌÀÂÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉln

∑k=1!n;k(t)− t Cn; n ∈ N;



300 á. á. èáò�ï÷ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Ó×ÏÀ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÏ ÕÓ-ÌÏ×ÉÀ (6) ÜÔÏ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉln
∑k=1!n;k(�)− �An; n ∈ N:�ÏÇÄÁ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑln

∑k=1Xn;k −An = (

ln
∑k=1Xn;k − Cn)

−
(1� ln

∑k=1!n;k(�) − Cn)+ (1� ln
∑k=1!n;k(�) −An); n ∈ N;× ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Sn = ln

∑k=1Xn;k −An, n ∈ N. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) �ÒÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍ  > 0 É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4). ðÕÓÔØ (tj)j∈N { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,ÏÎÁ ×ÓÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (−; ). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ � ∈ (−; ) \ {0}.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N É j ∈ N ÎÁÂÏÒÙUj(n) := {k ∈ {1; : : : ; ln} : !n;k(tj)− tj!n;k(�)=� > 0};Vj(n) := {1; : : : ; ln} \ Uj(n):�ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ n ∈ N É j ∈ N ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØln
∑k=1∣∣!n;k(tj)− tj !n;k(�)=� ∣∣ = ∑k∈Uj (n)(!n;k(tj)− tj !n;k(�)=�)

−
∑k∈Vj (n)(!n;k(tj)− tj !n;k(�)=�)= ∣

∣

∣

∑k∈Uj (n)(!n;k(tj)− tj !n;k(�)=�)∣∣∣+ ∣

∣

∣

∑k∈Vj(n)(!n;k(tj)− tj !n;k(�)=�)∣∣∣:



èáòáë�åòéó�éþåóëéå æõîëãéé é ëïíðáë�îïó�ø 301óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ∈ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁsupn∈N

ln
∑k=1∣∣!n;k(tj)−tj!n;k(�)=� ∣∣6 supn∈N

∣

∣

∣

∑k∈Uj(n)(!n;k(tj)−tj !n;k(�)=�)∣∣∣+supn∈N

∣

∣

∣

∑k∈Vj (n)(!n;k(tj)−tj !n;k(�)=�)∣∣∣: (18)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏlimj→∞

supn∈N

∑k∈Uj (n)∣∣!n;k(tj)− tj !n;k(�)=� ∣∣ = 0: (19)ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ j ∈ N ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ nj ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù-�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïsupn∈N

∣

∣

∣

∑k∈Uj (n)(!n;k(tj)− tj !n;k(�)=�)∣∣∣
6

∣

∣

∣

∑k∈Uj (nj)(!nj ;k(tj)− tj !nj ;k(�)=�)∣∣∣+ 1=j: (20)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ
∑k∈Uj (nj)(Xnj ;k − !nj ;k(�)=�); j ∈ N:ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ jm ∈ N, m ∈ N. åÓÌÉ(njm)m∈N ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓËÁÖÅÍ n∗, ×ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ujm(njm), m ∈ N,×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÄÎÁÂÏÒ ÉÚ {1; : : : ; ln∗

} (ÔÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× {1; : : : ; ln∗
} ËÏÎÅÞÎÏ). ÷ÙÄÅÌÉÍ × (jm)m∈N ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÁÌÅÅ, ÅÊ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×Å-ÌÉÞÉÎ, Ô.Å. ×ÙÄÅÌÅÎÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ (njm)m∈N ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÕÓÌÏÖÎÑÔØÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÁ (njm)m∈N ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÒÉÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÕÍÁÌÑÅÍ ÏÂÝÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ ∑k∈Ujm (njm )(Xnjm ;k−!njm ;k(�)=�), m ∈ N. äÌÑ ÎÅÅ �ÒÉ



302 á. á. èáò�ï÷ÌÀÂÏÍ t ∈ (−; ) ÉÍÅÅÍinfn∈N

ln
∑k=1 ln |fn;k(t)| 6 infm∈N

∑k∈Ujm (njm ) ln |fnjm ;k(t)| 6 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (4) �ÏÌÕÞÁÅÍlimt→0 infm∈N

∑k∈Ujm (njm ) ln |fnjm ;k(t)| = 0:úÎÁÞÉÔ, �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ
∑k∈Ujm (njm )(Xnjm ;k − !njm ;k(�)=�); m ∈ N;ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÈÏÄÑÝÕ-ÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ ∑k∈Uj(nj)(Xnj ;k − !nj ;k(�)=�), j ∈ N. ðÏ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÀ 2 �ÏÌÕÞÁÅÍlimt→0 supj∈N

∣

∣

∣

∑k∈Uj (nj)(!nj ;k(t)− t !nj ;k(�)=�)∣∣∣ = 0;É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,limj→∞

∣

∣

∣

∑k∈Uj (nj)(!nj;k(tj)− tj !nj;k(�)=�)∣∣∣ = 0:üÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó (20) ÄÁÅÔ (19).óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅlimj→∞

supn∈N

∑k∈Vj (n)∣∣!n;k(tj)− tj !n;k(�)=� ∣∣ = 0:÷ ÉÔÏÇÅ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (18) ÉÍÅÅÍlimj→∞

supn∈N

ln
∑k=1∣∣!n;k(tj)− tj !n;k(�)=� ∣∣ = 0:÷ ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ tj , j ∈ N,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7). �



èáòáë�åòéó�éþåóëéå æõîëãéé é ëïíðáë�îïó�ø 303äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (4) ×ÓÉÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á lnx 6 x−1, x > 0. ïÔÓÀÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÉÍÅÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÕ�ÒÅÍÕÍÏ× ÓÕÍÍ ÉÚ (8) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈt 6= 0. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÓÕ�ÒÅÍÕÍÏ× ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1 − |g(2t)|2 6 4(1 − |g(t)|2),Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÇÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g.åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8), ÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  > 0 Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï (3). �ÏÇÄÁ �ÒÉ t ∈ (−; ) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅ ln |fn;k(t)|, ÉÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïln |fn;k(t)| = − ln |fn;k(t)|−1 > 1− |fn;k(t)|−1= −
1− |fn;k(t)|
|fn;k(t)| > −

1− |fn;k(t)|infn∈N

mink=1;:::;ln |fn;k(t)| :ïÔÓÀÄÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (8) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4).
�÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÍÙ ×ÏÓÍÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÒÏÓÔÏÊÌÅÍÍÏÊ.ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

|1− g(2t)| 6 8 |1− g(t)|; t ∈ R: (21)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ R ×ÅÒÎÏ
|1− g(2t)| 6

(1− Re g(2t)) + |Im g(2t)|: (22)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ï�ÅÎÉÍ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ1− Re g(2t) 6 4(1− Re g(t)) 6 4|1− g(t)|:ï�ÅÎÉÍ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × (22). ðÕÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ g ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ G. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ Im g(2t)ÉÍÅÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ



304 á. á. èáò�ï÷Im g(2t) = ∞
∫

−∞

sin(2tx) dG(x)= ∞
∫

−∞

2 sin(tx) os(tx) dG(x)= 2 ∞
∫

−∞

sin(tx) dG(x) − 2 ∞
∫

−∞

sin(tx) (1− os(tx)) dG(x);ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ
|Im g(2t)| 6 2 ∣

∣

∣

∣

∞
∫

−∞

sin(tx) dG(x)∣∣∣
∣

+ 2 ∞
∫

−∞

(1− os(tx)) dG(x)= 2|Im g(t)|+ 2(1− Re g(t))
6 4|1− g(t)|:óÏÅÄÉÎÑÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (22), �ÏÌÕÞÁÅÍ (21). �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅ-ÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ. éÚÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÍÅÅÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  > 0, Á ÔÁËÖÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5). ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ � ∈ (−; ) \ {0}. äÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (10), �ÏÓËÏÌØËÕ (11), ËÁË ÌÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ, ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ. ðÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ n É k ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á

∣

∣1−fn;k(t)e−it!n;k(�)=� ∣
∣61−|fn;k(t)|+|fn;k(t)| · ∣∣1−ei!n;k(t)−it!n;k(�)=� ∣

∣

61−|fn;k(t)|+∣

∣!n;k(t)−t!n;k(�)=� ∣∣:äÁÌÅÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É 3, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë (10).éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (10) É (11) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ�ÒÅÍÕ-ÍÙ ÓÕÍÍ × ÎÉÈ ËÏÎÅÞÎÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t 6= 0 ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ ÎÕÌÑ. ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ t ∈ R ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ (10) ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (21) ÌÅÍÍÙ 2, Á ÄÌÑ (11) { ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1−Reg(2t) 6 4(1−Reg(t)), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÇÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g.



èáòáë�åòéó�éþåóëéå æõîëãéé é ëïíðáë�îïó�ø 305äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. éÚ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (10) ÉÌÉ (11) ×ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ (8). ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎ-ÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (3) É (6) �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5. ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (13) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÓÔÁÔØÅ [5℄. äÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (12) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÖÅ ÉÚ (13) É ÒÁÎÅÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3):
−

1− |fn;k(t)|infn∈N

mink=1;:::;ln |fn;k(t)| 6 ln |fn;k(t)| 6 −
(1− |fn;k(t)|);ËÏÔÏÒÙÅ × ÓÉÌÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. (3)) ÂÕÄÕÔ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ù × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 6. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ Sn, n ∈ N, ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ, ÔÏÏÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ. úÎÁÞÉÔ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ (−; ),  > 0, × ËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÙ ×ÓÅ !n;k. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ � ∈ (−; ) \ {0}. äÌÑ ÌÀÂÙÈ n É kÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1− |fn;k(t)| 6 1− Re (fn;k(t)e−it!n;k(�)=�)

6
∣

∣1− fn;k(t)e−it!n;k(�)=� ∣
∣; t ∈ R; (23)ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ×ÙÔÅËÁÅÔ (14) É (15) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈(−Æ; Æ) \ {0} Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Æ > 0.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊÓÕÍÍ Sn, n ∈ N, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁ É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (14) �ÒÉ ×ÓÅÈt ∈ (−Æ; Æ) \ {0} Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Æ > 0 É �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � 6= 0 ÉÚ ËÁËÏÊ-ÔÏÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ (−; ),  > 0, ÇÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅ !n;k. ïÔ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÏ-ÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (nj)j∈N, ÞÔÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Snj , j ∈ N, ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕÚÁËÏÎÕ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ t ∈ R ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØlimj→∞

lnj
∏k=1 |fnj ;k(t)| = 1: (24)



306 á. á. èáò�ï÷ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï t ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ lnj
∑k=1 ln |fnj ;k(t)| ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë 0 �ÒÉ j → ∞, ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï t, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄, ÇÄÅ 1 > 0 É

|� | 6 1 < . ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á lnx 6 x − 1, x > 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ limj→∞

lnj
∑k=1(1− |fnj ;k(t)|) = 0 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï t ∈ [−1; 1℄: (25)�ÁËÖÅ ÉÚ (24) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÏ× �j ⊂ {1; : : : ; lnj}, j ∈ N, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏlimj→∞

∏k∈�j |fnj ;k(t)| = 1ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï t ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. üÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Cj , j ∈ N, ÓÕÍÍÙ ∑k∈�j Xnj ;k −Cj , j ∈ N,�Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. �ÏÇÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ
∑k∈�j !nj ;k(t)− t Cj → 0; j → ∞;ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï t ∈ [−1; 1℄. ïÔÓÀÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ |� | 6 1, ÎÅÓÌÏÖÎÏ×Ù×ÅÓÔÉ:limj→∞

∑k∈�j(!nj;k(t)− t !nj ;k(�)=�) = 0 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï t ∈ [−1; 1℄: (26)�Å�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ tm ∈ [−1; 1℄ \ {0}, m ∈ N. ÷ ÓÉÌÕ (25) ÉÍÅÅÍlimj→∞

lnj
∑k=1(1− |fnj;k(tm)|) = 0 �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ m ∈ N: (27)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Élimj→∞

lnj
∑k=1∣∣!nj;k(tm)− tm !nj ;k(�)=� ∣∣ = 0 �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ m ∈ N: (28)



èáòáë�åòéó�éþåóëéå æõîëãéé é ëïíðáë�îïó�ø 307ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÉ m ∈ N É j ∈ N ÎÁÂÏÒÙ�(m)j;+ := {k ∈ {1; : : : ; lnj} : !nj ;k(tm)− tm !nj ;k(�)=� > 0};�(m)j;− := {1; : : : ; lnj} \�(m)j;+ :�ÏÇÄÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑlnj
∑k=1∣∣!nj;k(tm)− tm !nj ;k(�)=� ∣∣ = ∑k∈�(m)j;+ (!nj ;k(tm)− tm !nj;k(�)=�)

−
∑k∈�(m)j;− (!nj ;k(tm)− tm !nj ;k(�)=�);Ó �ÏÍÏÝØÀ (26) �ÏÌÕÞÉÍ (28).äÁÌÅÅ Ï�ÅÎÉÍlnj

∑k=1∣∣1− fnj;k(tm)e−itm!nj;k(�)=� ∣∣
6

lnj
∑k=1(1− |fnj;k(tm)|+ |fnj ;k(tm)| · ∣∣1− ei!nj;k(tm)−itm!nj;k(�)=� ∣∣)

6

lnj
∑k=1(1− |fnj ;k(tm)|) + lnj

∑k=1∣∣!nj ;k(tm)− tm!nj ;k(�)=� ∣∣:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (27) É (28) �ÏÌÕÞÁÅÍlimj→∞

lnj
∑k=1∣∣1− fnj ;k(tm)e−itm!nj;k(�)=� ∣∣ = 0 �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ m ∈ N:üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÉÑ (14), �ÏÓËÏÌØËÕ tm → 0 �ÒÉm → ∞.éÔÁË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (14) (ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØÀ) ÄÏËÁÚÁÎÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ (23) ÉÍÅÅÍ É ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (15). �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ÷. í. úÏÌÏÔÁÒÅ×, óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ, îÁÕËÁ, í., 1986.
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