
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 454, 2016 Ç.â. ð. èÁÒÌÁÍÏ×ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçïðïìõíáòëï÷óëïçï ðòïãåóóá÷×ÅÄÅÎÉÅ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ-�ÅÓÓ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á X(t) (t > 0). éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ([3, Ó. 78℄) ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ËÌÁÓÓ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÈÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÎÏ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÒÏ�ÅÓÓÁ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ ÉÍÅÀÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÍÅÎÔÏ× ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊÒÅÇÅÎÅÒÁ�ÉÉ ÍÏÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ÷ Ó×ÑÚÉÓ ÜÔÉÍ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ J(t) ÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓÁ X(t)�ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ (ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ)ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÒÅÍÅÎÉ. ÷ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ { ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Á��ÁÒÁÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ìÁ�ÌÁÓÁ ÏÔÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓÁ X(t).ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ C, ÇÄÅ ÌÀÂÏÅ � ∈ C �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0;∞). ðÕÓÔØ F { ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ PÎÁ ÜÔÏÊ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. ðÕÓÔØ x ∈ R É Px { ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ� ∈ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �(0) = x. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÅÒ (Px) (x ∈ �) Ñ ÎÁÚÙ×ÁÀÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S ∈ F ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (Px(S))ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ R. îÉÖÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ �ÅÒÅÈÏÄ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÊ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÊ �ÏÌÕ-ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ, �ÒÏ�ÅÓÓ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÇÏ�ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. 276



ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçï ðòïãåóóá 277ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÎÁÞÉ-ÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÔÁËÉÈ�ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ. [3, Ó. 151℄). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÅÒ (Px) ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ �Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ x(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÙ B �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
R) ÏÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓ-ÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (Px) ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÏÌÕÍÁÒ-ËÏ×ÓËÉÈ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x (ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÈÏÄÁ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÊ F-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � : C → R ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ P�(S) ÔÁËÖÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ F-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÁÖÎÏ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÅÒ (Px). ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ ÒÅÇÅÎÅÒÁ�ÉÅÊ �ÒÏ-�ÅÓÓÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ � , ÅÓÌÉ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÉÎ�É� \ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÏÔ �ÒÏ-ÛÌÏÇÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ". üÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ (ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÊ) ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ (ËÁË ÄÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ�ÒÏ�ÅÓÓÏ×). äÌÑ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× { ÜÔÏ ÍÏÍÅÎÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ù-ÈÏÄÁ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉÔÁËÉÈ ÍÏÍÅÎÔÏ×.�ÏÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÅ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒ (Ft), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÅÊ, ÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ É ÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÂÙÔÉÊ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕÍÁÒËÏ×ÓËÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ F� (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, Ó. 142℄).ïÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ÍÏÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ��, ÇÄÅ � { ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ×ÉÄÁ (a; b) (−∞ < a < b < ∞),ÇÄÅ ��(�) = inf{t > 0 : �(t) 6∈ �}, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍÉÍÏÍÅÎÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÉÈ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ(Px) �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. õÓÌÏ×ÉÅÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÒ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÓÌÏ×ÉÅ(∀x) (∀�) Px(�−1��S; A ∩ {�� < ∞}) = Ex(PX(��)(S); A ∩ {�� < ∞});(1)ÇÄÅ S ∈ F , A ∈ F�� , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �t : C → C { Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (∀�), (∀s) Xs(�t(�)) = Xs+t(�), �−1� S = {� :�� (�) ∈ S}.



278 â. ð. èáòìáíï÷üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(∀x) (∀�) Ex((f1 ◦ ���) · f2; �� < ∞) = Ex(EX(��)(f1) · f2; �� < ∞);(2)ÇÄÅ f1 { F-ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É f2 { F��-ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.õÓÌÏ×ÉÅ ÍÁÒËÏ×ÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊÒÅÇÅÎÅÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÅÒ (Px). óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÏÌÕ-ÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï \ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ" ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÎÅ Ë ÈÁÒÁËÔÅÒÕ ÔÒÁ-ÅËÔÏÒÉÊ, Á ÔÏÌØËÏ Ë ÍÅÔÏÄÕ ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ É Ë �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÀÄÁÎÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ �ÏÌÕ-ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. ë ÔÏÍÕ ÖÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ�ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÅË-ÔÏÒÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.äÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÊ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÕ-ÚÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÁ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ. ðÕÓÔØ X(t)(t > 0) { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÍÅÒ (Px) (x ∈ R). äÌÑ � = (�; �) É � > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍg�(� |x) = Ex(e−��� ; �� < ∞; X(��) = �);h�(� |x) = Ex(e−��� ; �� < ∞; X(��) = �):ðÕÓÔØ �1=(u; v), �2 = (a; b) É �1 ⊂ �2. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ��2 = ��1 + ��2 ◦ ���1 :óÏÇÌÁÓÎÏ (1), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ïg�2(� |x) = g�1(� |x)g�2(�; u) + h�1(� |x)g�2(�; v); (3)h�2(� |x) = g�1(� |x)h�2(�; u) + h�1(� |x)h�2(�; v): (4)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r > 0 ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑÍÏÍÅÎÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ r-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÒÁÅËÔÏ-ÒÉÉ �r(�) ≡ �(x−r; x+r)(�);



ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçï ðòïãåóóá 279ÇÄÅ x = �(0), Á ÔÁËÖÅgr(� |x) ≡ g(x−r;x+r)(� |x); hr(� |x) ≡ h(x−r;x+r)(� |x):îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÍ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ A(x) É B(� |x) ÔÁ-ËÉÅ, ÞÔÏ gr(� |x) = 12(1−A(x)r −B(� |x)r2) + o(r2); (5)hr(� |x) = 12(1 +A(x)r −B(� |x)r2) + o(r2) (6)�ÒÉ r → 0. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ A(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x, B(� |x) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ �Ï ×ÔÏÒÏÍÕÁÒÇÕÍÅÎÔÕ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x, ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ É ÉÍÅÅÔ ×�ÏÌÎÅ ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÕÀ ÞÁÓÔÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑB(� |x) = B0(x)�; B(� |x) = B0(x) ln(1 + �)É ÄÒÕÇÉÅ. åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞ-ËÉ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈA(x), B(� |x) (x ∈ (a; b); � > 0), ÔÏ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÎÁÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎË�ÉÉ g(a;b)(� |x); h(a;b)(� |x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ [3℄ (ÓÍ. �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1)12f ′′ +A(x)f ′ −B(� |x)f = 0; (7)Ó ËÒÁÅ×ÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉg(a;b)(� | a) = h(a;b)(� | b) = 1; g(a;b)(� | b) = h(a;b)(� | a) = 0:É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � > 0 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÓÉ-ÓÔÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ B(0 |x) = 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ R. éÚ ÜÔÏÇÏÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5℄), ÞÔÏ Ó Px-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 �ÒÏÉÓ-ÈÏÄÉÔ ×ÙÈÏÄ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), ÇÄÅ a < x < b. ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÔÁËÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ, ËÁË {X(�(a;b)) =a}, {X(�(a;b)) = b} ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÑ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÅ {�(a;b) < ∞}.



280 â. ð. èáòìáíï÷éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÓÕÍÍÕ \ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ" ÄÌÑ Ä×ÕÈ F-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ �1 É �2 ÎÁ C (×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ)ËÁË �1 _+�2 = �1 + �2 ◦ ��1ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {�1 < ∞}, Á ÔÁËÖÅ �1 _+ �2 = ∞ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {�1 =
∞}. ï�ÅÒÁ�ÉÑ _+ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØÀ, ÎÏ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.ëÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (; d) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ (; d) ⊂(a; b), ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �(a;b) = �(;d) _+�(a;b): äÌÑ ÓÕÍÍÙ �1 _+ �2Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄, Ó. 43):��1 _+�2 = ��2 ◦ ��1 ; X�1 _+�2 = X�2 ◦ ��1ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {�1 _+�2 < ∞}. ðÏÄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �� ; X� �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (∀�) ��(�)(�), X�(�)(�) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {� < ∞}.óÌÕÞÁÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ṽ (s; t), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {(s; t) : s ∈ {t >s > 0} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÙÈ s < t < u �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ Ṽ (s; s) = 0 ÉṼ (s; u) = Ṽ (s; t) + Ṽ (t; u):áÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, ÅÓÌÉ�ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ Ṽ (s; t) = Ṽ (0; t− s) ◦ �s. ïÂÏÚÎÁÞÉ× Ṽ (0; t) = Vt, ×Ù×Ï-ÄÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅVt+u ◦ �s = Ṽ (s; s+ t+ u) = Ṽ (s; s+ t) + Ṽ (s+ t; s+ t+ u)= Vt ◦ �s + Vu ◦ �s+t = (Vt + Vu ◦ �t) ◦ �s;ïÔÓÀÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �−1s C = C, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×Vt+u = Vt + Vu ◦ �t: (8)�ÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏ\×ÒÅÍÑ" t ≡ t(�). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {� < ∞}, ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ (∀�)V� (�) = V�(�)(�). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅV�1 _+�2 = V�1 + V�2 ◦ ��1 (9)



ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçï ðòïãåóóá 281ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {�1 _+�2<∞}. ðÏÌÁÇÁÑ (∀�)V� (�)=V�(�)(�), ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ�ÏÌÕÞÁÅÍV�1 _+�2(�) = V�1(�)+�2◦ ��1 (�)(�) = V�1(�) + V�2(��1 (�))(��1(�))= V�1(�) + V�2((��1�)(�)):ðÕÓÔØ X(t) { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÊ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ J(t) = t∫0 X(s) ds. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓÁ { ÜÔÏ �ÒÉÍÅÒ ÁÄ-ÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÓÔÉ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ X(t) É ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:J(s+ t) = s+t∫0 X(u) du = s∫0 X(u) du+ s+t∫s X(u) du= s∫0 X(u) du+ t∫0 (X(u) ◦ �s) du:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ J+(t) = t∫0 X+(s) ds; J−(t) = t∫0 X−(s) ds;ÇÄÅ (∀s) X+(s) = max{X(s); 0}; X−(s) = min{X(s); 0}:ñÓÎÏ, ÞÔÏ J(t) = J+(t) + J−(t):ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x ∈ (a; b) ≡ � ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ Px-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �� É J�� , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÉÚ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÒ£È ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ��, J+(��)É −J−(��). üÔÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ �ÕÔ£ÍÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ (� > 0; � > 0; � > 0)Ex exp(−��� − �J+(��)− �(−J−(��)):÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÎÁÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄV (t) ≡ �t+ �J+(t)− �J−(t):



282 â. ð. èáòìáíï÷ðÕÓÔØ (x − �; x + �) ⊂ �. äÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �� = �� _+��, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {�� < ∞}V (��) = V (��) + V (��) ◦ ��� : (10)÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ X(t) { ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÊ�ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ f1(x) ≡g�(� |x) É f2(x) ≡ h�(� |x) Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ �Ï x É ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (7) Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉf1(a+) = f2(b−) = 1; f1(b−) = f2(a+) = 0:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ � > 0; � > 0; � > 0 ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ � = (a; b),ÇÄÅ a < x < b, Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ �Ï x ÆÕÎË�ÉÉf3(x) ≡ Ex(exp(−V (��)); X�� = a);f4(x) ≡ Ex(exp(−V (��)); X�� = b)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ12f ′′ +A(x)f ′ −B((x) |x)f = 0 (11)Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉf3(a+) = f4(b−) = 1; f3(b−) = f4(a+) = 0;ÇÄÅ (x) ≡ �+�x I(x > 0)−�x I(x < 0) (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:1) ðÕÓÔØ x > � > 0. �ÏÇÄÁ Px-�ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï(�+ �(x − �))�� 6 V (��) 6 (�+ �(x+ �))��;exp(−(�+ �(x+ �))��) 6 exp(−V (��)) 6 exp(−(�+ �(x − �))��):2) ðÕÓÔØ x < −� < 0. �ÏÇÄÁ Px-�ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï(� − �(x+ �))�� 6 V (��) 6 (�− �(x− �))��;exp(−(�− �(x− �))��) 6 exp(−V (��)) 6 exp(−(�− �(x + �))��):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �1 = �+ �(x− �), �2 = �+�(x+�) É �̃ = �+�x. æÕÎË�ÉÉ g�(�1; x), h�(�1; x), g�(�2; x), h�(�2; x)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (7) Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ



ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçï ðòïãåóóá 283ËÒÁÅ×ÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ� ÚÁÍÅÎ£Î ÎÁ �1 É �2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ � = (a; b) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍG�(V; x) ≡ Ex(exp(−V (��));X(��) = a);H�(V; x) ≡ Ex(exp(−V (��));X(��) = b);ÚÁÍÅÎÑÑ ÎÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ ÎÁ �, ÅÓÌÉ � = (�(0)− �; �(0)+ �) éÚ �ÒÉ×ÅÄ£Î-ÎÙÈ ×ÙÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔg�(�2; x) 6 G�(V; x) 6 g�(�1; x):éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ (5) Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 1(ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏ ×ÔÏÒÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔB(x) ÏÔ � ÉÌÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ), �ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×ÏÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï12(1−A(x)� −B(�2 |x)�2 + o(�2)) 6 G�(V; x)
6

12(1−A(x)�−B(�1 |x)�2 + o(�2):ïÔÓÀÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �1 É �2 ÏÔ �, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ�ÒÉ � → 0 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �1 É �2 Ë �̃ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ B(� |x)�Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ B(�i |x) (i = 1; 2) ×�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ Ä×ÏÊÎÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ B(�̃ |x) + o(1) (� → 0).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,G�(V; x) = 12(1−A(x)� −B(�̃ |x)�2) + o(�2)ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï x × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁH�(V; x) = 12(1 +A(x0)�−B(�̃ |x0)�2) + o(�2):�ÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �ÒÉ x0 < 0G�(V; x) = 12(1−A(x0)�−B(� |x0)�2 + o(�2))H�(V; x) = 12(1 +A(x0)�−B(� |x0)�2 + o(�2))ÇÄÅ � = �− �x0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x = 0�ÒÏ×ÏÄÉÍ �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ.



284 â. ð. èáòìáíï÷ðÏÌÁÇÁÅÍ � > 0, � > 0, � > 0. éÍÅÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
−��� 6 0 6 J+(��) 6 ���;
−��� 6 J−(��) 6 0 6 ���:ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ��(�− �(�+ �)) 6 V (��) ≡ ��� + �J+(��)− �J−(��) 6 ��(�+ �(�+ �)):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �1 ≡ �− �(�+ �), �2 ≡ �+ �(�+ �). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏg�(�2; 0) 6 E0(exp(−V (��); X(��) = −�)) 6 g�(�1; 0):÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ 1, Á ÔÁËÖÅ ××ÉÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-�ÉÉ B(� |x) �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �ÅÒ×ÏÇÏ É �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏÞÌÅÎÁ ÜÔÏÇÏ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ1=2(1−A(0)�−B(�1 | 0)�2) + o(�2) = 1=2(1−A(0)�−B(� | 0)�2) + o(�2):1=2(1−A(0)�−B(�2 | 0)�2) + o(�2) = 1=2(1−A(0)�−B(� | 0)�2) + o(�2):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÄÌÑ E0(exp(−V (��)); X(��) = �) ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ.þÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 3 �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÔÏÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ G�(V; x), H�(V; x) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÏÓÔ-ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÁ V . éÍÅÅÍ �ÒÉ �1 ≡ (; d) ⊂ �2 ≡ (a; b) É x ∈ �1G�2(V; x) ≡ Ex(exp(−V (��2)); X(��2) = a)= Ex(exp(−V (��1 _+��2)); X(��1 _+��2) = a)= Ex(exp(−V (��1)− V (��2) ◦ ���1 ); X(��2) ◦ ���1 = a)= Ex(exp(−V (��1))EX(��1 )(exp(−V (��2); X(��2) = a))= Ex(exp(−V (��1); X(��1) = )E(exp(−V (��2); X(��2) = a))+Ex(exp(−V (��1); X(��1) = d)Ed(exp(−V (��2); X(��2) = a))= G�1(V; x)G�2(V; ) +H�1(V; x)G�2(V; d):÷ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 3 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ V . �



ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçï ðòïãåóóá 285ðÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11), �ÒÉÍÅÎÑÅÍÏÇÏ Ë ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏÍÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕ V (t) = �t+�J+(t)+�(−J−(t)), Ó�ÏÍÏÝØÀ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �; �; � Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ � = 0; � = 0,� = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÍÅÎÔÙ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ��,J+(��), J−(��), Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÅÒÙ.
§1. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ12f ′′�(�; x) +A(x)f ′�(�; x) −B(� |x)f�(�; x) = 0; (12)ÇÄÅ A { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ � > 0B(� | · ) { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �Ï x ÆÕÎË�ÉÑ, Á �ÒÉ ÌÀÂÏÍx B( · |x) { ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �, Õ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÁÑ �Ï � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �. òÅÛÅÎÉÑ ÚÁ-ÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ g�(�; x), h�(�; x) ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ �Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉ-ÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ B(� |x) = log(1 + �) 1b(x) ;ÇÄÅ b(x) { ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÉ, ÜÔÉÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÍÕ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ�ÒÏ�ÅÓÓÕ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÒÅÍÅÎÉ Ó �ÏÍÏÝØÀÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÇÁÍÍÁ-�ÒÏ�ÅÓÓÁ (ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÊ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ-�ÅÓÓ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÕ-ÚÉÏÎÎÙÊ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ (ÓÍ., ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, [4℄) É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ (ÓÍ. [3, Ó. 115℄), ËÏÇÄÁ B(�; x) { ÌÉÎÅÊÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �.ðÕÓÔØ A(x) É B(� |x) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ x. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ A É B(�) ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁg�(�; x) = exp(−A(x− a)) sh ((b− x)√A2 + 2B(�))sh ((b− a)√A2 + 2B(�)) ;h�(�; x) = exp(A(b− x)) sh ((x− a)√A2 + 2B(�))sh ((b− a)√A2 + 2B(�)) :



286 â. ð. èáòìáíï÷åÓÌÉ x { ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ � ÄÌÉÎÏÊ 2r, ÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÙÇÌÑÄÑÔÅÝ£ �ÒÏÝÅ gr(�; x) ≡ g�(�; x) = exp(−Ar)2 h(r√A2 + 2B(�)) ;hr(�; x) ≡ h�(�; x) = exp(Ar)2 h(r√A2 + 2B(�) :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÉ gr(�; x) É hr(�; x) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁ-×ÉÓÑÔ x. ÷ ÔÏÞËÅ r = 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï r ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÏÔ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,(gr(�; x))′r = −A=2; (gr(�; x))′′r2 = −B(�);(hr(�; x))′r = A=2; (hr(�; x))′′r2 = −B(�);ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÅÊÌÏÒÁgr(�; x) ≡ gr(�; 0) = 12(1−Ar −B(�) r2) + o(r2); (13)hr(�; x) ≡ hr(�; 0) = 12(1 +Ar −B(�) r2) + o(r2): (14)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ12f ′′�(x) +A(x)f ′�(x)−B(x)f�(x) = 0; (15)ÇÄÅ A { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ, É B { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ � ÔÏÞËÉ x0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÜÔÁ�Å ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.ðÕÓÔØ g�(x), h�(x) { ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ � ÄÌÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (15), ÇÄÅ �ÒÉ � = (a; b) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ËÒÁÅ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑg�(b) = h�(a) = 1; g�(a) = h�(b) = 0:÷ ËÎÉÇÅ [3, Ó. 170℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 0.1, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. ÷ÏÔ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (15) ÆÕÎË�ÉÉ A′ É B ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (a; b) ÔÏÞËÉ x, ÔÏÇÄÁ �ÒÉ a →



ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçï ðòïãåóóá 287x É b → x Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉg�(x) = b− xb− a −A(x) (b − x)(x − a)b− a
−
13 B(x) (b − x)(x − a)(2b− a− x)b− a

−
13 (A2(x) +A′(x)) (b − x)(x − a)(a+ b− 2x)b− a + o((b− a)2); (16)h�(x) = x− ab− a +A(x) (b − x)(x− a)b− a

−
13 B(x) (b− x)(x − a)(b− 2a+ x)b− a+ 13 (A2(x) +A′(x)) (b− x)(x − a)(a+ b− 2x)b− a + o((b− a)2) (17)

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï x ∈ �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. óÏÂÏÌÅ× [2, Ó. 296℄), ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ çÒÉÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑy′′ = q(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ y(a) = y1; y(b) = y2 �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ y(x) = y1 b− xb− a −
b− xb− a x∫a q(t)(t− a) dt+ y2x− ab− a −
x− ab− a b∫x q(t)(b− t) dt: (18)

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (15) × ×ÉÄÅ f ′′ = −2Af ′+2B f . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ q ≡
−2Af ′ + 2Bf × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ�Ï ÞÁÓÔÑÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (15) ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ



288 â. ð. èáòìáíï÷Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f :f(x) = y1 b− xb− a + y2 x− ab− a
− 2 b− xb− a x∫a f(t) (A(t) + (B(t) +A′(t)) (t− a)) dt
− 2 b− xb− a b∫x f(t) (−A(t) + (B(t) +A′(t)) (b− t)) dt (19)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ h�(x). âÌÁÇÏÄÁÒÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÆÕÎË�ÉÉ h�(x) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄh�(x) = x− ab− a + o(1) (20)ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ × ÌÀÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x, ÇÄÅ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ a → x É b → x. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÕÌÅ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉh�(x) × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (18). ðÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ (ÎÏ ÇÒÏ-ÍÏÚÄËÉÈ) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ËÕ ×ÉÄÁ h�(x) = x− ab− a +A(x) (b− x)(x− a)b− a + o(b− a) (21)ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ × ÌÀÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x. þÔÏÂÙ�ÏÌÕÞÉÔØ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (18).ðÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ (ÎÏ ÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÜÔÏÇÏ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍh�(x) = x− ab− a +A(x) (b − x)(x− a)b− a
−
13 B(x) (b− x)(x − a)(b− 2a+ x)b− a+ 13 (A2(x) +A′(x)) (b− x)(x − a)(a+ b− 2x)b− a + o((b− a)2) (22)ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï x ∈ �.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ g�, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ �ÒÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÅ A(x). �



ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçï ðòïãåóóá 289÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ×ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ b− xb− a É x− ab− a . åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÉ �ÒÅÄÅÌÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒx − a = r É b − x = r (r → 0), ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÉ×ÏÄÑÔ ËÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ r.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÓÉÍÍÅÔ-ÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ x. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑgr(x) = 1=2(1−A(x) r −B(x) r2) + o(r2); (23)hr(x) = 1=2(1 +A(x) r −B(x) r2) + o(r2) (24)ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï x ∈ G0, ÇÄÅgr(x) ≡ g(x−r; x+r)(x); hr(x) ≡ h(x−r; x+r)(x):úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ B ËÒÏÍÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ x ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÄÌÉÎÙ b − a ≡ 2r ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ � ≡ (a; b), Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ B(r; x). åÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Õ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÅÄÅÌ B(0; x) �ÒÉ r → 0, ÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ(23) É (24) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÕÔÏÞÎÅÎÙgr(x) = 1=2(1−A(x) r −B(0; x) r2) + o(r2); (25)hr(x) = 1=2(1 +A(x) r −B(0; x) r2) + o(r2) (26)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ(g�; h�), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× × R.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a <  < d < b É ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �1 = (; d),�2 = (a; b) ÆÕÎË�ÉÉ g�2 É h�2 Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ, ÉÍÅÀÔÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ �1g�2(x) = g�1(x)g�2() + h�1(x)g�2(d);h�2(x) = g�1(x)h�2() + h�1(x)h�2(d):ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ S ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �ÒÉ r → 0gr(x) = 12 (1−A(x) r −B(x) r2) + o(r2);



290 â. ð. èáòìáíï÷hr(x) = 12 (1 +A(x) r −B(x) r2) + o(r2);ÇÄÅ A É B { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ S. �ÏÇÄÁÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ � ⊂ S ÆÕÎË�ÉÉ g�2, h�2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÁÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ12 f ′′ +A(x)f ′ −B(x)f = 0 (27)Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÌÅÅ � ≡ �2. éÍÅÅÍg�(x) = gr(x)g�(x− r) + hr(x)g�(x+ r):ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍg�(x) = (12 (1−A(x) r −B(x) r2) + o(r2)) g�(x− r)+(12 (1 +A(x) r −B(x) r2) + o(r2)) g�(x+ r)= 12 g�(x− r) + 12 g�(x+ r) +A(x) r(g�(x+ r) − g�(x− r))
−B(x) r2(g�(x + r) + g�(x − r)) + o(r2):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÑÈ12 (g�(x− r) − 2 g�(x) + g�(x+ r)) +A(x) r(g�(x+ r)− g�(x− r))
−B(x) r2(g�(x+ r) + g�(x− r)) + o(r2) = 0:òÁÚÄÅÌÉ× �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ r2 É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ, ÍÙ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 12 g′′� +A(x)g′� −B(x)g� = 0:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ12 h′′� +A(x)h′� −B(x)h� = 0ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÜÔÉÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. �



ïâ éî�åçòáìå ï� äéææõúéïîîïçï ðòïãåóóá 291úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. óÉÓÔÅÍÁ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ 3 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÁ � ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (27)g� É h� (ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �1, �2, ÇÄÅ �1 ⊂ �2, ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2), ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 3ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ g� É h� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (27). ÷Ù×ÏÄ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ× ËÎÉÇÅ [3℄ ÎÁ Ó. 165, ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏÓÌÕÞÁÑ { ÔÁÍ ÖÅ, Ó. 198. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. å. â. äÙÎËÉÎ, íÁÒËÏ×ÓËÉÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ. æí, í., 1963.2. ó. ì. óÏÂÏÌÅ×, õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, í., 1954.3. â. ð. èÁÒÌÁÍÏ×, îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ �ÏÌÕÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ. îÁÕËÁ, óðÂ., 2001.4. â. ð. èÁÒÌÁÍÏ×, ï ÍÁÒËÏ×ÓËÏÍ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅ Ó ÚÁÍÅÄÌÅÎÎÙÍ ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÔÒÅÚËÁ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 368 (2009), 231{255.5. â. ð. èÁÒÌÁÍÏ×, æÉÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ: �ÏÌÕÍÁÒ-ËÏ×ÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ. �ÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎ. É ÅÅ �ÒÉÍÅÎ. 60, No. 3 (2015), 506{524.Harlamov B. P. On integral of a semi-Markov di�usion proess.A semi-Markov di�usion proess (X(t)) (t > 0) is onsidered. The pro-ess (J(t)) (t > 0) equals to integral of the proess (X(t)) on interval [0; T )is studied. The relation between one-dimensional di�erential equation ofthe seond order of elliptial type and asymptotis of a solution of Dirih-let problem on an interval with length tending to zero is derived. Thisrelation is used for deriving a di�erential equation Laplae transform forthe semi-Markov generating funtion of the proess (J(t)).ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 10 ÏËÔÑÂÒÑ 2016 Ç.éÎÓÔÉÔÕÔ ðÒÏÂÌÅÍ íÁÛÉÎÏ×ÅÄÅÎÉÑ òáî,âÏÌØÛÏÊ �Ò. ÷ï, Ä. 61ó.ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : b.p.harlamov�gmail.omboris.harlamov�yandex.ru


