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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ n Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �n ËÁË ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [n℄ = {1; 2; : : : ; n} Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁp � p′ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p′ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p (ÏÇÒÕÂÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ). ëÁË �ÒÉÎÑÔÏ ×ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÂÌÏËÁÍÉ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [10℄), ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÛÅÔËÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p1; p2 ∈ �n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÉÎÆÉÍÕÍinf{p1; p2} É ÓÕ�ÒÅÍÕÍ sup{p1; p2}. á ÉÍÅÎÎÏ, inf{p1; p2} �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÌÏËÏ× p1 É p2, ÔÏÇÄÁËÁË sup{p1; p2} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞÎÙÍ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÂÌÏËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÓÏÄÅÒÖÁÔ ÂÌÏËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p1 É p2 �ÅÌÉËÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÂÌÏËÉ ÅÓÔØ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÅÈ ÂÌÏËÏ× p1, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÅ× ÏÄÉÎ ÂÌÏË p2.÷ÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : [n℄ → [n℄ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p� ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á [n℄ ÎÁ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ �: [n℄ = ∪i:�−1(i)6=∅�−1(i). ÷ ÜÔÏÊÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p� ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [n℄, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ [n℄ → [n℄.íÙ ÉÚÕÞÁÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á inf16i6t pi É sup16i6t pi �ÒÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ pi. ÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÍÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉÔÏÇÏ, ÞÔÏ inf i pi ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ pmin =

{{1}; : : : ; {n}} É ÞÔÏ supi pi ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÀ pmax = {[n℄}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÒÅÛÅÔËÁ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ðÅÒ×ÙÊ Á×ÔÏÒ ÂÙÌ �ÏÄÄÅÒÖÁÎ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÓÏ�ÉÁÌØÎÙÈ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÊ \òÏÄÎÙÅÇÏÒÏÄÁ" ðáï \çÁÚ�ÒÏÍ ÎÅÆÔØ". 195



196 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÉÚ �n, ÄÅÔÁÌØÎÏ ÉÚÕ-ÞÅÎÙ × [8℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [1℄, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÅÛÅÔÏË ÓÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ [2, 3℄.þÔÏÂÙ ÎÅ ÚÁÇÒÏÍÏÖÄÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÙ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÚÎÁË �ÅÌÏÊÞÁÓÔÉ ⌊ · ⌋ × ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ a �Ï ËÏÎÔÅËÓÔÕÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ, ÓËÁÖÅÍ, ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁËÉÈ-ÔÏ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÌÉÇÒÁÎÉ�Á ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÚÁ�ÉÓØ a ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ⌊a⌋.÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÉÎÆÉÍÕÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÊ; ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ â. ðÉÔÔÅÌÅÍ [8℄, ÉÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ Ï ÞÉÓÌÁÈ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ×ÔÏ-ÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. òÁÚÄÅÌ 4 �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÓÕ�ÒÅÍÕÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. ÷ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÂÌÏËÁ × sup16i6t pi�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t.
§2. éÎÆÉÍÕÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ ×Ï�ÒÏÓ Ï �Ï×ÅÄÅÎÉÉinf{p�1 ; : : : ; p�t}, ÇÄÅ �1; : : : ; �n ÓÕÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ [n℄ × [n℄. ðÏÒÏÇÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ t ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×-ÎÙÍ 2: �ÒÉ t > 2 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ inf i p�i = pmin ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1�ÒÉ n → ∞, ÔÏÇÄÁ ËÁË �ÒÉ t = 2 ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë e−1=2.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÅÒ×ÙÊ ÆÁËÔ �ÒÉ t > 3 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÉt = 3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; �3 : [n℄ →[n℄ ×ÙÂÒÁÎÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.�ÏÇÄÁ limn→∞

P(inf{p�1 ; p�2 ; p�3} = pmin) = 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ p := inf{p�1 ; p�2 ; p�3} 6= pmin, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ [n℄ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÂÌÏËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p. ðÕÓÔØD { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ {i; j}, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ i 6= j É ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÂÌÏËÅÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p. �ÏÇÄÁP[inf{p�1 ; p�2 ; p�3} 6= pmin]
6 E[|D|

] = (n2)P[1 É 2 �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÄÉÎ ÂÌÏË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p℄:



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 197úÄÅÓØ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ |D| ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D.ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Ñ×ÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ É ÒÁ×ÎÁ (P [�1(1) = �1(2)℄)3 =n−3, ÞÔÏ ÄÁÅÔP[ inf{p�1 ; p�2 ; p�3} = pmin℄= 1−P[inf{p�1 ; p�2 ; p�3} 6= pmin℄ > 1− (n2)n−3 → 1: �éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × [8℄, ÉÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÅÇÏ ÚÄÅÓØ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2 : [n℄ → [n℄×ÙÂÒÁÎÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.�ÏÇÄÁ limn→∞
P[inf{p�1 ; p�2} = pmin℄ = e−1=2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ p = inf{p�1 ; p�2}. ðÕÓÔØ A { ÜÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÂÌÏËÏ× × p, Á B { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË {i; j; k},ÔÁËÉÈ ÞÔÏ i; j É k ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÂÌÏËÅ p. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏE [|B|℄ = (n3)P[1; 2 É 3 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÂÌÏËÅ p℄ = (n3)n−6 < n−3:úÎÁÞÉÔ, Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 1−n−3 ×ÓÅ ÂÌÏËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ pÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ 1 ÉÌÉ 2. îÁÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Á |A| ÂÌÏËÏ× ÄÌÉÎÙ 2. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k > 0 �ÏÌÕÞÁÅÍE [(|A|k )] = 1k! k−1

∏s=0(n− 2s2 )

·P[{1; 2}; : : :{2k − 1; 2k} { ÂÌÏËÉ × p ℄= (1 +O( 1n)) · n2k2k · k! · 1n2k → 12k · k! ; n → ∞:ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÄÌÑ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ 1=2, É × ÓÉÌÕ [6, ÔÅÏÒÅÍÁ 6.7℄ |A|ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÍÕ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, P[|A| = 0℄ → e−1=2.
�

§3. îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÍ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ S(n; k) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [n℄, × ËÏÔÏÒÙÈ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ k ÂÌÏËÏ×.



198 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ [n℄ ÎÁ [k℄ ÒÁ×-ÎÑÅÔÓÑ S(n; k) · k!, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÒÁÚÂÉÅÎÉÅ [n℄ ÎÁ k ÂÌÏËÏ×. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÆÁËÔ É ÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÎÏ �ÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ ÅÇÏ× ×ÉÄÕ.ìÅÍÍÁ 3.1 ([7, ÔÅÏÒÅÍÁ. 3.2℄). ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÞÉÓÌÁ óÔÉÒÌÉÎ-ÇÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ S(n; k) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×ÏÇÎÕÔÕÀ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Ï k, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ ×ÓÅÈ k = 2; : : : ; n− 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï S(n; k)2 > S(n; k − 1) · S(n; k + 1):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ S(n;k−1)S(n;k) ÎÅÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï k.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ Ï ÞÉÓÌÁÈ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ×ÔÏÒÏÇÏÒÏÄÁ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÒÉÎ�É� ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ.ðÒÉÎ�É� ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ f { ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S × ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T . ðÒÉt ∈ T ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ f−1(t) := {s ∈ S : t ∈ f(s)}. �ÏÇÄÁ
|S|
|T | 6

maxt∈T |f−1(t)|mins∈S |f(s)| :ìÅÍÍÁ 3.2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ l 6 k ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï S(k; l− 1)S(k; l) 6
l(l − 1)2(k − l + 1) : (1)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Alk ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ [k℄ ÎÁ l ÂÌÏ-ËÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : Alk → A

l−1k , ËÏÔÏÒÏÅÂÅÒÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p ∈ Alk É ÓËÌÅÉ×ÁÅÔ ËÁÖÄÕÀ �ÁÒÕ ÅÇÏ ÂÌÏËÏ×. �ÏÇÄÁËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Alk ÉÍÅÅÔ (l2) ÏÂÒÁÚÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÙÂÌÏËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ q ∈ A
l−1k ÓÕÔØ x1; x2; : : : ; xl−1. �ÏÇÄÁ |f−1(q)| ÒÁ×ÎÑ-ÅÔÓÑ l−1

∑s=1(2xs−1 − 1). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, |f−1(q)| ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ×ÒÁÚÂÉÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÂÌÏËÏ× q ÎÁ Ä×Á, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ ÂÌÏËÒÁÚÍÅÒÁ x ÎÁ Ä×Á ÅÓÔØ 2x−1−1. ðÏÓËÏÌØËÕ l−1
∑s=1(2xs−1−1) >

l−1
∑s=1(xs−1) =



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 199k − l + 1, �ÒÉÎ�É� ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÄÁÅÔS(k; l − 1)S(k; l) = |Al−1k |
|Alk| 6

l(l− 1)2(k − l+ 1) : �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏ �ÒÉ l = o(√k),ÓÍ. [5℄.éÎÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÕÀ Ï�ÅÎËÕ, �ÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑËÁË ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2. äÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ l 6 k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï S(k; l− 1)S(k; l) 6
k22 :÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 7 ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ,ÓÍ. [11, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5℄.ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ k ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n ÔÁË, ÞÔÏ k=n = 
 + o(1) �ÒÉn → ∞, ÇÄÅ 
 ∈ (0; 1). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ S(n; k) ×ÅÒÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ S(n; k) = nn−k · eg(
)·n+o(n); n → ∞;ÇÄÅ g(
) = 
+ ln 
 + (
 − 
) · ln (
 − 
)− 
 · ln 
, Á 
 ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 
 · (1− e−1=
) = 
.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ [11℄ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÉ k = 
n+ o(n2=3). þÔÏÂÙ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ k = 
n+ o(n),ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ 3.2.

§4. óÕ�ÒÅÍÕÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÓÕ�ÒÅÍÕÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; : : : ; �t : [n℄ → [n℄ ×Ù-ÂÒÁÎÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. íÙÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ p := sup16i6t p�i ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ pmax= {[n℄}. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÒÏÇÏ×ÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ln(n). üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ t = t(n) = ln(n)−w(n), ÇÄÅ w(n) → ∞ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÔÏ P[p = pmax℄ → 0, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÅÓÌÉ t = t(n) = ln(n) + w(n),ÔÏ P[p = pmax℄ → 1. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



200 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÂÌÏËÏ× ×sup{p�1 ; : : : ; p�t}. �ÏÇÄÁE[M ℄ = n · e−t +O(t · e−t); D[M ℄ = O(n · e−t); n → ∞;ÇÄÅ ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉ O( · ) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙ �Ï t = 1; : : : ; 2 ln(n).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉE[M ℄ = n ·P[{1} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÂÌÏË × p℄= n ·
((1− 1n)n−1)t:ðÏÜÔÏÍÕ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ t{È ÓÔÅ�ÅÎÅÊ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍE[M ℄− ne−t = n[(1− 1n)n−1

− e−1] t−1
∑s=0 (1− 1n)s(n−1)es−t+1:ðÒÉ n → ∞ ÒÁÚÎÏÓÔØ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË O(1=n),ÔÏÇÄÁ ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍe−t+1 (1− 1n)−s ∼ e−t+1ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï s < t 6 2 lnn. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,E[(M2 )]=(n2)·P[{1} É {2} Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ × p℄=(n2)·((1− 1n)(1− 2n)n−2)t = (n2) · e−2t +O(nte−2t)�ÒÉ n → ∞, ÇÄÅ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔÉt{È ÓÔÅ�ÅÎÅÊ. úÎÁÞÉÔD[M ℄ = 2 ·E[(M2 )]+E[M ℄− (E[M ℄)2= n(e−t − e−2t) +O(nte−2t) +O(te−t);É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ËÁË O(ne−t) �ÒÉ 1 6 t 6 2 ln(n).

�óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1. ðÒÉ ×ÓÅÈ " ∈ (0; 1) É t = t(n), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ t− ln(n) →
−∞, ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á M ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÂÌÏËÏ× × sup{p�1 ; : : : ; p�t}×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ limn→∞

P[M 6 (1− ")ne−t] = 0:



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 201äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ × ÌÅÍÍÅ 4.1ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á þÅÂÙÛÅ×Á: �ÏÓËÏÌØËÕ E[M ℄−ne−t = O(te−t), ÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ nP[M 6 (1− ")ne−t℄ 6 P[|M −E[M ℄| > "ne−t(1 +O(t=n))℄
6

D[M ℄"2n2e−2t(1 +O(t=n))2 :ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÅÓÔØ O(et=n) É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ ÓÄÅ-ÌÁÎÎÙÈ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÎÁ t. ��Å�ÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑt− ln(n) → −∞:�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ w : N → R ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ limn→∞ w(n) =
∞ É w(n) < ln(n). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ t = t(n) = ln(n)−w(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÌÙÍ, É ×ÙÂÅÒÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; : : : ; �t : [n℄ → [n℄ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÉÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁlimn→∞

P[sup{p�1 ; : : : ; p�t} = pmax℄ = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ p := sup{p�1 ; : : : ; p�t} É �ÕÓÔØ M ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÂÌÏËÏ× × p. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4.1,×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ M = 0, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Á ÅÓÌÉ M > 0, ÔÏp 6= pmax. �þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ t = ln(n) + w(n) ÒÁÚÂÉÅÎÉÅp := sup{p�1 ; : : : ; p�t}Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ pmax, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÔÒÉ ÌÅÍÍÙ. ðÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÁÌÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÌÉ-ÞÉÑ × p ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ√n=2, É ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÔ √n=2ÄÏ lnn · √n, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÒÅÔØÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × p Ó ÍÁÌÏÊ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÂÌÏËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌÅÅ lnn · √n.ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ w : N → R ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍlimn→∞ w(n) = ∞ É w(n) < ln(n). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏt = t(n) = ln(n) + w(n)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ É ×ÙÂÅÒÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; : : : ; �t : [n℄ → [n℄ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ p :=



202 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþsup{p�1 ; : : : ; p�t}. �ÏÇÄÁ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n,P [p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ √n=2 ÒÁÚÍÅÒÁ] < 9 · e−w(n): (2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ k,ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:P[p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ k℄6(nk) ·P[{1; 2; : : : ; k} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÌÏËÏÍ p ℄
6

(nk) (P[�(a) 6= �(b) �ÒÉ ×ÓÅÈ a 6 k < b℄)t :ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ l ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ �(a) 6=�(b) �ÒÉ ×ÓÅÈ a 6 k < b É ÏÂÒÁÚ {1; 2; : : : ; k} �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ � ÓÏÄÅÒÖÉÔl ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ (nl) · l! ·S(k; l) · (n− l)n−k. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ×ÙÛÅ Ï�ÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÞÉÓÅÌ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ×ÔÏÒÏÇÏÒÏÄÁ:P[p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ k℄6(nk)( k
∑l=1 1nn ·

(nl)· l! · S(k; l) · (n−l)n−k)t
6

(nk)( k
∑l=1 nl−n · S(k; l) · (n− l)n−k)t : (3)ï�ÅÎÉÍ ÓÕÍÍÕ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ nl−n · S(k; l) · (n− l)n−kËÁË fk(l). �ÏÇÄÁ �ÒÉ k 6

√n=2, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(1− x)1=x 6 e−1 É −k ln(1− x) 6 �kx 6 ln(1 + �kx), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÅ �ÒÉ� > 1, � = 2(e�=2 − 1), 0 6 kx 6 1=2 É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ x = k=n,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑfk(k) = (1− kn)n−k
6 e−k (1− kn)−k

6 e−k (1 + 2 k2n ) :�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ l ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ k ÄÏ 1, ÔÏ fk(l) ÕÂÙ×ÁÅÔ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÉ 2 6 l 6 k 6
√n=2 ÉÍÅÅÍfk(l − 1)fk(l) = 1n · S(k; l− 1)S(k; l) ·

(1 + 1n− l)n−k
6

e · k22n < 1: (4)



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 203÷ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2. óÏÂÉÒÁÑ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ×ÍÅÓÔÅ É ×Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ t = ln(n) + w(n) 6 2 ln(n), �ÏÌÕÞÁÅÍP[p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ k℄ 6 (nk)( k
∑l=1 nl−n · S(k; l) · (n− l)n−k)t

6

(nk)(k−1
∑s=0 e−k (1 + 2 k2n )

·
(e · k22n )s)t

6
nkk! (4 e−k4− e (1 + 2 k2n )(1− e · k22n )−1)t

6 e−k·w(n) · 1k! ·(1+ 5 k2n )2 lnn
6

5k2 · e−w(n):ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÉÌÀÂÙÈ k 6
√n=2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ k < n1=4 É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈn ×ÅÒÎÏ (1 + 5k2n )2 lnn 6 2, É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ n1=4 6 k 6

√n=2 ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n �ÏÌÕÞÁÅÍ1(k−2)! · (1 + 5k2n )2 lnn 6 1(n1=4−2)! · (7=2)2 lnn < 1. óÕÍÍÉÒÕÑ �Ï ×ÓÅÍk 6
√n=2, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (2) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. �ìÅÍÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ w : N → R ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍlimn→∞ w(n) = ∞ É w(n) < ln(n). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ t = t(n) =ln(n) + w(n) �ÅÌÏÅ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; : : : ; �t : [n℄ → [n℄ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É �ÏÌÏÖÉÍp := sup{p�1 ; : : : ; p�t}. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ nP [p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ√n=2 É ÎÅ ÂÏÌÅÅ lnn·√n]<e−n1=2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉ-ËÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ k ÍÅÖÄÕ√n=2 É ln(n)·√n É Ï�ÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ k. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÅÎËÅ (3), �ÏÌÕÞÁÅÍP[p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ k℄ 6 (nk)( k

∑l=1 nl−n · S(k; l) · (n− l)n−k)t :



204 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþï�ÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÕÍÍÕ × ÓËÏÂËÁÈ, ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÄÒÕÇÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. óÎÏ-×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ nl−n · S(k; l) · (n− l)n−k ÞÅÒÅÚ fk(l). �ÏÇÄÁfk(k) = (1− kn)n−k
6 e−k · (1− kn)−k

6 e−k · e2k2=n: (5)�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ l ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ k ÄÏ 1, ÔÏ fk(l) ÎÅ ÒÁÓÔÅÔÓÌÉÛËÏÍ ÄÏÌÇÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÉ 2 6 l 6 k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑfk(l − 1)fk(l) = 1n · S(k; l− 1)S(k; l) ·
(1 + 1n− l)n−k

6
en · S(k; l− 1)S(k; l) 6

e · k22n · (k − l + 1) ;ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏfk(l − 1) 6 fk(l) �ÒÉ ×ÓÅÈ l 6 k − 2k2n . ðÏÜÔÏÍÕ maxl{fk(l)} ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ fk(k) · ( e·s2 )2s, ÇÄÅ s := k2n 6 (ln n)2. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ Ï�ÅÎËÕ,�ÏÌÕÞÁÅÍP[p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ k℄ 6 (nk)( k
∑l=1 nl−n · S(k; l) · (n− l)n−k)t= (nk)( k
∑l=1 fk(l))t

6

(nk)(k ·maxl {fk(l)})t
6

nkk! (e−k+2k2=n · k · (2s)2s)t= 1k! (e2s · k · (2s)2s)t · nkekt
6

1ek lnk=2 (C · n · es2)t
6

1e√n=2 ln(n=2)=2 (C · n · e(lnn)4)2 lnn
6 e−√2n+4·(lnn)5
6

1n · e−n1=2 :üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ×ÅÒÎÁ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n; ×ÏÚÎÉËÛÁÑ × ÈÏÄÅ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ (2se)2ses2 �Ï s ∈ R+. îÁËÏÎÅ�, ÓÕÍ-ÍÉÒÕÑ �Ï ×ÓÅÍ k 6 lnn · √n É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ln(n)=√n < 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ n,ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ. �



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 205ìÅÍÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ p′ { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [n℄, ×ÓÅÂÌÏËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ lnn·√n. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� : [n℄ → [n℄ ×ÙÂÒÁÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÔÏÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ nP[sup{p�; p′} 6= pmax℄ < n2 · e−(lnn)2=2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ sup{p�; p′} 6= pmax, ÔÏ × p′ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÂÌÏ-ËÁ {x1; x2; : : : ; xa} É {y1; y2; : : : ; yb}, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ p� ÎÅ \ÓËÌÅÉ×ÁÅÔ" ÉÈ,ÔÏ ÅÓÔØ �(xi) 6= �(yj) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ i 6 a É j 6 b. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÍÁÌÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ä×ÕÈ ÂÌÏËÏ×. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÏÂÏÉÈ ÂÌÏËÏ× ÅÓÔØ t = lnn · √n. ðÏÓËÏÌØËÕ× p′ ÎÅ ÂÏÌÅÅ √n ÂÌÏËÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕP[ sup{p�; p′} 6= pmax℄
6 n ·P[�({1; 2; : : : ; t}) ∩ �({t+ 1; t+ 2; : : : ; 2t}) = ∅

]: (6)÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ1nt t
∑k=1(nk) · S(t; k) · k! · (1− kn)t 6

t
∑k=1 nk−t · S(t; k) · (1− kn)t:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ nk−t · S(t; k) · (1− kn)t ËÁË st(k), ÔÏÇÄÁ st(t) = (1− tn)t É,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 3.2, �ÏÌÕÞÁÅÍst(k − 1)st(k) = 1n · S(t; k − 1)S(t; k) ·

(1 + 1n− k)t 6
2n · t22(t− k + 1) :üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÍÅÎØÛÅ 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ k < t− (lnn)2, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ maxl{st(l)} ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k = k0 > t − (lnn)2.



206 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþüÔÏ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ:max16l6t{st(l)} = st(k0) = st(t) · st(t− 1)st(t) : : : st(k0)st(k0 + 1)
6 st(t) · t

∏l=k0+1( t2n ·

(1 + 1n−l)t2(t− l + 1))= (1− tn)t · (1 + t− k0n− t )t · ( t2n )t−k0
· 12t−k0 · (t− k0)!

6

(1− k0n )t · (e · (lnn)22(t− k0) )t−k0= (1 + o(1)) · e−(lnn)2 · (e · (lnn)22(t− k0) )t−k0�ÒÉ n → ∞, �ÏÓËÏÌØËÕ ln(1 − k0n )t = − tk0n + O(tk20=n2), Á (ln n)2 −(lnn)3=√n 6 tk0=n 6 (lnn)2 × ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ t É k0. ðÏÌÏÖÉÍ x ÒÁ×-ÎÙÍ t−k0(lnn)2 ; ÔÏÇÄÁ x 6 1 É �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØst(k0) 6 2 · e−(lnn)2 · (e · (lnn)22(t− k0) )t−k0 = 2 · (( e2x)xe )(lnn)2
6 2 · e−(lnn)2=2;�ÏÓËÏÌØËÕ ( e2x)x 6

√e �ÒÉ x > 0. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (6) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2t ·e−(lnn)2=2, É ÚÎÁÞÉÔP[sup{p�; p′} 6= pmax℄ 6 n · 2t · e−(lnn)2=2 < n2 · e−(lnn)2=2: ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ,ÞÅÍ lnn, ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÒÁ×-ÎÑÅÔÓÑ pmax.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ w : N → R ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ limn→∞ w(n) =
∞. ðÕÓÔØ t = t(n) = ln(n) + w(n) ÅÓÔØ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ; ×ÙÂÅÒÅÍ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ �1; �2; : : : ; �t : [n℄ → [n℄ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁlimn→∞

P[sup{p�1 ; : : : ; p�t} = pmax℄ = 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ w(n) < lnn, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÙ ÂÅÒÅÍ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÛÁÎÓÏ×, ÞÔÏÉÈ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ pmax. ìÅÍÍÙ 4.2 É 4.3 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �ÒÉ



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 207n → ∞ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ p′ := sup{p�2 ; : : : ; p�t} ÎÅÔ ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ, ÍÅÎØ-ÛÅÇÏ lnn·√n, Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1−o(1). ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÌÅÍÍÅ 4.4 �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ p = sup{p′; p�1} = pmax Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1− o(1). �

§5. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÂÌÏËÁ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÔÉ�ÉÞÎÙÊ ×ÉÄ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑp = sup{p�1 ; p�2 ; : : : ; p�t}�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t É ÂÏÌØÛÏÍ n. ðÒÉ t = 3; 4, Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔØÀ × p ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ 
(n), ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 7 É 5,�ÒÉÞÅÍ �ÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÕ ÞÉÓÅÌ S(n; k). �ÅÏÒÅÍÁ 6 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ t ÓÏ ÓÔÒÅ-ÍÑÝÅÊÓÑ Ë 1 �Ï n ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ p ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁn− "t ·n, ÇÄÅ "t ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï t. íÙ ÔÁËÖÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ× ÔÅÏÒÅÍÅ 8, ÞÔÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ t = 3, ÓÕ�ÒÅÍÕÍ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n Ó ÂÌÉÚËÏÊ Ë 1 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 
(n).÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ k-Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ k < n Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ek ËÁË {p | ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ p′ � p, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ k}. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ�Ï�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ek ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ k-Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÉ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ó×ÏÊÓÔ× k-Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.ìÅÍÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [n℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ�ÒÉ ×ÓÅÈ k ∈ [a; b℄, ÇÄÅ a < b < n { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÏÇÄÁ × pÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÌÏË ÎÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ b− a ÒÁÚÍÅÒÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ ÂÌÏËÉ p ÉÍÅÀÔÒÁÚÍÅÒÙ x1 6 x2 6 : : : 6 xr < b−a. ðÕÓÔØ s ÅÓÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÉÎÄÅËÓ, ÔÁËÏÊÞÔÏ x1 + · · ·+ xs > a. �ÏÇÄÁ a 6 x1 + · · ·+ xs = (x1 + · · ·+ xs−1) + xs 6a+(b−a) = b, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅp ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (x1 + · · ·+ xs)-Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. �ìÅÍÍÁ 5.2. ðÕÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [n℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ�ÒÉ ×ÓÅÈ k ∈ [a; b℄, ÇÄÅ a; b { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ 2 · a6b<n.�ÏÇÄÁ × p ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÅÍ b.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 5.1 × p ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ, ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅÇÏ b− a > a. ðÏÓËÏÌØËÕ × p, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÔ ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ k ∈ [a; b℄,ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏÔ ÂÌÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ b ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �



208 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþìÅÍÍÁ 5.3. åÓÌÉ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ p ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [n℄ ÅÓÔØ h ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔ-ÎÙÈ ÂÌÏËÏ× É ÏÎÏ b-Ó×ÏÂÏÄÎÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ b > h, ÔÏ × p ÎÁÊÄÅÔÓÑÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ h.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p′ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ n− h ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 1 ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p.ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p′ k-Ó×ÏÂÏÄÎÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ∈ [b−h; b℄. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p′ ÉÍÅÌÏÒÁÚÍÅÒ b−k �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k 6 h, ÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÑ k ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 1, ÍÙÂÙ ÚÁËÌÀÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p ÉÍÅ-ÅÔ ÒÁÚÍÅÒ b, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ b-Ó×ÏÂÏÄÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÌÅÍÍÅ 5.1ÏÄÉÎ ÉÚ ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p′ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ h. úÎÁÞÉÔ, É pÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ h. �ìÅÍÍÁ 5.4. ðÕÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [n℄ k-Ó×ÏÂÏÄÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈk ∈ [a; b℄, ÇÄÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ a É b ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 2 ·a 6 b < n. �ÏÇÄÁ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÂÌÏËÏ× p, ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁËÍÉÎÉÍÕÍ a, ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n− a ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÌÏËÉÒÁÚÍÅÒÁ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ a, ÂÏÌØÛÉÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÂÏÌØÛÉÈ ÂÌÏËÁÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÍÅÎÅÅ n− a ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, ÔÏÇÄÁ ×Ï ×ÓÅ ÍÁÌÅÎØËÉÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ ÂÏÌÅÅ a. ðÕÓÔØ x1; x2; : : : ; xr{ ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÂÌÏËÏ×, ÔÏÇÄÁ x1 + x2 + · · · + xr > a. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÎÄÅËÓ i, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ x1 + · · · + xi > a, ÔÏÇÄÁa 6 x1 + x2 + · · ·+ xi = (x1 + : : : xi−1) + xi 6 a+ a 6 b, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ p �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (x1+ · · ·+xi)-Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. ��ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; �3; �4 : [n℄ → [n℄ ×Ù-ÂÒÁÎÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. åÓÌÉp = sup{p�1 ; p�2 ; p�3 ; p�4}, ÔÏlimn→∞
P [ p ÉÍÅÅÔ ÂÌÏË Ó ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ n=3 ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ℄ = 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 
 ∈ [ 111 ; 13 ℄ É �ÏÌÏÖÉÍ k =
 · n. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ p =∈ Ek, ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 209ÕÂÙ×ÁÅÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 4.2, �ÏÌÕÞÁÅÍP[p =∈ Ek℄ 6 (nk) (P[�(a) 6= �(b) �ÒÉ ×ÓÅÈ a 6 k < b℄)4= (nk)( k
∑l=1 1nn ·

(nl) · l! · S(k; l) · (n− l)n−k)4
6

(nk)( k
∑l=1 nl−k · S(k; l) · (1− ln)n−k )4:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÎÏ×Á nl−k ·S(k; l)·(1− ln)n−k ÚÁ fk(l). íÙ ÈÏÔÉÍ Ï�ÅÎÉÔØmaxl{fk(l)}. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.2 �ÏÌÕÞÁÅÍfk(l − 1)fk(l) = 1n · S(k; l − 1)S(k; l) ·

(1 + 1n− l)n−k
6

e · l22 · n · (k − l + 1) ;ÔÁË ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ fk(l) �Ï l �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ k; n ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ l > k=2: îÁÊÄÅÍ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ fk(l):fk(l) = fk(k) · k
∏r=l+1(fk(r − 1)fk(r) )

6 fk(k) · k
∏r=l+1( e · r22 · n · (k − r + 1)):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ r < k − x · n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ 1,ÇÄÅ x { ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ2 · x = e · (
− x)2: (7)ïÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏk

∑l=1 fk(l) 6 k ·maxl {fk(l)} 6 k · fk(k) · 
·n
∏r=(
−x)·n( e · r22 · n · (k − r + 1))= k ·

(1− kn)n−k
·
( e2 · n)xn ·

( (
n)!((
− x) · n)!)2 · 1(xn)! :ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÕÑ É ÄÅÌÑ ÎÁ n, �ÏÌÕÞÁÅÍln (maxl{fk(l)})n
6 (1− 
) · ln (1− 
) + x · (1− ln 2)− x · lnn+ 2 · 
 ln (
n)− 2 · 

− 2 · (
− x) ln ((
− x)n) + 2 · (
− x)− x · ln (xn) + x+ o(1):



210 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþ÷ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �ÏÒÑÄËÁ lnn ÍÁÇÉÞÅÓËÉ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍln( k
∑l=1 fk(l))n 6 (1− 
) · ln (1− 
) + x · (2− ln 2) + 2 · 
 ln 
− 2 · 


− 2 · (
− x) ln (
− x) + 2 · (
− x)− x · lnx+ o(1)= (1− 
) · ln (1− 
)− x · ln 2 + 2 · 
 ln 

− 2 · (
− x) ln (
− x)− x · lnx+ o(1):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ËÁË �(
). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏÏÔ 
, �ÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7) ×ÙÒÁÖÁÅÔ x ÞÅÒÅÚ 
. üÔÏ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ P[p =∈ Ek ℄:P[p =∈ Ek℄ 6 (nk) ·

( k
∑l=1 nl−k · S(k; l) · (1− ln)n−k)4

6 en·(H(
)+4�(
)+o(1));ÇÄÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÉH(
) = −
 · ln 
− (1− 
) · ln (1− 
): (8)ðÏÜÔÏÍÕ P[p =∈ Ek℄ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ �(
) := H(
) + 4 ·�(
) < 0, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ 
 ∈ [0:087412; 0:340034℄. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ �(
) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �(
) < −" �ÒÉ×ÓÅÈ 
 ∈ [1=11; 1=3℄. úÎÁÞÉÔ,P [p =∈ Ek �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ∈
[ n11 ; n3 ]] 6 n · e−"·n:ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ó ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ 1 − n · e−"·n×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ × p ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ n3 . ��ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ " ∈ (0; ln(e=2)) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0,ÔÁËÁÑ ÞÔÏ �ÒÉ t > C ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; : : : ; �t : [n℄ → [n℄ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍp = sup{p�1 ; p�2 ; : : : ; p�t}É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÂÌÏËÁ p. �ÏÇÄÁlimn→∞

P [1− 12 e−t+3−" 6
Ln 6 1− e−t−"] = 1:



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 211äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �Ï, ÞÔÏ limn→∞P [L > n− n · e−t−"℄ = 0, ÍÇÎÏ×ÅÎ-ÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ limn→∞P [M > n · e−t−"℄ = 1, Á ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÊ ÂÌÏË, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÊ, ÞÅÍ n−M .ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ limn→∞P [L < n− n2 · e3−t−"] = 0.òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ �ÏÈÏÖÅ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5, ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ �ÒÏÝÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p′ = sup{p�2 ; p�3 ; : : : p�t}. ÷ÙÂÉÒÁÑk = n · e
−t �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 
 ∈ [2 + Æ; 3℄, Ó ÍÁÌÙÍ É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÆ > 0, ÍÙ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍP[p′ =∈ Ek℄ 6 (nk)( k
∑l=1 nl−k · S(k; l) · (1− ln)n−k)t−1:÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ fk(l) ÄÌÑ l{ÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÎÁ�ÉÛÅÍÂÏÌÅÅ ÇÒÕÂÕÀ Ï�ÅÎËÕ: �ÒÉ 1 6 l 6 k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑfk(l − 1)fk(l) = 1n · S(k; l− 1)S(k; l) ·

(1 + 1n− l)n−k
6

2 · k2n · (k − l + 1) ;É ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÅ 1 �ÒÉ l < k − 2·k2n + 1. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÏ�ÅÎËÕ (5), �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n �ÏÌÕÞÁÅÍk
∑l=1 fk(l) 6 k ·maxl {fk(l)}

6 k · fk(k) · k
∏r=k−k2=n+2( 2k2n · (k − r + 1))

6 k · e−k · e2k2=n · 2k2=n · ek2=n
6 e−k+4k2=n:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ kn = e
−t ËÁË �. ÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (8) ×ÅÌÉÞÉÎÙH(�),ÉÍÅÅÍP[p′ =∈ Ek℄ 6 (nk)( k

∑l=1 fk(l))t−1
6 en·H(�) · e−(t−1)·n·(�−4�2):



212 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþï�ÅÎËÁ H(�) 6 −� ln�+ � �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÔØH(�)− (t− 1) · (�− 4�2) 6 −� · ln�+ �− (t− 1) · (�− 4�2)= ((2− 
) + 4 · (t− 1) · �) · � 6
−Æ · �2 :ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ t,�ÏÓËÏÌØËÕ 2− 
 < −Æ, Á � = e
−t, É ÚÎÁÞÉÔ t · � ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉt → ∞.÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ E = ∩k∈[e2+Æ−t·n;e3−t·n℄Ek. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎ-ÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ P[p′ =∈ Ek℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P[p′ =∈ E℄ 6 n · e−Æ�·n=2.ðÒÉ Æ < 1 − ln 2, ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ Æ = 1 − ln 2 − ", ÇÄÅ " ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ, �Ï ÌÅÍÍÅ 5.4 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈÂÌÏËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p′ ∈ E, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 
1n �ÒÉ
1 := e2+Æ−t = 12e3−t−", �Ï�ÁÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (1 − 
1) · n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÁ-ËÏÎÅ�, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 4.4, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×p = sup{p′; p1} ×ÓÅ ÜÔÉ ÂÌÏËÉ \ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ" Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − o(1),É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × p ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ (1−
1) ·n Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ,ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë 1. ��ÅÏÒÅÍÁ 7. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; �3 : [n℄ → [n℄ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É �ÏÌÏÖÉÍp = sup{p�1 ; p�2 ; p�3}. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ 
 ∈ (0; e−3) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑlimn→∞

P [p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 
 · n℄ = 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4.1, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ 
 ∈ (0; e−3) É�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n × p ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 
·n ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔ-ÎÙÈ ÂÌÏËÏ× Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë 1. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.3ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P[p ∈ En=2℄ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÒÉ n → ∞.òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÍÕ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏ-ÒÅÍÙ 5, �ÏÌÕÞÁÅÍP[p =∈ En=2℄6( nn=2) (P[�(a) 6= �(b) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a 6 n=2 < b℄)3=( nn=2)( n=2
∑l=1 1nn ·

(nl) · l! · S(n=2; l) · (n− l)n=2)3
6n2 ·( n=2

∑l=1 (2n=3 · n!nn=2 ·(n− l)! · S(n=2; l)·(1− ln)n=2)3):



óìõþáêîùå òáúâéåîéñ 213÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(x1 + · · ·+ xm)3 6 m2 · (x31 + · · ·+ x3m)É Ï�ÅÎËÕ ( nn=2) 6 2n. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏh(l) = 2n=3 · n!nn=2 · (n− l)! · S(n=2; l) · (1− ln)n=2ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï n ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï l. þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏ,ÚÁ�ÉÛÅÍ l = 
 ·n=2 �ÒÉ 
 ∈ (0; 1) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÌÅÍÍÕ 3.3 É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ n! = nn · e−n+o(n). üÔÏ ÄÁÅÔlnh(l)n = 1n · ln(2n=3 · n!nn=2 · (n−l)! · S(n=2; l) · (1− ln)n=2)= 1n ·ln(2n=3 ·(1− 
2)−n·(1−
=2)
· 2−n=2+l· e−
n=2· eg(
)·n=2+o(n)·(1− 
2)n=2)= ln 2·(
2− 16)−(1− 
2) ln(1− 
2)− 
2+ g(
)2 + ln (1− 
2)2 + o(1)= �(
) + o(1):úÄÅÓØ g(
) = 
 + ln 
 + (
 − 
) · ln (
 − 
) − 
 · ln 
 É 
 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 
 · (1 − e−1=
) = 
. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �(
) < −" �ÒÉ×ÓÅÈ 
 ∈ (0; 1), �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ " > 0. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ max
 �(
) ÂÌÉÚÏË Ë 0, Á ÉÍÅÎÎÏ:0 > max
 �(
) > − 1500 .�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ " > 0, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2 : [n℄ → [n℄×ÙÂÒÁÎÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ép = sup{p�1 ; p�2}, ÔÏlimn→∞

P[p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n 34+"℄ = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆG ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ Ä×ÕÈÔÉ�Ï×. íÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ i É j �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÒÅÂÒÏ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á, ÅÓÌÉ�1(i) = �1(j), É ÒÅÂÒÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á, ÅÓÌÉ �2(i) = �2(j). ÷ÏÚÍÏÖÎÏ,×ÅÒÛÉÎÙ i É j ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÁÍÉ ÏÂÏÉÈ ÔÉ�Ï×. éÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÑÓÎÏ,ÞÔÏ ÂÌÏËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p = sup{p�1 ; p�2} �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÂÒÁ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÉÚ ÔÉ�Ï× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÌÉËÉ, ÔÏ ÅÓÌÉ × G ÎÁÊÄÅÔÓÑÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÙ i É j �ÕÔØ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ É �ÒÏÓÔÏÊ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕÜÔÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÉ�Ù ÒÅÂÅÒ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ.



214 ä. ëòáþõî, à. ñëõâï÷éþúÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ i É j × G É Ï�ÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ �ÕÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÒÉ ÚÁÄÁÎ-ÎÏÍ k ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ �ÕÔØÄÌÉÎÙ k ÍÅÖÄÕ i É j, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ 2 · (n−2)!(n−k−1)! · n−k.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, (n−2)!(n−k−1)! ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ�Ï-×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎ 
 = {
0; 
1; : : : ; 
k}, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ i = 
0 É j = 
k, Á�ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 
 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ 
 ÏÂÒÁÚÕÅÔÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ �ÕÔØ × G ÅÓÔØ 2 · (n−1)k, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÅÓÔØ 1n , É ÜÔÉ ÓÏ-ÂÙÔÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÏ�ÅÎËÕP[ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ i É j × G℄
6 2 · n−1

∑k=1 (n− 2)!(n− k − 1)! · n−k = 2n− 1 ·
n−1
∑k=1 k

∏i=1(1− in):óÕÍÍÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ 1 (×ÏÚÎÉ-ËÁÀÝÅÇÏ �ÒÉ k = 0) ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ËÁË Q(n)-ÆÕÎË�ÉÑ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ [4℄, ÉÄÌÑ ÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ [9, ÒÁÚÄÅÌ 1.2.11.3℄, ÉÚËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ Q(n) ∼√�n=2 �ÒÉ n → ∞.÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ D ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �ÁÒ {i; j},ÔÁËÉÈ ÞÔÏ i 6= j É ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÂÌÏËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏE[|D|
] = O(n3=2) �ÒÉ n → ∞. îÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÌÏË ÒÁÚ-ÍÅÒÁ k, ÔÏ |D| > k(k − 1)=2. ðÏÜÔÏÍÕP[p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÌÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n 34+"]6 O(n 32 )

(n 34+")2 = O(n−2"):
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