
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 454, 2016 Ç.á. à. úÁÊ�Å×îåòá÷åîó�÷á áòáëáäìñ ïâïâýåîîùè áòéæíå�éþåóëéèðòïçòåóóéê÷ 80-Å ÇÏÄÙ �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ �. áÒÁË [1℄ �ÏÌÕÞÉÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ ÓÕÍÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÎ ÒÅÛÉÌ ÏÄÎÕ ÓÔÁÒÕÀ �ÒÏÂÌÅ-ÍÕ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÒÁÎÅÅ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ [7℄. ÷ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈÒÁÂÏÔÁÈ [3{5℄ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ áÒÁËÁ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{ïÆÆÏÒÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ × �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× áÒÁËÁ,×ËÌÀÞÉ× × ÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓ-ÓÉÉ.÷×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. æÕÎË�ÉÑ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Q(F; �) = supx∈RF{[x; x + � ℄}; � > 0:÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÙ N É N0 ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÕÓÔØ r ∈ N0, m ∈ N ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ, h { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ r-ÍÅÒÎÙÊ×ÅËÔÏÒ, Á V { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏRr, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Kr;m ËÁË ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁK = {
〈�; h〉 : � ∈ Zr ∩ V }

⊂ R: (1)úÄÅÓØ 〈 · ; · 〉 { ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Rr. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁ-ËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÷ïáð (×Ù�ÕËÌÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÉ) �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ ïáð (ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ), ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÅÍ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ �Ï �ÒÏÂÌÅÍÅìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{ïÆÆÏÒÄÁ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ïáð ÄÁÎÏ ÎÉÖÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ r = 0ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÕÍÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔoÍ òææé 16-01-00367 É ðÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ òáî \óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ".151



152 á. à. úáêãå÷ËÌÁÓÓ Kr;m = K0;m ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {0}, Ó ÎÕÌÅÍ × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.äÌÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ÍÅÒÙ W ÎÁ R É � > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �r;m(W; �) Ó�ÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ�r;m(W; �) = infK∈Kr;mW{R \ [K℄�}; (2)ÇÄÅ [K℄� { ÚÁÍËÎÕÔÁÑ � -ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.3 ÇÌÁ-×Ù II ÉÚ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [2℄. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3{5℄ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÄÌÑÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{ïÆÆÏÒÄÁ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ïáð, ÚÁÍÅÎÑÑ ×ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÷ïáð K ∈ Kr;m ÏÂÒÁÚÁÍÉ ïáð. üÔÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÍ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ D { ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÂÅÚÇÒÁÎÉÞÎÏ ÄÅÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÉÄÁ exp (� (Ŵ (t) − 1)), t ∈ R,ÇÄÅ � > 0 É Ŵ (t) { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ W . ðÕÓÔØ � > 0, r ∈ N0, m ∈ N. �ÏÇÄÁQ(D; �) 6 
r+11 ( 1m√��r;m(W; �) + (r + 1)5r=2(��r;m(W; �))(r+1)=2); (3)ÇÄÅ 
1 { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.áÒÁË [1℄ ÄÏËÁÚÁÌ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 4.2 ÇÌÁ×Ù II ÉÚÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [2℄). ïÎ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ:óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ F É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÚÇÒÁÎÉÞÎÏ ÄÅÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Dn, ÔÁËÏÅÞÔÏ �(F ∗n; Dn) 6 C n−2=3;ÇÄÅ �( · ; · ) { ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÍÅÖ-ÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.üÔÏ ÄÁÌÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁ×ÎÅÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ËÏÔÏÒÕÀ �ÏÓÔÁ×ÉÌá. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× [7℄ × 50-È ÇÏÄÁÈ �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ (ÓÍ. ÉÓÔÏÒÉÀ ÜÔÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÙ × [2℄)



îåòá÷åîó�÷á áòáëá 153óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÔÁÔØÅ �ÁÏ É ÷Õ [9℄ (ÓÍ. ÔÁË-ÖÅ [8℄).ðÕÓÔØ r ∈ N0 { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, L = (L1; : : : ; Lr) {Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ r �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, g =(g1; : : : ; gr) { Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ r ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Rd. �ÒÏÊËÁ P =(L; g; r) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÅÊ (ïáð) ×Rd. úÄÅÓØ r { ÒÁÎÇ, L1; : : : ; Lr { ÒÁÚÍÅÒÙ É g1; : : : ; gr {ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ïáð P . ïÂÒÁÚÏÍ ïáð P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏImage (P ) ⊂ Rd, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍImage(P )= {m1g1+ · · ·+mrgr : −Lj 6 mj 6Lj ; mj ∈Z �ÒÉ ×ÓÅÈ j=1; : : : ; r}:ðÒÉ t > 0 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ P t { t-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ïáð P , ÔÏ ÅÓÔØÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ïáð P t = (tL; g; r) ÓImage (P t)= {m1g1+· · ·+mrgr : −tLj 6 mj 6 tLj ; mj ∈ Z �ÒÉ ×ÓÅÈ j=1; : : : ; r}:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂßÅÍ ïáð P ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ size(P ) = | Image(P )|. úÄÅÓØ ÉÄÁÌÅÅ, ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ |K| ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ K.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Image(P ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÒÁÚ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁB = {(m1; : : : ;mr) ∈ Zr : −Lj 6 mj 6 Lj}�ÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ� : (m1; : : :mr) ∈ Zr → m1g1 + · · ·+mrgr:íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ïáð P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÓÌÉsize(P ) = r∏j=1 (2 ⌊Lj⌋+ 1): (4)úÄÅÓØ ⌊x⌋ { ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õk 6 x. äÌÑ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ïáð ÍÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÍÅÅÍsize(P ) < r∏j=1 (2 ⌊Lj⌋+ 1): (5)



154 á. à. úáêãå÷ðÒÉ t > 0 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïsize(P t) 6

r∏j=1 (2 ⌊tLj⌋+ 1): (6)÷ ÓÌÕÞÁÅ r = 0 ×ÅËÔÏÒÙ L É g ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÂÒÁÚ ïáð PÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ 0 ∈ Rd.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ïáð Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó×ÏÉ-ÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ (ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÔÏÞÅË ×Rd, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅm1g1 + · · ·+mrgr, ÇÄÅ −Lj 6 mj 6 Lj , mj ∈ Z, �ÒÉ 1 6 j 6 r, ÓÍ. [9℄).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ g1; : : : ; gr ∈ Rd É ÒÁÚÍÅÒÙL1; : : : ; Lr ∈ R. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ïáð ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎ ÉÔÏÔ ÖÅ ÏÂÒÁÚ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Lj < 1, ÔÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ gj ÎÅ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÁ ïáð P . �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÂÒÁÚ ïáð P tÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ gj , ÅÓÌÉ tLj > 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ïáð P É P t �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÒÁÎÇÉ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ × r-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å Rr �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÎÅ�Õ-ÓÔÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ 1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1.6ÒÁÂÏÔÙ [9℄.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ V { ×Ù�ÕËÌÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÔÅÌÏ × Rr, É �ÕÓÔØ� { ÒÅÛÅÔËÁ × Rr. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑïáð P × � Ó ÒÁÎÇÏÍ l 6 r, ÔÁËÁÑ ÞÔÏImage(P ) ⊂ V ∩ � ⊂ Image(P (
2r)3r=2); (7)ÇÄÅ 
2 > 1 { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïsize(P (
2r)3r=2) 6
(2 (
2 r)3r=2 + 1)r |V ∩ � | : (8)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 1 É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(4) É (6), �ÏÌÕÞÉÍsize(P (
2r)3r=2) 6

r∏j=1 (
⌊2 (
2r)3r=2Lj⌋+1)

6
(2(
2r)3r=2+1)rsize(P )6(2(
2r)3r=2+1)r |V ∩ �| : (9)úÄÅÓØ ÞÉÓÌÁ Lj �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÙ ïáð P . íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÒ×Á-ÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ ⌊2 tL⌋+ 1 6 (2 t+ 1) (⌊2L⌋+ 1) �ÒÉ L; t > 0. �



îåòá÷åîó�÷á áòáëá 155ðÕÓÔØ r ∈ N0, m ∈ N ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ, h { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ r-ÍÅÒÎÙÊ×ÅËÔÏÒ, Á P { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ïáð × Rr Ó ÏÂÒÁÚÏÍ Image(P ) ⊂ Zr,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ
Pr;m ËÁË ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁK = {

〈�; h〉 : � ∈ Image(P )} ⊂ R: (10)äÌÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ÍÅÒÙ W ÎÁ R É � > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ 
r;m(W; �) Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
r;m(W; �) = infK∈Pr;mW{R \ [K℄�}: (11)ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅ-ÍÁ 2. �ÅÏÒÅÍÁ 2 ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ïáð.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ D { ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÂÅÚÇÒÁÎÉÞÎÏ ÄÅÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÉÄÁ exp (� (Ŵ (t) − 1)), t ∈ R,ÇÄÅ � > 0 É W { ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ � > 0, r ∈ N0,m ∈ N. �ÏÇÄÁQ(D; �) 6 
r+13 ( (
4 r + 1)3r2=2n√�
r;n(W; �) + (r + 1)5r=2(� 
r;n(W; �))(r+1)=2); (12)ÇÄÅ 
3; 
4 { ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ K ∈ Kr;m { ÷ïáð, ÄÏ�ÕÓËÁ-ÀÝÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (1), ÇÄÅ h { r-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, Á V { ÚÁÍËÎÕÔÏÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Rr, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ mÔÏÞÅË Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ïáð P × Zr Ó ÒÁÎÇÏÍ l 6 r, ÔÁËÁÑ ÞÔÏImage(P ) ⊂ V ∩ Zr ⊂ Image(P0); P0 = P (
2r)3r=2 ; (13)Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ 
2 > 1 ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 1, �ÒÉÞÅÍsize(P0) 6
(2 (
2 r)3r=2 + 1)r |V ∩ Zr|

6
(2 (
2 r)3r=2 + 1)rm: (14)ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Rr → R Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍf(y) = 〈y; h〉, ÇÄÅ h ∈ Rr ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ K. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ-�ÅÒØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ïáð P Ó Image(P ) = K = {f(y) : y ∈ Image(P0)}É Ó ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍÉ gj = f(gj), j = 1; : : : ; l, ÇÄÅ gj Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ-ÍÉ ïáð P0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ K ⊂ K ⊂ R É P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ



156 á. à. úáêãå÷ïáð ÒÁÎÇÁ l É ÏÂßÅÍÁ 6 
5 (
6 r + 1)3r2=2m, ÇÄÅ 
5; 
6 { ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 
r;n(W; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ r É n.ðÕÓÔØ k = ⌊
5 (
6 r + 1)3r2=2⌋ + 1. éÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �r;m(W; �) > 
r;km(W; �) �ÒÉ m = 1; 2; : : :. �Å-�ÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 �ÒÉ n = km, m = 1; 2; : : :, ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ïÔÓÀÄÁ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÉkm < n < k(m+1). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �r;1(W; �) = 
r;1(W; �) =�0;1(W; �) = 
0;1(W; �). ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 �ÒÉ 1 6 n < k×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ó m = 1. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÔÅÏÒÅÍ 4.1 É 4.2 ÇÌÁ×Ù II ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [2℄ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-ÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. �. ÷. áÒÁË, ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×Á. I. | �ÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎ. É ÅÅ �ÒÉÍÅÎ. 26, No. 2 (1981), 225{245.2. �. ÷. áÒÁË, á. à. úÁÊ�Å×, òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. | �Ò. íéáî óóóò 174 (1986), 214 Ó.3. Yu. S. Eliseeva, F. G�otze, A. Yu. Zaitsev, Arak inequalities for 
on
entration fun
-tions and the Littlewood{O�ord problem. | arXiv:1506.09034 (2015).4. æ. ç�ÅÔ�Å, à. ó. åÌÉÓÅÅ×Á, á. à. úÁÊ�Å×, îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á áÒÁËÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ É �ÒÏÂÌÅÍÁ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{ïÆÆÏÒÄÁ. | äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË467, No. 5 (2016), 514{518.5. F. G�otze, A. Yu. Zaitsev, New appli
ations of Arak's inequalities to the Littlewood{O�ord problem. | arXiv:1611.00831 (2016).6. B. Green, Notes on progressions and 
onvex geometry. | Preprint, 2005.7. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×, ä×Å ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. | �ÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎ. É ÅÅ �ÒÉÍÅÎ. 1 (1956), 384{394.8. T. Tao, Van Vu, Additive Combinatori
s. Cambridge Univ. Pr., 2006.9. T. Tao, Van Vu, John-type theorems for generalized arithmeti
 progressions anditerated sumsets. | Adv. Math. 219, No. 2 (2008), 428{449.Zaitsev A. Yu. Arak's inequalities for the generalized arithmeti
 pro-gressions.In 1980's, Arak has obtained powerful inequalities for the 
on
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tions of sums of independent random variables. Using these results, hehas solved an old problem stated by Kolmogorov. In this paper, we will



îåòá÷åîó�÷á áòáëá 157modify one of Arak's results in
luding in the statements the generalizedarithmeti
 progressions. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 30 ÎÏÑÂÒÑ 2016 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. ÷. á. óÔÅËÌÏ×ÁæÏÎÔÁÎËÁ 27, ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ 191023;ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ,õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÁÑ ÎÁÂ., 7/9,ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ 199034, òÏÓÓÉÑE-mail : zaitsev�pdmi.ras.ru


