
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 453, 2016 Ç.÷. î. þÕÇÕÎÏ×ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéèçáîëåìå÷ùè íá�òéã1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ�Å�ÌÉ�Å×ÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ n×n-ÍÁÔÒÉ�Á T , ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÉÄT = 


t0 t1 t2 : : : tn−1t−1 t0 t1 : : : tn−2t−2 t−1 t0 : : : tn−3: : : : : : : : : : : : : : :t−n+1 t−n+2 t−n+3 : : : t0 

; (1)Á ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ n× n-ÍÁÔÒÉ�Á H ×ÉÄÁH = 



hn−1 hn−2 hn−3 : : : h0hn−2 hn−3 hn−4 : : : h−1hn−3 hn−4 hn−5 : : : h−2: : : : : : : : : : : : : : :h0 h−1 h−2 : : : h−n+1 

: (2)ðÅÒÅÓÔÁ×É× ÓÔÏÌÂ�Ù ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �ÏÌÕ-ÞÉÍ ÇÁÎËÅÌÅ×Õ ÍÁÔÒÉ�Õ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ×ÓÑËÁÑ ÇÁÎËÅÌÅ×Á ÍÁÔÒÉ�Á H ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅ�ÌÉ-�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù T . üÔÕ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ H É T ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ H = TPn;ÇÄÅ Pn ÅÓÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �ÅÒßÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á:

Pn = 


11: : :11 

:ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á, ÇÁÎËÅÌÅ×Á ÍÁÔÒÉ�Á, �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ No. 14-11-00806.243



244 ÷. î. þõçõîï÷�Å�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ÅÓÌÉt−j = tn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ �ÒÉt−j = −tn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;É �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ, ËÏÇÄÁt−j = �tn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:äÌÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ËÁË É ÄÌÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ, ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �Ï-ÎÑÔÉÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ, ÅÓÌÉh−j = hn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÇÏ ËÏÓÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ �ÒÉh−j = −hn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;É ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÇÏ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÁ, ËÏÇÄÁh−j = �hn−j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1;ÇÄÅ � ∈ C.úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ× Ï�ÉÓÁÎÉÉ �ÁÒ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� H1 É H2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀ H1H2 +H2H1 = 0: (3)äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ Ï�ÉÓÁÎÉÀ �ÏÌÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊÚÁÄÁÞÉ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ÷ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ, Ï ÞÅÍ ÂÕÄÅÔ ÓËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ.óÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÔÁÔØÉ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ, ËÁË ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ �ÁÒ (H1; H2), × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ,ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÏÔÄÁÎÙ ÒÁÚÄÅÌÙ 3{5.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÁËÔÙ.çÁÎËÅÌÅ×Á ÍÁÔÒÉ�Á H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ
{H}km = 0 �ÒÉ k +m > n+ 1;É ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ
{H}km = 0 �ÒÉ k +m < n+ 1:



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 245óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄, eÓÌÉ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÅËÔÒÁÌØ-ÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ C = F ∗nDFn; (4)ÇÄÅ D = diag(d1; d2; : : : ; dn) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Fn { (ÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÁÑ) ÍÁÔÒÉ�Á ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅFn = 1√n 


1 1 1 : : : 11 � �2 : : : �n−11 �2 �4 : : : �2(n−1): : : : : : : : : : : : : : :1 �n−1 �2(n−1) : : : �(n−1)2 

;� = exp( 2�in ) { �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ n-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.åÌÉ S { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (4) �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄS = G−1F ∗nDFnG∗

−1;ÇÄÅ G−1 = diag (1;  ;  2; : : : ;  n−1); { ËÏÒÅÎØ n-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ (−1) ×ÉÄÁ  = e i�n .÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ Z { (n− 1)× 2-ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÏ Z(k;m) { 2×2-�ÏÄÍÁÔÒÉ�Á × Z, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ k-ÏÊ É m-ÏÊ ÓÔÒÏËÁÍÉ. ðÕÓÔØ In {ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n.2. çÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏ-ÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÇÁÎËÅÌÅ×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù H1 É H2 ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕ-ÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÏ×:ëÌÁÓÓ 1. äÌÑ j = 1 ÉÌÉ j = 2 ÍÁÔÒÉ�Á Hj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍËÒÁÔÎÙÍ �ÅÒßÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, Á H3−j ËÏÓÏ�ÅÒÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ.ëÌÁÓÓ 2. íÁÔÒÉ�Á H1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ ×ÉÄÁH1 = F ∗nD1FnPn;ÇÄÅ D1 = diag (d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Á ÍÁÔÒÉ�ÁH2 { ÇÁÎËÅÌÅ× �ÉÒËÕÌÑÎÔ ×ÉÄÁH2 = F ∗nD2FnPn;



246 ÷. î. þõçõîï÷ÇÄÅ D2 = diag (d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, �ÒÉ ÜÔÏÍd(1)1 d(2)1 = 0;d(1)j d(2)n+2−j + d(2)j d(1)n+2−j = 0; j = 2; 3; : : : ; ⌊n+12 ⌋ :ëÌÁÓÓ 3. íÁÔÒÉ�Á H1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÍ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ×ÉÄÁ H1 = G−1F ∗nD1FnG∗

−1Pn;ÇÄÅ D1 = diag(d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Á ÍÁÔÒÉ�ÁH2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÍ ËÏÓÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ ×ÉÄÁH2 = G−1F ∗nD2FnG∗

−1Pn;ÇÄÅ D2 = diag (d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, �ÒÉ ÜÔÏÍd(1)1 d(2)2 + d(2)1 d(1)2 = 0;d(1)j d(2)n+3−j + d(2)j d(1)n+3−j = 0; j = 3; 4; : : : ; ⌊n2 ⌋+ 1:ëÌÁÓÓ 4. íÁÔÒÉ�Ù H1 É H2 { ÇÁÎËÅÌÅ×Ù �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ É 1=�-�ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ (� 6= 0;±1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ H1 É H2 ÄÅÌÑÔ ÎÕÌØ,Ô.Å. H1H2 = 0.ëÌÁÓÓ 5. äÌÑ j = 1 ÉÌÉ j = 2 ÍÁÔÒÉ�Á Hj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ Ó k ÎÕÌÅ×ÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, Á H3−j {ÇÁÎËÅÌÅ×Á ÎÉÖÎÑÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ �ÅÒ×ÙÍÉ n − kÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ.ëÌÁÓÓ 6. ðÕÓÔØ C { �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ⊤, S { ËÏÓÏÊ�ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ s⊤, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ CC⊤ =SS⊤ = �In É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ.(÷ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C É S ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁ-ÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ u É v �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍu = + s2 ; v = − s2 :�ÏÇÄÁ H1 = �(C1 + S1 + C2 − S2)Pn;H2 = �(C1 − S1 + C2 + S2)Pn;



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 247ÇÄÅ C1 É S1 { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ-×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ u⊤, C2 É S2 { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔ É ËÏÓÏÊ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ v⊤.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ÷ ÒÁÚÄÅÌÁÈ 3{5 ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÕ. ïÓ-ÎÏ×ÎÁÑ �ÅÌØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á { �ÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3). ðÒÉ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÓÌÕÞÁÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ-ÓÔÉ, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÍÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙÍÉ.óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, × ÓÉÌÕ ×ÉÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,ÅÓÌÉ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� H1 É H2, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.ïÔ �ÁÒÙ ÉÓËÏÍÙÈ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� H1 É H2 �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÁÒÅÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈH1 ÉH2, Ô.Å.H1 = T1PnÉ H2 = T2Pn. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄT1PnT2Pn + T2PnT1Pn = 0:âÕÄÕÞÉ �ÅÒÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ, ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍ
PnT1Pn = T⊤1 ; PnT2Pn = T⊤2 ;ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔ ÒÅÛÁÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕT1T⊤2 + T2T⊤1 = 0: (5)4. ïÓÏÂÙÅ ÓÌÕÞÁÉðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅÏÓÏÂÙÈ ÓÌÕÞÁÑ.4.1. T1 ÉÌÉ T2 { ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� T1 ÉÌÉT2 ÓËÁÌÑÒÎÁÑ, ÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ. ðÏÌÕÞÁÅÍËÌÁÓÓ 1.4.2. T1 É T2 { �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ T1 = F ∗nD1Fn; (6)T2 = F ∗nD2Fn; (7)



248 ÷. î. þõçõîï÷ÇÄÅ D1 = diag(d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ), D2 = diag (d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) { ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.úÁ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ ÉÚ [2℄:T⊤1 = F ∗nD̂1Fn; T⊤2 = F ∗nD̂2Fn; (8)ÇÄÅ D̂1 = diag(d(1)1 ; d(1)n ; : : : ; d(1)2 ), D̂2 = diag (d(2)1 ; d(2)n ; : : : ; d(2)2 ).ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (6), (7) É (8) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� T1, T2, T⊤1 É T⊤2× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀF ∗nD1FnF ∗nD̂2Fn + F ∗nD2FnF ∗nD̂1Fn = 0;ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÕD1D̂2 +D2D̂1 = 0:÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ 2.4.3. T1 É T2 { ËÏÓÙÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. �Å�ÅÒØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÓÙÍÉ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁT1 = G−1F ∗nD1FnG∗

−1; (9)T2 = G−1F ∗nD2FnG∗

−1; (10)ÇÄÅ D1 = diag(d(1)1 ; d(1)2 ; : : : ; d(1)n ), D2 = diag (d(2)1 ; d(2)2 ; : : : ; d(2)n ) { ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.ëÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × [2℄,T⊤1 = G−1F ∗nD̃1FnG∗

−1; T⊤2 = G−1F ∗nD̃2FnG∗

−1; (11)ÇÄÅ̃D1=diag(d(1)2 ; d(1)1 ; d(1)n ; : : : ; d(1)3 ) ; D̃2=diag(d(2)2 ; d(2)1 ; d(2)n ; : : : ; d(2)3 ) :ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (9), (10) É (11) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� T1, T2, T⊤1 É T⊤2× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀG−1F ∗nD1FnG∗

−1G−1F ∗nD̃2FnG∗

−1+G−1F ∗nD2FnG∗

−1G−1F ∗nD̃1FnG∗

−1=0;ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÕD1D̃2 +D2D̃1 = 0:÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ 3.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 2494.4. T1 { �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, T2 { 1=�-�ÉÒËÕÌÑÎÔ (� 6= 0;±1). ÷ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ T1 { �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, T2 { 1=�-�ÉÒËÕÌÑÎÔ (� 6= 0;±1), �ÅÒÅ�ÉÛÅÍÒÅÛÁÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅT1T⊤2 = −T2T⊤1 : (12)�ÁË ËÁË T1 { �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, T2 { 1=�-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, ÔÏ T⊤2 É T1T⊤2 |�-�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ, T⊤1 É T2T⊤1 { 1=�-�ÉÒËÕÌÑÎÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ� 6= ±1, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (12) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÉÓÔÅÍÅ
{ T1T⊤2 = �In;T2T⊤1 = −�In;ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ
{ T1T⊤2 = �In;T1T⊤2 = −�In:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � = 0 É H1H2 = T1T⊤2 = 0. ðÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ 4.5. ïÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄï�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5).óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� T1 ÉÌÉ T2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ, ÕÖÅÂÙÌ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎ. äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� T1, T2 ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 ÞÅÒÅÚ a0, a1, : : :,an−1, Á �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚ a0, a−1, : : :, a−(n−1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù T2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b0, b1, : : :, bn−1, Á�ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á { ÞÅÒÅÚ b0, b−1, : : :, b−(n−1).ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 × ×ÉÄÅT1 = a0In + T̂1; T2 = b0In + T̂2;ÇÄÅ T̂1 É T̂2 ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÉÈ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ(5): (a0In + T̂1)(b0In + T̂2)⊤ + (b0In + T̂2)(a0In + T̂1)⊤ = 0:ðÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍT̂1T̂⊤2 + T̂2T̂⊤1 = −2a0b0In − a0(T̂⊤2 + T̂2)− b0(T̂⊤1 + T̂1):ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÚÎÁÞÉÔ É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÊ:

{T̂1T̂⊤2 +T̂2T̂⊤1 }k;j = {T̂1T̂⊤2 +T̂2T̂⊤1 }k+1;j+1; k; j = 1; : : : ; n−1: (13)



250 ÷. î. þõçõîï÷ðÏÄÒÏÂÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Án∑m=1{T̂1}k;m{T̂2}j;m + n∑m=1{T̂2}k;m{T̂1}j;m
−

n∑m=1{T̂1}k+1;m{T̂2}j+1;m −
n∑m=1{T̂2}k+1;m{T̂1}j+1;m = 0;× ÓÉÌÕ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÏÓÔÉ T1 É T2, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÀn∑m=1am−kbm−j + n∑m=1 bm−kam−j

−
n∑m=1 am−k−1bm−j−1 − n∑m=1 bm−k−1am−j−1 = 0:úÁÍÅÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ m ÎÁ p: × �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁÈp = m, × ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ p = m− 1:n∑p=1 ap−kbp−j + n∑p=1 bp−kap−j − n−1∑p=0 ap−kbp−j − n−1∑p=0 bp−kap−j = 0:÷Ù�ÏÌÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õan−kbn−j − a−kb−j + bn−kan−j − b−ka−j = 0;ËÏÔÏÒÏÅ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀan−kbn−j + bn−kan−j = a−kb−j + b−ka−j :úÁÍÅÎÉ× k ÎÁ n− k É j ÎÁ n− j, ÉÍÅÅÍakbj + bkaj = a−(n−k)b−(n−j) + b−(n−k)a−(n−j): (14)÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ Ä×Å ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ (n− 1)× 2-ÍÁÔÒÉ�Ù FÉ G. íÁÔÒÉ�Ù F É G ÚÁÄÁÄÉÍ ËÁË

F = 


a1 b1a2 b2... ...an−1 bn−1 
 ; G = 



a−(n−1) b−(n−1)a−(n−2) b−(n−2)... ...a−1 b−1 
 : (15)�Å�ÅÒØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (14) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

FP2F⊤ = GP2G⊤: (16)õÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 251ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÅ, ÔÏ rank F = rank G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ rank F = 2, ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁk É m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�Á F (k;m) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ. úÁ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ (16) ÄÌÑ k-ÙÈ É m-ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×
F (k;m)P2 (

F (k;m))⊤ = G(k;m)P2 (
G(k;m))⊤ :íÁÔÒÉ�Á × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, ÚÎÁÞÉÔ É ÍÁÔÒÉ�Á × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ G(k;m) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, Érank G = 2. �ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Ù F É G ×ÈÏÄÑÔ × ÕÓÌÏ×ÉÅ (16) ÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÎÏ,ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ rank G = 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ rank F = 2.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ rank F = 1. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ rank G 6 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ rank G = 1.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ G = 0. �ÁË ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙÍÁÔÒÉ� T1 É T2 Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ T1 ÉT2 ÂÕÄÕÔ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ Ï ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÓÔÉÍÁÔÒÉ� T1 É T2 ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á F ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×.÷×ÅÄÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ (n− 1)-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ z É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ �1 É �1ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F = z(�1 �1). �ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄz(�1 �1)( 0 11 0 ) ( �1�1 ) z⊤ = 0:üÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ �1�1zz⊤ = 0: (17)�ÁË ËÁË z 6= 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ m ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ zm 6= 0. úÁ�ÉÛÅÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (17) ÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m:�1�1z2m = 0:ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ �1 6= 0, �1 6= 0 É zm 6= 0. úÎÁÞÉÔrank G = 1. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, × ÓÉÌÕ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� T1 É T2,×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: rank F = rank G = 1 É rank F=rank G=2.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÉÈ.5.1. rank F = rank G = 1. ÷×ÅÄÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ (n− 1)-ÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙz(1) É z(2) É ÞÉÓÌÁ �1, �1, �2 É �2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

F = z(1)(�1 �1); G = z(2)(�2 �2):



252 ÷. î. þõçõîï÷÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (16) �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ�1�1z(1) (z(1))⊤ = �2�2z(2) (z(2))⊤ : (18)õÓÌÏ×ÉÑ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÓÔÉ T1 É T2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|�1|+ |�2| 6= 0; (19)
|�1|+ |�2| 6= 0: (20)óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (18) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ �1 = 0. �ÁË ËÁË×ÅËÔÏÒ z(2) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ �2�2 = 0. ÷ ÓÉÌÕ (19) �2 6= 0, �ÏÜÔÏÍÕ �2 = 0,É ÉÚ (20) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �1 6= 0. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÉÍÅÀÔ×ÉÄ T1 = a0In + L; T2 = b0In + U;ÇÄÅ L É U { ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÑÑ É ÓÔÒÏÇÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÍÁÔÒÉ�Ù. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × (5) ÄÁÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ(a0In + L)(b0In + U)⊤ + (b0In + U)(a0In + L)⊤ = 0;ÉÄÅÎÔÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ2a0b0In + a0(U + U⊤) + b0(L+ L⊤) + (LU⊤ + UL⊤) = 0:�ÁË ËÁË L É U { ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÑÑ É ×ÅÒÈÎÑÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÅ�ÌÉ�Å×ÙÍÁÔÒÉ�Ù, ÔÏ LU⊤ { ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÑÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á,Á UL⊤ { ÓÔÒÏÇÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÅ�ÌÉ�Å×Á ÍÁÔÒÉ�Á. ðÒÉÈÏÄÉÍ ËÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ

{ a0b0 = 0;b0L+ a0U⊤ + LU⊤ = 0:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ b0 6= 0, ÔÏÇÄÁ a0 = 0, É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏL(b0In + U⊤) = 0:íÁÔÒÉ�Á b0In + U⊤ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, �ÏÜÔÏÍÕ L = 0. úÎÁÞÉÔ, ÍÁÔÒÉ-�Á T1 ÓËÁÌÑÒÎÁÑ. îÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á T1ÎÅÓËÁÌÑÒÎÁÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ b0 6= 0, ÍÙ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÙÈ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ a0 6= 0.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ a0 = b0 = 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍÕÓÌÏ×ÉÅ LU⊤ = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÅ k ÓÔÒÏËÍÁÔÒÉ�Ù L É �ÅÒ×ÙÅ n− k ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù U ÎÕÌÅ×ÙÅ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈÉÓÈÏÄÎÙÈ ÇÁÎËÅÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á H1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ Ó k ÎÕÌÅ×ÙÍÉ �ÅÒ×ÙÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, aH2 { ÇÁÎËÅÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ Ó n − k ÎÕÌÅ×ÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 253ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ. ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÄËÌÁÓÓ ËÌÁÓÓÁ 5. óÌÕÞÁÊ �1 = 0 ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔ�ÏÄËÌÁÓÓ ËÌÁÓÓÁ 5.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ �1 6= 0, �1 6= 0. �ÁË ËÁË ×ÅËÔÏÒ z(1)ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ m, ÞÔÏ z(1)m 6= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (18) × ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ (m;m):�1�1 (z(1)m )2 = �2�2 (z(2)m )2 :ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �2 6= 0; �2 6= 0; z(2)m 6= 0: (21)ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù H1 É H2 ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �1 =�1 = 1.ó ÕÞÅÔÏÍ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× z(1) É z(2) �Ï ÍÁÔÒÉ�ÁÍ F É G ÉÍÅÅÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:




aj = z(1)j ;bj = z(1)j ;a−(n−j) = �2z(2)j ;b−(n−j) = �2z(2)j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1: (22)�ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ (14) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄz(1)k z(1)j = �2�2z(2)k z(2)j ; k; j = 1; 2 : : : ; n− 1: (23)úÁ�ÉÛÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (23) ÄÌÑ j = m:z(1)k z(1)m = �2�2z(2)k z(2)m ;ËÏÔÏÒÏÅ Ó ÕÞÅÔÏÍ (21) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀz(2)k = z(1)m�2�2z(2)m z(1)k ; k = 1; 2 : : : ; n− 1:úÎÁÞÉÔ, ×ÅËÔÏÒÙ z(1) É z(2) ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. ðÕÓÔØ z(2) = z(1). ÷×ÅÄÅÍÞÉÓÌÁ �̃2 = �2, �̃2 = �2. �Å�ÅÒØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (22) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØËÁË 




aj = z(1)j ;bj = z(1)j ;a−(n−j) = �̃2z(1)j ;b−(n−j) = �̃2z(1)j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1; (24)



254 ÷. î. þõçõîï÷Á ÕÓÌÏ×ÉÅ (23) { ËÁË(1− �̃2�̃2)z(1)k z(1)j = 0; k; j = 1; 2 : : : ; n− 1:�ÁË ËÁË z(1) 6= 0, ÔÏ �̃2�̃2 = 1. ðÏÌÏÖÉÍ �̃2 = �, ÔÏÇÄÁ �̃2 = 1=�, ÉÕÓÌÏ×ÉÑ (24) �ÒÉÍÕÔ ×ÉÄ





aj = z(1)j ;bj = z(1)j ;a−(n−j) = �z(1)j ;b−(n−j) = 1�z(1)j ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á T1 { �-�ÉÒËÕÌÑÎÔ, Á ÍÁÔÒÉ�Á T2 { 1=�-�ÉÒËÕ-ÌÑÎÔ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÕÖÅ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ.5.2. rank F = rank G= 2. �ÁË ËÁË rank F = 2, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ kÉ m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á F (k;m) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁ. úÁ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(16) ÄÌÑ k-ÙÈ É m-ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×:
F (k;m)P2 (

F (k;m))⊤ = G(k;m)P2 (
G(k;m))⊤ :éÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù F (k;m) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù G(k;m). äÁÌÅÅ ÒÁÓ�ÉÛÅÍ (16) ÌÉÛØ ÄÌÑ k-ÙÈ É m-ÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×:

FP2 (
F (k;m))⊤ = GP2 (

G(k;m))⊤ :÷ÙÒÁÚÉÍ ÏÔÓÀÄÁ ÍÁÔÒÉ�Õ G ËÁË
G = FP2 (

F (k;m))⊤
((

G(k;m))⊤
)−1

P2:÷×ÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉ�ÕW = P2 (
F (k;m))⊤

((
G(k;m))⊤

)−1
P2;ÔÏÇÄÁ

G = FW; (25)É ÕÓÌÏ×ÉÅ (16) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ
FP2F⊤ = FWP2W⊤F⊤;ÞÔÏ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
F

(
P2 −WP2W⊤

)
F⊤ = 0:



ïâ ïðéóáîéé ðáò áî�éëïííõ�éòõàýéè íá�òéã 255úÁ�ÉÛÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ k-ÙÈ É m-ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×:
F (k;m) (

P2 −WP2W⊤
) (

F (k;m))⊤ = 0:÷ ÓÉÌÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù F (k;m) �ÏÌÕÞÁÅÍWP2W⊤ = P2: (26)ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ W × ×ÉÄÅW = ( w11 w12w21 w22 ) : (27)ó ÕÞÅÔÏÍ (27) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (26) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
( w11 w12w21 w22 ) ( 0 11 0 ) ( w11 w21w12 w22 ) = ( 0 11 0 ) :ðÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ
( 2w11w12 w11w22 + w12w21w11w22 + w12w21 2w21w22 ) = ( 0 11 0 ) ;ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÅ




w11w12 = 0;w21w22 = 0;w11w22 + w12w21 = 1: (28)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁ w11. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ w11 6= 0, ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ (28) w12 = 0, w22 6= 0 Éw21 = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ w11 = �. íÁÔÒÉ�Á W ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ W =diag(�; 1=�). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á T1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-�ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ,Á T2 { 1=�-�ÉÒËÕÌÑÎÔ. �ÁËÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÒÁÚÏÂÒÁÎÁ.�Å�ÅÒØ ÄÏ ËÏÎ�Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á w11 = 0, ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ (28) w12 6= 0,w21 6= 0 É w22 = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ w21 = � 6= 0. íÁÔÒÉ�Á W ÉÍÅÅÔ ×ÉÄW = ( 0 1�� 0 ) ;É ÕÓÌÏ×ÉÑ (25) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË
{ a−(n−j) = �bj ;b−(n−j) = 1�aj ; j = 1; 2; : : : ; n− 1:÷×ÅÄÅÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔ C1 É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ S1  ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÅÒ×ÙÍÉÓÔÒÏËÁÍÉ u = 12� (a0; a1; : : : ; an−1);



256 ÷. î. þõçõîï÷Á ÔÁËÖÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔ C2 É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ S2  ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ �ÅÒ×ÙÍÉÓÔÒÏËÁÍÉ v = 12(b0; b1; : : : ; bn−1):÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ�Ù T1 É T2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅT1 = �(C1 + S1) + �(C2 − S2);T2 = (C2 + S2) + (C1 − S1):ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔ C É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ S �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍC = C1 + C2; S = S1 − S2:�ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁT1 = �(C + S); T2 = C − S:ðÏÓÌÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�(C + S)(C − S)⊤ + �(C − S)(C + S)⊤ = 0;ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÄÏ ×ÉÄÁCC⊤ = SS⊤:÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ �ÉÒËÕÌÑÎÔ, × �ÒÁ×ÏÊ { ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ. ðÏÜÔÏÍÕ�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊCC⊤ = SS⊤ = �In: (29)úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔ C É ËÏÓÏÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ S, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÕÓÌÏ×ÉÑÍ (29) É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�Á-ÍÉ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÓÔØ T1 É T2. ÷ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (29) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ C É S ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ⊤ É s⊤ �ÅÒ×ÙÅÓÔÒÏËÉ C É S. ÷ ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u, v ÉÍÅÅÍu+ v = ; u− v = s:ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ u = + s2 ; v = − s2 :ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Ù H1 É H2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÉÈ × ×ÉÄÅH1 = �(C1 + S1 + C2 − S2)Pn;H2 = �(C1 − S1 + C2 + S2)Pn:
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