
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 453, 2016 Ç.ì. à. ëÏÌÏÔÉÌÉÎÁîï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã éóïï�÷å�ó�÷õàýéå ïãåîëé ïâòá�îùèíá�òéã
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÌÏÓØ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× K ËÌÁÓÓÁ (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ) H-ÍÁÔÒÉ�. ëÁË �ÒÁ-×ÉÌÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ �ÏÄËÌÁÓÓÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ×ÁÖÎÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓ SDD(stri
tly diagonally dominant) ÍÁÔÒÉ� ÓÏ ÓÔÒÏÇÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ �ÒÅ-ÏÂÌÁÄÁÎÉÅÍ: SDD ⊆ K ⊆ H:ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, �ÅÒ×ÙÍ �ÏÄËÌÁÓÓÏÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ ÍÅÖÄÕ SDD ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ É

H-ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÕÞÁÌÓÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ N ÍÁ-ÔÒÉ� îÅËÒÁÓÏ×Á, ÓÍ. §2, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ. óÒÅÄÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ× SDD É N, ××ÅÄÅÎÎÙÈ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ, Õ�ÏÍÑÎÅÍ ËÌÁÓÓÙ S-SDD É S-ÎÅËÒÁÓÏ×ÓËÉÈ (ËÏ-ÒÏÞÅ, SN) ÍÁÔÒÉ�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ SDD É ÎÅËÒÁÓÏ×ÓËÉÅÍÁÔÒÉ�Ù. ëÌÁÓÓ S-SDD ×�ÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ (�ÏÄ ÄÒÕÇÉÍ ÎÁÚ×Á-ÎÉÅÍ) × ÒÁÂÏÔÅ [15℄; ÚÁÔÅÍ ÏÎ ÔÁËÖÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÒÁ-ÂÏÔÁÈ [1, 2, 14, 17℄. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ SN ÍÁÔÒÉ�, ÔÏ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ×ÓÔÁÔØÅ [13℄, Á Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ‖A−1‖∞ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ × [12℄ É [8℄.õ�ÏÍÑÎÅÍ ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓ QN ÍÁÔÒÉ�, ××ÅÄÅÎÎÙÊ × [8℄, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ËÌÁÓÓ N.ëÁË ÂÙÌÏ ×�ÅÒ×ÙÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄, ËÌÁÓÓÙ SDD É S-SDD, ÔÁËÖÅ ËÁË É ×ÅÓØ ËÌÁÓÓ H, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉÓÌÕÞÁÑÍÉ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ PH-ÍÁÔÒÉ�, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×[2℄, ÇÄÅ ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ PH-ÍÁÔÒÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑH-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÂÙÌÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × [3℄, Á ÔÅÒÍÉÎ PH ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ × [16℄.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: H-ÍÁÔÒÉ�Á, SDD ÍÁÔÒÉ�Á, ÍÁÔÒÉ�Á îÅËÒÁÓÏ×Á, S-ÎÅËÒÁÓÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, QN ÍÁÔÒÉ�Á, S − SDD ÍÁÔÒÉ�Á, PH-ÍÁÔÒÉ�Á, PHN-ÍÁÔÒÉ�Á, PHQN-ÍÁÔÒÉ�Á, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÎÏÒÍÁ, ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ.148



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 149äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ n > 1 ËÌÁÓÓ PH ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× PH(�), ÇÄÅ� = {P1; : : : ; Pm} { ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ m, 1 6 m 6 n, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎ-ÄÅËÓÏ× 〈n〉 = {1; : : : ; n} ÎÁ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁPi, ÔÁË ÞÔÏ
〈n〉 = m

⋃i=1Pi:ëÌÁÓÓ SDD �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (m = 1);ËÌÁÓÓ S-SDD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ � = {S; �S}, ÇÄÅ �S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S × 〈n〉, Á ×ÅÓØ ËÌÁÓÓ H �ÅÌÉËÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ× ÓÌÕÞÁÅ ÓÁÍÏÇÏ ÍÅÌËÏÇÏ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ� = {{1}; : : : ; {n}}:âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ× PH-ÍÁÔÒÉ� ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ×ÁÖÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ � = {P1; : : : ; Pm} { ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎ-ÄÅËÓÏ× 〈n〉, n > 1, ÎÁ m, 1 6 m 6 n, ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. íÁÔÒÉ�Á A ∈ Cn×n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � ∈ D�ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÔÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÍÁÔÒÉ�Á A� �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ SDD.úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ, D� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�� = diag (Æ1; : : : ; Æn), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ×ÓÅÈ j =1; : : : n, ÉÚ j ∈ Pi ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Æj = 
i; i = 1; : : : ;m;ÇÄÅ 
i, i = 1; : : : ;m, { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ËÒÁÊÎÉÈÓÌÕÞÁÑÈ m = 1 É m = n, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÁÍÏÍÕ ÇÒÕÂÏÍÕ É ÓÁÍÏÍÕ ÍÅÌ-ËÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅËÌÁÓÓÙ PH(�)-ÍÁÔÒÉ� ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ËÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, Ó ËÌÁÓÓÁÍÉSDD É H. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ � = {S; �S}, ÇÄÅS ⊂ 〈n〉, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 É ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ S-SDDÍÁÔÒÉ�, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [7℄.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÔÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ËÌÁÓÓ PH(�) ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ D�.



150 ì. à. ëïìï�éìéîáåÝÅ ÏÄÎÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÝÉÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ �1 É �2 { Ä×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉,�ÒÉÞÅÍ �2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍ �1, Ô.Å. �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÏÍ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ �1, ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÅ. �ÏÇÄÁPH(�1) ⊂ PH(�2): (1:1)íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ×PH(�) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ÷×ÉÄÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ×ËÌÀÞÅÎÉÑ SDD ⊆ PH(�) ⊆ H: (1:2)óÔÏÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× PH(�) ÍÏÔÉ×ÉÒÕÅÔÓÑÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ �ÏÄ-ËÌÁÓÓÙ SDD É S-SDD É Ó×ÑÚÁÔØ ÉÈ Ó ËÌÁÓÓÏÍ H. ÷ÁÖÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÍÁÔÒÉ� A ∈ PH(�) ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÏÒÍÙ ‖A−1‖∞ ÞÅÒÅÚ ÔÅÖÅ ÎÏÒÍÙ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë m×m ÍÁÔÒÉ�ÁÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ [16℄.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓ-ÓÁ H-ÍÁÔÒÉ� É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ××ÏÄÉÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÅ ËÌÁÓÓÙPHN(�)-ÍÁÔÒÉ� É ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ PHQN(�)-ÍÁÔÒÉ�. íÙ �Ï-ËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× 〈n〉 ÉÍÅÀÔÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ PH(�) ⊆ PHN(�) ⊆ PHQN(�):äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ � = {〈n〉} { ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ (ÓÁÍÏÅ ÇÒÕÂÏÅ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÔÏPHN(�) = N É PHQN(�) = QN;ÅÓÌÉ � = {{1}; : : : ; {n}} { ÓÁÍÏÅ ÍÅÌËÏÅ (ÔÏÞÅÞÎÏÅ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÔÏPHN(�) = PHQN(�) = H;Á ÅÓÌÉ � = {S; �S} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ S ⊂ 〈n〉, ÔÏPHN(�) = SN É PHQN(�) = SQN(ËÌÁÓÓ SQN ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ × §4). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÌÁÓÓÙ PHN(�) ÉPHQN(�) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É PH(�),Á ÉÍÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ �2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍ �1, ÔÏPHN(�1) ⊂ PHN(�2) É PHQN(�1) ⊂ PHQN(�2): (1:3)



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 151éÚ (1.3) É ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ù ×ËÌÀÞÅÎÉÑN ⊆ PHN(�) ⊆ H É QN ⊆ PHQN(�) ⊆ H: (1:4)óÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙ PH(�), PHN(�) É PHQN(�),ÎÁÒÑÄÕ Ó ËÌÁÓÓÏÍ SDD É ×ÓÅÍ ËÌÁÓÓÏÍ H, ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ-×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ðÅÒ×ÙÍÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 3.1 É 4.1, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ËÌÁÓÓÏ× PHN(�) É PHQN(�) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈÍÁÔÒÉ�, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×N É QN ÍÁÔÒÉ�Ù. ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.úÁÔÅÍ ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ‖A−1‖∞ ÄÌÑ A ∈ PHN(�) É A ∈PHQN(�), Á ÔÁËÖÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÂÌÏÞÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ× ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× × ÓÍÙÓÌÅòÏÂÅÒÁ [19℄.îÁËÏÎÅ�, ÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÏÄËÌÁÓ-ÓÏ× ËÌÁÓÓÁ H-ÍÁÔÒÉ�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓ K É ÏÂÌÁÄÁÀ-ÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÒÉÑÔÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÌÁÓÓÙ PH(�),PHN(�) É PHQN(�) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ
K=SDD, K=N É K=QN ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.òÁÂÏÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Ï�ÅÎËÉ ÎÏÒÍÙ l∞ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ÷ §§3É 4 ÍÙ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÕÖÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 É 4.1 É ×Ù×Ï-ÄÉÍ ÉÚ ÎÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ× PHN(�) É PHQN(�). ÷ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ
‖A−1‖∞ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ × §5. âÌÏÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ-ÓÑ × §6. îÁËÏÎÅ�, × §7 �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÊ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ ËÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ H-ÍÁÔÒÉ� ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ � É ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÄËÌÁÓÓÁ K.

§2. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.íÁÔÒÉ�Á A = (aij) ∈ Cn×n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÁÔÒÉ-�Á ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ M(A) = (mij), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍmij = {

|aii|; i = j;
−|aij |; i 6= j;



152 ì. à. ëïìï�éìéîáÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ M-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉÓ ÜÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ×ÓÅ H-ÍÁÔÒÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ.íÁÔÒÉ�Á A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ�ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ (A ∈ SDD), ÅÓÌÉ
|aii| > ri(A); i = 1; : : : ; n; (2:1)ÇÄÅ ri(A) = n

∑j=1; j 6=i |aij |; i = 1; : : : ; n; (2:2){ ÜÔÏ ÕÓÅÞÅÎÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ.íÁÔÒÉ�Á A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ îÅËÒÁÓÏ×Á(ÉÌÉ N ÍÁÔÒÉ�ÅÊ) (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6, 11℄), ÅÓÌÉ
|aii| > hi(A); i = 1; : : : ; n; (2:3)ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ hi(A) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:h1(A) = r1(A) = ∑j 6=1 |a1j |;hi(A) = i−1

∑j=1 |aij |
|ajj |hj(A) + n

∑j=i+1 |aij |; i = 2; : : : ; n: (2.4)÷ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ�Ù îÅËÒÁÓÏ×Á ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ A = D + L + U { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÒÁÓÝÅ�-ÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Cn×n ÎÁ ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ (D), ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÎÀÀÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ (L) É ÓÔÒÏÇÏ ×ÅÒÈÎÀÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ (U) ÞÁÓÔÉ É �ÕÓÔØZ-ÍÁÔÒÉ�Á N(A) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ:N(A) = |D|(|D| − |L|)−1M(A) = |D| − |D|(|D| − |L|)−1|U |: (2:5)�ÏÇÄÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ îÅËÒÁÓÏ×Á × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ N(A) { SDD ÍÁÔÒÉ�Á.äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ⊂ 〈n〉 �ÏÎÑÔÉÅ SDD ÍÁ-ÔÒÉ� ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. [14, 21℄). ï�ÒÅÄÅÌÉÍÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙrSi (A) = ∑j∈S\{i} |aij |; i ∈ S: (2:6)



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 153�ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ S-SDD (S-stri
tlydiagonally dominant) ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ-×ÉÑ:
|aii| > rSi (A) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ S (2:7)É

[

|aii| − rSi (A)] [

|ajj | − r �Sj (A)] > r �Si (A) rSj (A)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ S É j ∈ �S: (2.8)S-SDD ÍÁÔÒÉ�Ù (�ÏÄ ÄÒÕÇÉÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ) ÂÙÌÉ ×�ÅÒ×ÙÅ ××ÅÄÅÎÙ ×ÒÁÂÏÔÅ [15℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ H-ÍÁÔÒÉ-�ÁÍÉ. ðÏ-ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÏÔ ÖÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ × ÒÁÂÏ-ÔÅ [1℄ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ �ÓÅ×ÄÏ-ÂÌÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÑ ÔÉ�Á ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ{âÒÁÕÜÒÁ.ðÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ PBDD(n1; n2) ÜÔÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ× [2℄.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ( 〈n〉 ËÌÁÓÓSDD ÍÁÔÒÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄËÌÁÓÓÏÍ ËÌÁÓÓÁ S-SDD ÍÁÔÒÉ�.ëÌÁÓÓ S-ÎÅËÒÁÓÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� SN, ÇÄÅ S { ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÂÙÌ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ×ÒÁÂÏÔÅ [13℄ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÅÌÉÞÉÎhS1 (A) = rS1 (A); hSi (A) = i−1
∑j=1 |aij |

|ajj |hSj (A) + ∑j>i+1j∈S |aij |;i = 2; : : : ; n: (2.9)íÁÔÒÉ�Á A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ S-ÎÅËÒÁÓÏ×ÓËÏÊ (ËÏÒÏÞÅ,SN) ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ
|aii| > hSi (A) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ S (2:10)É

[

|aii| − hSi (A)] [

|ajj | − h �Sj (A)] > h �Si (A) hSj (A)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ S É j ∈ �S: (2.11)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ eS = (eSi ); eSi = { 1; i ∈ S;0; i ∈ �S:



154 ì. à. ëïìï�éìéîá�ÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2.9) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ×ÍÁÔÒÉÞÎÏ-×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ËÁËhS(A) = |D|(|D| − |L|)−1|U |eS ; (2:12)É A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ SN ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ N(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑS-SDD ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÓÍ. [7℄.ëÁË ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÍÁÔÒÉ�Ù îÅËÒÁÓÏ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓ S-ÎÅËÒÁÓÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ËÌÁÓÓ SN ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ËÌÁÓÓ S-SDD (ÓÍ. [12, 13℄). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, N ⊂ SN ⊂ H É S − SDD ⊂ SN ⊂ H:�ÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ QN ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [8℄; ÏÎÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ� îÅËÒÁÓÏ×Á, ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÍ SN ÍÁÔÒÉ�ÁÍ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕQ(A) = (|D| − |U |)−1|D|(|D| − |L|)−1M(A)= (|D| − |U |)−1N(A): (2.13)íÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ QN ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á Q(A) ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏ-ÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ.ëÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × [8℄, ËÌÁÓÓ QN ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á-ÍÉ: N ⊂ QN ⊂ H:ëÌÁÓÓ PH-ÍÁÔÒÉ� ÂÙÌ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [16℄. ïÎ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÏ× PH(�) �Ï ×ÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎ-ÄÅËÓÏ× 〈n〉.ðÕÓÔØ A = (aij) ∈ Cn×n; n > 1, É �ÕÓÔØ� = {P1; : : : ; Pm}; 1 6 m 6 n; (2:14){ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× 〈n〉 ÎÁ m ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�Å-ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍAij = A[Pi; Pj ℄ = (ars) r∈Pis∈Pj ; i; j = 1; : : : ;m; (2:15)É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ A × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÂÌÏÞÎÏÍ ×ÉÄÅ:A = 







A11 A12 : : : A1mA21 A22 : : : A2m: : : : : : : : : : : :Am1 Am2 : : : Amm 







: (2:16)



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 155ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁÂÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚm1×· · ·×mm ÁÇÒÅÇÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ��ÏÒÑÄËÁ m:A(i1;i2;:::;im) ≡ 







si1(A11) si1(A12) : : : si1(A1m)si2(A21) si2(A22) : : : si2(A2m): : : : : : : : : : : :sim(Am1) sim(Am2) : : : sim(Amm) 







;ik ∈ Pk; k = 1; : : : ;m: (2.17)úÄÅÓØ mi = |Pi|; i = 1; : : : ;m, Ésik (Akp) = (Akpe)ik ; ik ∈ Pk; k; p = 1; : : : ;m;{ ÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÂÌÏËÏ× Akp Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÎÁËÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PM(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ AÑ×ÌÑÅÔÓÑ Z-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, Á ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A(i1;:::;im); ik ∈ Pk; k = 1; : : : ;m,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (2.17), { ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ M-ÍÁÔÒÉ�Ù.�ÁËÖÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ M(A) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ PM(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PM(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (PH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ)ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÍÅÌËÏÇÏ (ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � = {{1}; : : : ; {n}} ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A { ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ M-ÍÁÔÒÉ�Á (H-ÍÁÔÒÉ�Á).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÇÒÕÂÏÇÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � =
{〈n〉} ÍÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ. ÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ-ÇÄÁ m = 2 É � = {S; �S}, A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ S-SDD ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3, 16℄.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏÂÒÁÎÙ ÌÕÞÛÉÅ ÉÚ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ×ÒÅÍÑ Ï�ÅÎÏË ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ H-ÍÁÔÒÉ�.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ A = (aij) = D + L+ U ∈ Cn×n, n > 2.(i) åÓÌÉ A ∈ SDD, ÔÏ [10, 20℄

‖A−1‖∞ 6 maxi∈〈n〉 1
|aii| − ri(A) : (2:18)(ii) åÓÌÉ A ∈ N, ÔÏ [6℄

‖A−1‖∞ 6 maxi∈〈n〉 zi(A)
|aii| − hi(A) ; (2:19)



156 ì. à. ëïìï�éìéîáÇÄÅ z(A) = |D|(|D| − |L|)−1e É e = (1; : : : ; 1)T { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.(iii) åÓÌÉ A ∈ S − SDD ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉, ÔÏ [2, 17℄
‖A−1‖∞ 6 maxi∈S; j∈ �Smax{�Sij(A); � �Sji(A)} ; (2:20)ÇÄÅ �Sij(A) = |aii| − rSi (A) + rSj (A)(|aii| − rSi (A))(|ajj | − r �Sj (A))− r �Si (A)rSj (A) ;i ∈ S; j ∈ �S: (2.21)(iv) åÓÌÉ A ∈ SN, ÇÄÅ S { ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á 〈n〉, ÔÏ [8℄
‖A−1‖∞ 6 maxi∈S; j∈ �Smax{�Sij(A); � �Sji(A)} ; (2:22)ÇÄÅ �Sij(A) = zj(A) [|aii| − hSi (A)] + zi(A)hSj (A)
[

|aii| − hSi (A)] [

|ajj | − h �Sj (A)] − h �Si (A)hSj (A) ;i ∈ S; j ∈ �S: (2.23)(v) åÓÌÉ A ∈ QN, ÔÏ [8℄
‖A−1‖∞ 6 maxi∈〈n〉 {M−1e}i

{Q(A)e}i ; (2:24)ÇÄÅ M = (|D| − |L|)|D|−1(|D| − |U |), Á ÍÁÔÒÉ�Á Q(A) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ×(2.13).(vi) åÓÌÉ � = {P1; : : : ; Pm}, 1 6 m 6 n, { ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎ-ÄÅËÓÏ× 〈n〉 É A ∈ PH(�), ÔÏ [16℄
‖A−1‖∞ 6 maxi1;:::;im {∥

∥

∥

∥

[

M(A)(i1;:::;im)]−1∥
∥

∥

∥

∞

} ; (2:25)ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ik ∈ Pk, k = 1; : : : ;m.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [8℄, ÄÌÑ A ∈ SDD Ï�ÅÎËÁ (2.19)×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÕÌÕÞÛÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ (2.18), Á ÄÌÑ A ∈ N Ï�ÅÎËÉ (2.22) É(2.24) ÏÂÅ ÕÌÕÞÛÁÀÔ (2.19).óÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ (2.25) ÄÌÑ A ∈ PH(�) ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �, Ô.e. ÅÓÌÉ A ∈ PH(�1), ÇÄÅ �1 =
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{P1; : : : ; Pm1}, É �2 = {P1; : : : ; Pm2}, m2 > m1, { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÍÅÌØÞÅ-ÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �1, ÔÏ (ÓÍ. [16, Theorem 3.2℄)

‖A−1‖∞ 6 maxi1;:::;im1 {
∥

∥

∥

∥

[

M(A)(i1;:::;im1 )]−1∥
∥

∥

∥

∞

}

6 maxi1;:::;im2 {∥

∥

∥

∥

[

M(A)(i1;:::;im2 )]−1∥
∥

∥

∥

∞

} ; (2.26)ÔÁË ÞÔÏ Ï�ÅÎËÕ (2.25) ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÊ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÂÏÌÅÅÍÅÌËÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (2.26) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
• ÄÌÑ A ∈ SDD Ï�ÅÎËÁ (2.20) ÕÌÕÞÛÁÅÔ (2.18);
• ÄÌÑ A ∈ N Ï�ÅÎËÁ (2.22) ÕÌÕÞÛÁÅÔ (2.19);
• ÄÌÑ A ∈ QN Ï�ÅÎËÁ (2.24) ÕÌÕÞÛÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅ-ÍÙÍ SQN-ÍÁÔÒÉ�ÁÍ, ÓÍ. §§4, 5.

§3. ëÌÁÓÓ PHN É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ PHN-ÍÁÔÒÉ�.ðÕÓÔØ A = D + L + U ∈ Cn×n, n > 2, É �ÕÓÔØ � = {P1; : : : ; Pm},1 6 m 6 n, { ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× 〈n〉. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PHN(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�ÁN(A) = |D|(|D| − |L|)−1M(A); (3:1)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × (2.5), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ëÌÁÓÓ PHN Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅPHN = ⋃� PHN(�);ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �Ï ×ÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � = {〈n〉} { ÓÁÍÏÅ ÇÒÕÂÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÔÏ A ∈PHN(�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ N(A) ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, Ô.Å. �ÒÉ m = 1 ËÌÁÓÓ PHN(�) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍÎÅËÒÁÓÏ×ÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� N. åÓÌÉ � = {{1}; : : : ; {n}} { ÓÁÍÏÅ ÍÅÌËÏÅ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÅ, ÔÏ A ∈ PHN(�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ N(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.åÓÌÉ � = {S; �S}, ÇÄÅ S ⊂ 〈n〉, ÔÏ A ∈ PHN(�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ N(A) ∈ S-SDD. îÏ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3.2 ÒÁÂÏÔÙ [7℄,�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ A ∈ SN. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,



158 ì. à. ëïìï�éìéîáËÌÁÓÓÙ N É SN Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ËÌÁÓÓÏ× PHN(�), ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÉÍÉ Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ �. ëÁË ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ×ÅÓØËÌÁÓÓ H ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ PHN(�) �ÒÉ � = {{1}; : : : ; {n}}.äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ PHN(�)-ÍÁÔÒÉ� �ÏËÁÖÅÍ Ó�ÅÒ×Á, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÁN(A) ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÒÉÑÔÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑA ÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ A = D + L + U ∈ Cn×n, n > 2, É �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ D É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � ∈ Cn×n ÏÂÅÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ. �ÏÇÄÁ N(A�) = N(A)|�|: (3:2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù N , ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍN(A�) = |D�|(|D�| − |L�|)−1(|D�| − |L�| − |U�|)= |D|(|D| − |L|)−1)|D| − |L| − |U |)|�| = N(A)|�|:
�ðÒÏÓÔÅÊÛÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1 ÉÍÅÅÔ ÒÑÄ �ÏÌÅÚÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ, �ÒÉ×Å-ÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉 ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ PHN(�) ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍ-ÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ D�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ∈ PHN(�) É �ÕÓÔØ � ∈ D�. ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÀ 3.1, N(A�) = N(A)�: (3:3)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ PHN(�) ÍÙ ÉÍÅÅÍN(A) ∈ PH(�):�ÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1, ÍÙ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÍN(A)� ∈ PH(�):ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É (3.3) �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏN(A�) ∈ PH(�);ÞÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A� ∈ PHN(�). ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ PHN(�)-ÍÁÔÒÉ�,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ PH(�)-ÍÁÔÒÉ�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊÓÑ × ÔÅÏÒÅ-ÍÅ 1.1.



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 159�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ A ∈ Cn×n, n > 2, É �ÕÓÔØ � { ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× 〈n〉. �ÏÇÄÁ A ∈ PHN(�) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � ∈ D� ÔÁËÁÑ, ÞÔÏÏÔÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÍÁÔÒÉ�Á A� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊîÅËÒÁÓÏ×Á.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,A ∈ PHN(�) ⇐⇒ N(A) ∈ PH(�):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1,N(A) ∈ PH(�) ⇐⇒ N(A)� ∈ SDD ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ � ∈ D�:ðÏÓËÏÌØËÕ, �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.1,N(A)� = N(A�);ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏN(A) ∈ PH(�) ⇐⇒ N(A�) ∈ SDD:îÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉ� îÅËÒÁÓÏ×Á,N(A�) ∈ SDD ⇐⇒ A� ∈ N:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù � ∈ D�A ∈ PHN(�) ⇐⇒ A� ∈ N:
�óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ (1.2) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 3.1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉 Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ×ËÌÀÞÅÎÉÑ N ⊆ PHN(�) ⊆ H: (3:4)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ∈ H, ÔÏ, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A� ∈ SDD,ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A� ∈ N. îÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏA ∈ PHN(�) ÄÌÑ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó �ÒÁ-×ÙÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÅÍ × (3.4) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÍÅÌËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ� ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï PHN(�) = H: (3:5)óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ PH(�)-ÍÁÔ-ÒÉ�Ù ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ËÌÁÓÓÅ PHN(�).



160 ì. à. ëïìï�éìéîáóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉 ÍÙÉÍÅÅÍ PH(�) ⊆ PHN(�): (3:6)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ∈ PH(�). �ÏÇÄÁ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � ∈ D� ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A� ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏ-ÇÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A� ∈ N. îÏ,�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ËÁË ÒÁÚ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ∈PHN(�). �îÁËÏÎÅ�, ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 3.1, { ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ× PHN(�), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅÓ×ÏÊÓÔ×Õ (1.1).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.4. åÓÌÉ �1 É �2 { ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉,n > 2, �ÒÉÞÅÍ �2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍ �1, ÔÏPHN(�1) ⊂ PHN(�2): (3:7)
§4. ëÌÁÓÓ PHQN É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ××ÏÄÉÍ ËÌÁÓÓ PHQN-ÍÁÔÒÉ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ËÌÁÓÓ PHN, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÍÁÔÒÉ�Á A = D + L + U ∈ Cn×n, n > 2, É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ� = {P1; : : : ; Pm}, 1 6 m 6 n, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ AÑ×ÌÑÅÔÓÑ PHQN(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�ÁQ(A) = (|D| − |U |)−1|D|(|D| − |L|)−1M(A) = (|D| − |U |)−1N(A); (4:1)ÇÄÅ N(A) { ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á (3.1), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ëÌÁÓÓ PHQN Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅPHQN = ⋃� PHQN(�);ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �Ï ×ÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � = {〈n〉} { ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÔÏ A ∈PHQN(�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Q(A) ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, Ô.e. ÄÌÑ m = 1 ËÌÁÓÓ PHQN(�) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓËÌÁÓÓÏÍ QN. åÓÌÉ ÖÅ � = {{1}; : : : ; {n}} { ÓÁÍÏÅ ÍÅÌËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ,ÔÏ A ∈ PHQN(�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Q(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. ëÁË ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï PHQN(�) = H.



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 161åÓÌÉ � = {S; �S}, ÇÄÅ S ⊂ 〈n〉, ÔÏ A ∈ PHQN(�) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Q(A) ∈ S-SDD. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊËÌÁÓÓ ÞÅÒÅÚ SQN �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó SN.éÚÕÞÅÎÉÅ PHQN(�)-ÍÁÔÒÉ� ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÔÏÇÏ ÆÁË-ÔÁ, ÞÔÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÁÔÒÉ�Å N(A), ÍÁÔÒÉ�Á Q(A) ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÒÏÓÔÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó �ÒÁ×ÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ A = D + L + U ∈ Cn×n, n > 2, É �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁË D, ÔÁË É ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � ∈ Cn×n ÏÂÅÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ. �ÏÇÄÁ Q(A�) = |�|−1Q(A)|�|: (4:2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (4.1) ÍÁÔÒÉ�Ù Q É ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ (3.2), ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍQ(A�) = (|D�| − |U�|)−1N(A�)= |�|−1(|D| − |U |)−1N(A)|�| = |�|−1Q(A)|�|:
�îÉÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉 ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ËÌÁÓÓ PHQN(�) ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÁ×Ï-ÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ D�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ∈ PHQN(�) É �ÕÓÔØ � ∈ D�. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÑ 4.1, ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏQ(A�) = �−1Q(A)�; (4:3)Á �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ PHQN(�) ÍÙ ÉÍÅÅÍQ(A) ∈ PH(�):îÏ ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1, ÍÙ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ�−1Q(A)� ∈ PH(�):ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É (4.3) �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏQ(A�) ∈ PH(�);ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A� ∈ PHQN(�). �



162 ì. à. ëïìï�éìéîáóÌÅÄÕÀÝÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ PHQN(�)-ÍÁÔÒÉ� ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÚÁ�ÉÑÍ PH(�)- É PHN(�)-ÍÁÔÒÉ�, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 1.1É 3.1.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ A ∈ Cn×n, n > 2, É �ÕÓÔØ � { ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× 〈n〉. �ÏÇÄÁ A ∈ PHQN(�) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � ∈ D� ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÔÍÁÓ-ÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÍÁÔÒÉ�Á A� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ QN ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,A ∈ PHQN(�) ⇐⇒ Q(A) ∈ PH(�):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1,Q(A) ∈ PH(�) ⇐⇒ Q(A)� ∈ SDDÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù � ∈ D�:ðÏÓËÏÌØËÕ, �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.1,�−1Q(A)� = Q(A�);ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏQ(A) ∈ PH(�) ⇐⇒ Q(A�) ∈ SDD:îÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ QN ÍÁÔÒÉ�,Q(A�) ∈ SDD ⇐⇒ A� ∈ QN:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏA ∈ PHQN(�) ⇐⇒ A� ∈ QN:
�óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1, �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÉÖÅ, ×�ÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉 Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ×ËÌÀÞÅÎÉÑ QN ⊆ PHQN(�) ⊆ H:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉 ÉÍÅ-ÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ PHN(�) ⊆ PHQN(�): (4:4)



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 163äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ∈ PHN(�). �ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1,ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � ∈ D� ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A� ∈ N, ÏÔËÕÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A� ∈ QN. îÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ËÁËÒÁÚ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ∈ PHQN(�). �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.4) É(3.5) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ PHQN(�) = H:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ �1 É �2 { ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× 〈n〉,n > 2, �ÒÉÞÅÍ �2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �1. �ÏÇÄÁPHQN(�1) ⊂ PHQN(�2): (4:5)
§5. ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ‖A−1‖∞÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ×Ù×ÏÄÕ ×ÅÒÈ-ÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ‖A−1‖∞ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ H-ÍÁÔÒÉ�. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÏÓÔÏÍ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ A ∈ Cn×n, n > 2, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ É �ÕÓÔØG(A) = F (A)−1M(A) (5:1)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù F (A). �ÏÇÄÁ
‖A−1‖∞ 6 ‖[�−1G(A)℄−1‖∞; (5:2)ÇÄÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � = diag (Æ1; : : : ; Æn) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅÍ �e = F (A)−1e: (5:3)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ Ó�ÅÒ×Á, ÞÔÏ, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ.[18℄),

‖A−1‖∞ 6 ‖M(A)−1‖∞: (5:4)äÁÌÅÅ, ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (5.3) ÍÁÔÒÉ�Ù � ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ�−1F (A)−1e = e:ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ
‖�−1F (A)−1‖∞ = 1: (5:5)



164 ì. à. ëïìï�éìéîá�Å�ÅÒØ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ (5.1) É (5.5) ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ
‖M(A)−1‖∞ = ‖[�−1F (A)−1M(A)℄−1 [�−1F (A)−1℄‖∞

6 ‖[�−1G(A)℄−1‖∞ ‖�−1F (A)−1℄‖∞= ‖[�−1G(A)℄−1‖∞:ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ A ∈ H, ÔÏ M-ÍÁÔÒÉ�Á M(A) ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÁËÞÔÏ
‖M(A)−1‖∞ = maxi∈〈n〉{M(A)−1e}i:îÏ, × ÓÉÌÕ (5.1),

M(A)−1 = G(A)−1F (A)−1;ÏÔËÕÄÁ, ××ÉÄÕ (5.3), ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
M(A)−1e = G(A)−1F (A)−1e = G(A)−1�e = (�−1G(A))−1e: (5:6)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

‖M(A)−1‖∞ 6 ‖[�−1G(A)℄−1‖∞: (5:7)îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5.7) Ó ÕÞÅÔÏÍ (5.4) É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (5.2). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á G(A) ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÁ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5.7), ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (5.6), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ.üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÍÁÔÒÉ�ÁÍ N(A) É Q(A),Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × (3.1) É (4.1).åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á G(A) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÏÄËÌÁÓ-ÓÕ K ËÌÁÓÓÁ H, �ÒÉÞÅÍ ËÌÁÓÓ K ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊG(A) ËÌÁÓÓÕ K ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÏÔÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �Ï ÓÔÒÏ-ËÁÍ ÍÁÔÒÉ�Á �−1G(A). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ G(A) ∈ K É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ�B ∈ K ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ‖B−1‖∞, ÔÏ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ ÉË ÍÁÔÒÉ�Å �−1G(A), É, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ,ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ‖A−1‖∞.ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ �ÏÄÈÏÄ ÂÙÌ ×�ÅÒ×ÙÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÄÌÑ×Ù×ÏÄÁ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ‖A−1‖∞ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù îÅËÒÁÓÏ×ÁA = D+L+U ,ÇÄÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á � = �N Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ�Ne = |D|(|D| − |L|)−1e; (5:8)Á × ËÁÞÅÓÔ×Å K ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ËÌÁÓÓ SDD.



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 165÷ ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ÔÏÔ ÖÅ �ÏÄÈÏÄ ÂÙÌ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÄÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ×ÅÒÈÎÅÊÏ�ÅÎËÉ ‖A−1‖∞ ÄÌÑ SN ÍÁÔÒÉ� A Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �N , Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ × (5.8), É ËÌÁÓÓÏÍ K = S − SDD, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ QN ÍÁÔÒÉ� A,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉ�Á � = �Q Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ�Qe = (|D| − |U |)−1 |D| (|D| − |L|)−1e; (5:9)Á × ËÁÞÅÓÔ×Å K ÂÙÌ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ËÌÁÓÓ SDD.ïÂÒÁÝÁÑÓØ Ë ËÌÁÓÓÁÍ PHN(�) É PHQN(�), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÂÏÂÝÉÔØÕ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.2. ðÕÓÔØ A ∈ Cn×n, n > 2, É �ÕÓÔØ � = {P1; : : : ; Pm},1 6 m 6 n, { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉.(i) åÓÌÉ A ∈ PHN(�), ÔÏ
‖A−1‖∞ 6 maxi1;:::;im {∥

∥

∥

∥

[(�−1N N(A))(i1;:::;im)]−1∥
∥

∥

∥

∞

} ; (5:10)ÇÄÅ N(A) = |D|(|D| − |L|)−1M(A)É ÍÁÔÒÉ�Á �N Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (5.8).(ii) åÓÌÉ A ∈ PHQN(�), ÔÏ
‖A−1‖∞ 6 maxi1;:::;im {∥

∥

∥

∥

[(�−1Q Q(A))(i1;:::;im)]−1∥
∥

∥

∥

∞

} ; (5:11)ÇÄÅ Q(A) = (|D| − |U |)−1|D|(|D| − |L|)−1M(A)É ÍÁÔÒÉ�Á �Q Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (5.9).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) éÚ A ∈ PHN(�) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ N(A) ∈ PH(�).ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Á F (A) = (|D|− |L|)|D|−1 ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ-�Ù �N , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × (5.8), × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ
‖A−1‖∞ 6 ‖[�−1N N(A)℄−1‖∞: (5:12)ðÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓ PH(�) ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÍÙ ÉÍÅÅÍ�−1N N(A) ∈ PH(�);É �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (5.12) ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ (2.25). �ÅÍÓÁÍÙÍ Ï�ÅÎËÁ (5.10) ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �



166 ì. à. ëïìï�éìéîáúÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � = {〈n〉} Ï�ÅÎËÉ(5.10) É (5.11) ÄÌÑ N É QN ÍÁÔÒÉ� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÍ Ï�ÅÎËÁÍ (2.19) É (2.24). åÓÌÉ ÖÅ � = {S; �S} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ�Õ-ÓÔÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉, ÔÏ Ï�ÅÎËÁ (5.10)ÄÌÑ SN ÍÁÔÒÉ� A Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë (2.22), ÔÏÇÄÁ ËÁË (5.11) ÄÁÅÔ ÎÏ×ÕÀ Ï�ÅÎËÕÄÌÑ SQN ÍÁÔÒÉ� A.
§6. âÌÏÞÎÙÅ PHN(�)- É PHQN(�)-ÍÁÔÒÉ�ÙðÕÓÔØ A = (Aij)Ni;j=1 ∈ Cn×n, 1 6 N 6 n, { ÂÌÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀDiag (A11; : : : ; ANN ):óÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [19℄ (ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ), ÓÍ. ÔÁËÖÅ [9℄,Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ N ×N ÂÌÏÞÎÕÀ Z-ÍÁÔÒÉ�Õ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

MR(A) ≡ diag (‖A−111 ‖−1
∞ ; : : : ; ‖A−1NN‖−1

∞ ) ·R(A); (6:1)ÇÄÅR(A) ≡ 







1 −‖A−111 A12‖∞ : : : −‖A−111 A1N‖∞
−‖A−122 A21‖∞ 1 : : : −‖A−122 A2N‖∞: : : : : : : : : : : :
−‖A−1NNAN1‖∞ −‖A−1NNAN2‖∞ : : : 1 







:(6:2)÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ H-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÎÏÒÍÙ l∞),ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ, BH-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ MR(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ M-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
〈N〉 = {1; : : : ; N};ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

• ÂÌÏÞÎÏÊ PH(�)- (ÉÌÉ BPH(�)-) ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ MR(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑPH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ;
• ÂÌÏÞÎÏÊ PHN(�)- (ÉÌÉ BPHN(�)-) ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ MR(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑPHN(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ;
• ÂÌÏÞÎÏÊ PHQN(�)- (ÉÌÉ BPHQN(�)-) ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ MR(A) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ PHQN(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ðÏÓËÏÌØËÕ (ÓÍ. (3.6) É (4.4))PH(�) ⊆ PHN(�) ⊆ PHQN(�) ⊆ H;



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 167ÔÏ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ �Å�ÏÞËÕ×ËÌÀÞÅÎÉÊ BPH(�) ⊆ BPHN(�) ⊆ BPHQN(�) ⊆ BH: (6:3)ëÁË ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÙ [19℄ (�ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÓÍ. × [9℄), ÄÌÑ BH-ÍÁÔÒÉ�Ù A ÍÙ ÉÍÅÅÍ
‖A−1‖∞ 6 ‖MR(A)−1‖∞: (6:4)îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6.4) ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ‖A−1‖∞ ÄÌÑ ÂÌÏÞ-ÎÙÈ H-ÍÁÔÒÉ� A ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ MR(A) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÄ-ËÌÁÓÓÕ ËÌÁÓÓÁ H, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁÏÂÒÁÔÎÙÈ × ÎÏÒÍÅ l∞.äÌÑ BPH(�)-ÍÁÔÒÉ�Ù A = (Aij)Ni;j=1 × ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ A = (Aij )Ni;j=1 ∈ Cn×n, 1 6 N 6 n, Ñ×ÌÑÅÔÓÑBPH(�)-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, Ô.Å. MR(A) ∈ PH(�) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ� = {P1; : : : ; Pm}, 1 6 m 6 N , ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈N〉. �ÏÇÄÁ

‖A−1‖∞ 6 maxi1;:::;im {∥

∥

∥

∥

[

MR(A)(i1;:::;im)]−1∥
∥

∥

∥

∞

} ; (6:5)ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ik ∈ Pk, k = 1; : : : ;m.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6.4) Ó Ï�ÅÎËÁÍÉ(5.10) É (5.11), ÄÌÑ BPHN(�)- É BPHQN(�)-ÍÁÔÒÉ� ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 6.2. ðÕÓÔØ A = (Aij)Ni;j=1 ∈ Cn×n, 1 6 N 6 n, �ÕÓÔØ
MR(A) = D − L − U{ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÅ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ MR(A) É �ÕÓÔØ � = {P1; : : : ; Pm}, 1 6 m 6 N , { ÎÅËÏÔÏÒÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈N〉.(i) åÓÌÉ A ∈ BPHN(�), ÔÏ

‖A−1‖∞ 6 maxi1;:::;im {
∥

∥

∥

∥

[(�−1N N(MR(A)))(i1;:::;im)]−1∥
∥

∥

∥

∞

} ; (6:6)ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ik ∈ Pk, k = 1; : : : ;m, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á �N Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ�Ne = D(D − L)−1eÉ N(MR(A)) = D(D − L)−1MR(A):
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‖A−1‖∞ 6 maxi1;:::;im {∥

∥

∥

∥

[(�−1Q Q(MR(A)))(i1;:::;im)]−1∥
∥

∥

∥

∞

} ; (6:7)ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ik ∈ Pk, k = 1; : : : ;m, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á �Q Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ�Qe = (D − U)−1D(D − L)−1eÉ Q(MR(A)) = (D − U)−1D(D − L)−1MR(A):
§7. ïÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ

H-ÍÁÔÒÉ�÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÏÄ-ËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ H ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÄËÌÁÓÓÁ K ⊂ H É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÉÎÄÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÌÁÓÓ K� ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
K� ≡ {A ∈ Cn×n : A� ∈ K ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù � ∈ D�}; (7:1)ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D� ÂÙÌÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × §1.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (7.1) ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ �ÅÌÙÊ ÒÑÄ �ÒÉÑÔÎÙÈ ÏÂ-ÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÌÁÓÓÁ K� . �ÁË ÍÙ ÉÍÅÅÍ:
• ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 〈n〉 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ×ËÌÀ-ÞÅÎÉÑ

K ⊆ K� ⊆ H; (7:2)
• ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �1, ÔÏ

K�1 ⊆ K�2 ; (7:3)
• ËÌÁÓÓ K� ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ D�;
• ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓ K ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ É � = {〈n〉} { ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÔÏ

K = K�:÷ ÔÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ K = SDD; N É QN, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍ 1.1,3.1 É 4.1, ÍÙ ÉÍÅÅÍ SDD� = PH(�);N� = PHN(�)



îï÷ùå ðïäëìáóóù ëìáóóá H-íá�òéã 169É QN� = PHQN(�):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕ-ÞÉÔØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙ PH(�); PHN(�) É PHQN(�).ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÏÄÉÎ ÌÉÛØ ÆÁËÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù � ∈ D�ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B = A� ∈ K, Ô.Å. ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ A ∈ K�, ÅÝÅ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ�ÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ
‖A−1‖∞ = ‖�B−1‖∞; ÇÄÅ B ∈ K:ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á �=diag (Æ1; : : : ; Æn) ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, ÔÏ Ï�ÅÎËÕ ‖B−1‖∞ÄÌÑ B = A� ∈ K ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ × Ï�ÅÎËÕ ‖A−1‖∞.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÏÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ K = SDD, ÍÙ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÉÍÅÅÍ

‖A−1‖∞ 6 max16i6n Æi(M(B)e)i = max16i6n Æi
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