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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ A { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×-ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R. ðÕÓÔØ S = {a1; : : : ; ak} { ËÏÎÅÞÎÁÑÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙA. äÁÄÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÓÉÓÔÅÍÙ�ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ É ÄÌÉÎÙ ÁÌÇÅÂÒÙ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1.1. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S Ó ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑÍÉ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏ-×ÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ S. äÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ 1 ÓÌÏ×ÏÍ S ÄÌÉÎÙ 0.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ Si ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ i, i > 0.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1.3. ðÏÌÏÖÉÍ Li(S) = 〈Si〉, ÇÄÅ 〈S〉 { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞ-ËÁ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ ÉÚ R) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ L0(S) = 〈1〉 = R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ,

L(S) = ∞⋃i=0Li(S).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÄÌÑ
A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = L(S).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. äÌÉÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ S ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ l(S) = min{k ∈ Z+ : Lk(S) = A}:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. äÌÉÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ l(A) =max{l(S) : L(S) = A}.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ K = {a1; : : : ; am} ÁÌÇÅÂÒÙ
A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1; : : : ; m ∈ R ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1a1+: : :+mam ∈ RÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1 = : : : = m = 0.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÏËÔÏÎÉÏÎÙ, Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ, ÄÌÉÎÁ ÍÁÔÒÉ�.òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎ-ÔÁ òîæ 16-11-10075. 22



äìéîá áìçåâò ë÷á�åòîéïîï÷ é ïë�ïîéïîï÷ 23òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙA ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ÞÅÒÅÚ dimA. þÅÒÅÚ |S|ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S.äÌÉÎÁ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÉÈÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÅÎÔÒÅ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÓÍ. ÒÁÂÏÔÙ [1,3{5℄ É ÉÈ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÉÎÙ ÁËÔÕÁÌØÎÁ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ É �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ×Ï�ÒÏÓÁÈ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍÎÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ É ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ. äÌÑ ÉÌÌÀ-ÓÔÒÁ�ÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔØ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÄÁÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ �ÏÌ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ.óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÕÒ×É�Á, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (R), ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ (C), Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ (H) É ÏËÔÏÎÉÏÎÙ (O), ÓÍ. [2℄. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏÄÌÉÎÁ R ËÁË ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ 0, ÄÌÉÎÁ C ËÁË R-ÁÌÇÅÂÒÙÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ 1. ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ R-ÁÌÇÅÂÒ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× É ÏËÔÏÎÉÏÎÏ× ÒÁ×ÎÑÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, 2 É 3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÄÌÉÎÙ×ÓÅÈ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ.òÁÂÏÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ðÁ-ÒÁÇÒÁÆ 3 �ÏÓ×ÑÝÅÎ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÄÌÉÎ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× É ÁÌÇÅÂÒÙÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×. ÷ §4 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÔÏÎÉ-ÏÎÏ×.
§2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ S �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÏÞÉÝÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ t ∈ T , �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÍÙÊ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ïÞÉÝÅÎÉÅÍ ÎÅÏÞÉÝÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á T ⊆ SÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÉÚ S ÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ T , ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T , �ÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ.



24 á. ü. çõ�åòíáî, ä. ë. ëõäòñ÷ãå÷ìÅÍÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, S { ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ A, S0 ⊆ S { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÞÉÝÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× S. �ÏÇÄÁ1) S0 { ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A,2) l(S0) > l(S).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙÏÞÉÝÅÎÉÑ. �ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, S { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈÁÌÇÅÂÒÙ A. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ S \ R É r ∈ R ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
S0 = {u+ r} ∪ S \ {u}ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ É l(S) = l(S0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u ∈ S \R É r ∈ R { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.ðÏÓËÏÌØËÕ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, 1 ∈ L0(S) É 1 ∈ L0(S0), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

L1(S) = L1(S0), ÏÔËÕÄÁ Lm(S) = Lm(S0) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m > 1,É ÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, S = {a1; : : : ; as} { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÕÓÔØ a1; : : : ; ak =∈ R. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ r1; : : : ; rk ∈ R ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S0 = {a1 + r1; : : : ; ak + rk; ak+1; : : : ; as}ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ É l(S) = l(S0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ k-ËÒÁÔÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 2.4. �ìÅÍÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, A 6= R, É S { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �Ï-ÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÕÓÔØ S0 ⊆ S { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï× S, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ �ÏÄÁÌÇÅ-ÂÒÙ R. �ÏÇÄÁ l(S) = l(S0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u ∈ S \S0. �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ S0ÉÍÅÅÍ u = a1v1 + : : : + anvn + r, ÇÄÅ vi ∈ S0, ai; r ∈ R, { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ�ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÏÔËÕÄÁ Lm(S) ⊆ Lm(S0) ÄÌÑ ×ÓÅÈ m ∈ N. �ÁË ËÁË
S0 ⊆ S, ÉÍÅÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ Lm(S0) ⊆ Lm(S), ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ Lm(S) = Lm(S0) ÄÌÑ ×ÓÅÈ m ∈ N. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ S0 {�ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏ É S. �

§3. äÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. áÌÇÅÂÒÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ H, { ÜÔÏ ÞÅ-ÔÙÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ



äìéîá áìçåâò ë÷á�åòîéïîï÷ é ïë�ïîéïîï÷ 25ÎÕÌÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ:1 i j k1 1 i j ki i −1 k −jj j −k −1 ik k j −i −1áÌÇÅÂÒÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ õÉÌØÑÍÏÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÏÍ ×1843 ÇÏÄÕ, ÓÍ. [8℄, ×Ï ×ÒÅÍÑ �ÒÏÇÕÌËÉ Ó ÖÅÎÏÊ ×ÄÏÌØ ëÏÒÏÌÅ×ÓËÏÇÏ ËÁ-ÎÁÌÁ × äÕÂÌÉÎÅ �ÅÒÅÄ ÓÏÂÒÁÎÉÅÍ éÒÌÁÎÄÓËÏÊ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2 ([8℄). áÌÇÅÂÒÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÏÊ, ÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. äÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ H ÒÁ×ÎÁ 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅ-ÍÕ S ÁÌÇÅÂÒÙ H. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dim 〈S \ R〉 > 1, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ 0, ÁÌÇÅÂÒÁ H ÓÏ×�ÁÄÁÌÁ ÂÙ Ó R, Á ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 1,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ S, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ S \ R ⊂ 〈s〉, ÔÏ ÅÓÔØ S�ÏÒÏÖÄÁÌÏ ÂÙ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÞÔÏ É s, ÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÒÏÖÄÁÅÔËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ H ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ,ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. úÎÁÞÉÔ, dim 〈S \ R〉 > 2, ÔÏ ÅÓÔØ dimL1(S) > 3.åÓÌÉ dimL1(S) = 4, ÔÏ ÄÌÉÎÁ S ÒÁ×ÎÁ 1. åÓÌÉ dimL1(S) = 3, ÔÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ S { �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ É L1(S) 6= H, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dimL2(S) > 4. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ
L2(S) = L1(S) É ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï Lt(S) = L1(S). üÔÏ ÍÏÖ-ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï t: ÂÁÚÁ t = 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ
L2(S) = L1(S), Á �ÅÒÅÈÏÄ { ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ t �Ï ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×-ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 1 É t − 1, ÔÏÅÓÔØ, ÅÓÌÉ Lt−1(S) = L1(S), ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ L2(S) = L1(S). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, L(S) = L1(S) 6= H É S { ÎÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÅÅ×ÙÂÏÒÕ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÉÎÁ S × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÁ 2.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ H ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÌÉÎÙ 2 { ÎÁ�ÒÉÍÅÒ {i; j}. úÎÁÞÉÔ,ÄÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ H × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ 2. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ a; b ∈ R { Ä×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ R. ïÂÏÂ-ÝÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× (a; b=R) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÁÑ



26 á. ü. çõ�åòíáî, ä. ë. ëõäòñ÷ãå÷ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1, i, j, k, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ: 1 i j k1 1 i j ki i a k ajj j −k b −bik k −aj bi −abúÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.5. áÌÇÅÂÒÁ (a; b=R) ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ É ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÅ [7℄.�ÅÏÒÅÍÁ 3.6. äÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ (a; b=R) ÒÁ×ÎÁ 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ S { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ(a; b=R). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙÞÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏ-ÎÏ× ÄÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ dimL1(S) > 3. ï�ÑÔØ ÖÅ, ÅÓÌÉ dimL1(S) = 4, ÔÏÄÌÉÎÁ S ÒÁ×ÎÁ 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ dimL2(S) > 4. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ ÉdimL2(S) = 3, ÔÏ L2(S) = L1(S). äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï t, ÞÔÏ
Lt(S) = L1(S). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ. äÌÑ t = 1; 2 ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÌÉÂÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÂÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ q, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ1 6 q < t. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ t. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÌÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎ-ÄÕË�ÉÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÏ× L1(S), Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÁÍÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L2(S) = L1(S).úÎÁÞÉÔ É Lt(S) = L1(S). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L(S) = L1(S) 6= (a; b=R) É S{ ÎÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÅÅ ×ÙÂÏÒÕ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÉÎÁ S ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÁ 2.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ (a; b=R) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÌÉÎÙ 2 { ÎÁ�ÒÉÍÅÒ {i; j}. úÎÁÞÉÔ,ÄÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ (a; b=R) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 2. �

§4. äÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ×ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. áÌÇÅÂÒÁ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ× ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÜÌÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÍÁÑ O, { ÜÔÏ ×ÏÓØÍÉÍÅÒÎÁÑ ÎÅÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ



äìéîá áìçåâò ë÷á�åòîéïîï÷ é ïë�ïîéïîï÷ 27ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ:1 i j k l il jl kl1 1 i j k l il jl kli i −1 k −j il −l −kl jlj j −k −1 i jl kl −l −ilk k j −i −1 kl −jl il −ll l −il −jl −kl −1 i j kil il l −kl jl −i −1 −k jjl jl kl l −il −j k −1 −ikl kl −jl il l −k −j i −1ïËÔÏÎÉÏÎÙ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ÄÒÕÇÏÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ �Ï ËÏÌÌÅÄÖÕ äÖÏ-ÎÏÍ çÒÅÊ×ÓÏÍ × ÔÏÍ ÖÅ 1843 ÇÏÄÕ É Ó�ÕÓÔÑ 2 ÇÏÄÁ �ÅÒÅÏÔËÒÙÔÙ áÒ-ÔÕÒÏÍ ëÜÌÉ.éÚÕÞÅÎÉÀ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, ÏËÔÏÎÉÏÎÏ× É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [6, 8℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ z = a0+a1i+a2j+: : :+a7kl ∈ O , ÇÄÅas ∈ R ∀s ∈ {0; 1; : : : ; 7}, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÁË a0(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Re z = a0), É ÅÇÏ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ ËÁË a1i+a2j+ : : :+a7kl(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Im z = a1i+ a2j + : : :+ a7kl).ìÅÍÍÁ 4.3. åÓÌÉ z1; z2 ∈ O É Re z1 = Re z2 = 0, ÔÏ z1z2 + z2z1 ∈ R.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ z1 = a1i + a2j + : : : + a7kl, z2 = b1i + b2j +: : :+ b7kl, ÇÄÅ as; bs ∈ R ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ {0; 1; : : : ; 7}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ tÉ v { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ 1, ÔÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÕÍÎÏÖÅÎÉÑ tv+vt = 0. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓËÒÏÅÍ × z1z2+z2z1 ÓËÏÂËÉ�Ï ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÓÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ a1b1i2 + a2b2j2 + : : : +a7b7(kl)2 É ÓÕÍÍÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ ÔÉ�Á(apt)(bqv)+(bqv)(apt) = apbq(tv+vt) = 0, ÇÄÅ t É v { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ, ap { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ t × z1, bq { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ v × z2,ÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × ÓÕÍÍÅ ÄÁÓÔ −a1b1 − a2b2 − : : :− a7b7 ∈ R, Á ×ÔÏÒÁÑ {0, �ÏÜÔÏÍÕ É z1z2 + z2z1 ∈ R. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4. áÌÇÅÂÒÁ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ× �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓ-ÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ, ÈÏÔÑ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈa1; a2 ∈ O; (a1a1)a2 = a1(a1a2) É (a1a2)a2 = a1(a2a2).



28 á. ü. çõ�åòíáî, ä. ë. ëõäòñ÷ãå÷úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.5. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÁÌ-ÇÅÂÒÅ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ× ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, É ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÂÒÁÔÉÍ. äÌÑ z = a0 + a1i + a2j + : : : + a7kl , ÇÄÅ as ∈ R ÄÌÑ ×ÓÅÈs ∈ {0; 1; : : : ; 7} É ÎÅ ×ÓÅ ai ÒÁ×ÎÙ 0, ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑz−1 = (a0 − a1i− a2j − : : :− a7kl)=(a20 + a21 + : : :+ a27)= (Re z − Im z)=(a20 + : : :+ a27):éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ä×Õ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ×.ìÅÍÍÁ 4.6. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ O ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a, b ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a 6= 0,×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ a−1(ab) = b = (ba)a−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a−1(ab) = b. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ b =(ba)a−1 ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ðÕÓÔØ Re a = x; Im a = y, Á ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ a ÒÁ×ÎÁ 1=d, ÇÄÅ d ∈ R\{0}. �ÏÇÄÁ, �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 4.5,a−1 = d(x − y),a−1(ab) = d(x− y)((x+ y)b)= d(x− y)(xb+ yb) = d(x(xb) + x(yb)− y(xb)− y(yb)):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x ∈ R, Á ÉÚ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ y(yb) = (yy)b ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏd(x(xb) + x(yb)− y(xb)− y(yb)) = d((x2b+ xyb− xyb− (yy)b)= d(x2 − y2)b = (d(x − y)(x+ y))b = (a−1a)b = b;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.7. åÓÌÉ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ∈ O ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ ab = 1,ÔÏ b = a−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ a−1 =a−1(ab) = b. �ìÅÍÍÁ 4.8. ðÕÓÔØ A = O { ÁÌÇÅÂÒÁ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ×, S { ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ S \R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÀ xy = a0 + a1x + a2y, ÇÄÅ ai ∈ R, ÜÌÅÍÅÎÔ y ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÕÄÁÌÅÎ �ÒÉ ÏÞÉÝÅÎÉÉ.



äìéîá áìçåâò ë÷á�åòîéïîï÷ é ïë�ïîéïîï÷ 29äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË(x− a2)y = a0 + a1x;ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ(x− a2)−1((x − a2)y) = (x− a2)−1(a0 + a1x): (4.1)÷ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 4.5, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (x−a2)−1 = (−a2+d−x) ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ; d ∈ R. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×Á × ÆÏÒÍÕÌÅ (4.1), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÉÚ R[x℄ { ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ x Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ. óÌÅ×Á × ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÔÏÉÔ y �Ï ÌÅÍÍÅ 4.6.úÎÁÞÉÔ, y ∈ R[x℄. �ìÅÍÍÁ 4.9. ðÕÓÔØ S { ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÔÏÎÉÏ-ÎÏ× O. �ÏÇÄÁ |S| > 3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÌÇÅÂÒÁ O ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÎÉ ÁÓ-ÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, S ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁ, ÔÁË ËÁË ÔÏÇÄÁ S �ÏÒÏÖÄÁÌÏ ÂÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, É S ÎÅÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁË ËÁË, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×-ÎÏÓÔÉ, S �ÏÒÏÖÄÁÌÏ ÂÙ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. úÎÁÞÉÔ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, |S| > 3. ��ÅÏÒÅÍÁ 4.10. äÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ O ÒÁ×ÎÁ 3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÏÒÏÖÄÁÀ-ÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ× S.2. ðÒÉÍÅÎÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÌÅÍÍÕ 2.6 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5, ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÄÅ-ÌÁ× ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ S ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÄÁÌÉ× ×ÓÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÅÒÅÚ S0. �ÏÇÄÁ S0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁ-ÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ É l(S0) = l(S). ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.9 ÉÍÅÅÍ |S0| > 3.3. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ S0É ÚÁÄÁÄÉÍ Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ �ÁÒÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ËÁÖÄÕÀ �ÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× S0 É�ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÏÞÉÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÏÞÉÝÅÎÎÙÈ �ÁÒ, �ÒÏ�ÕÓËÁÑÔÅ �ÁÒÙ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌ ÕÄÁÌÅÎ ÒÁÎÅÅ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ S1. �ÏÇÄÁ S1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊÉ l(S1) > l(S).



30 á. ü. çõ�åòíáî, ä. ë. ëõäòñ÷ãå÷4. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ �. 3 ÄÌÑ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ-ÂÏÒÏ× ÔÒÏÅË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× S1. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ S2. �ÏÇÄÁ
S2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ É l(S2) > l(S1) > l(S).5. |S2| > 3 �Ï ÌÅÍÍÅ 4.9, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ R, ÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈe1; e2; e3.6. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ s 6= t �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ eset ÎÅ ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ {1; e1, e2, e3}, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÏÞÉ-ÝÅÎÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ {es, et} ÉÌÉ ÔÒÏÊËÉ {e1, e2, e3}. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉeset = a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3, ÇÄÅ au ∈ R, u = 0; 1; 2; 3, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
{v} = {1; 2; 3} \ {s; t}. �ÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ:Á) a1 = a2 = a3 = 0, Ô.Å. eset { ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ es = 1(et)−1 = 2(−et), ÇÄÅ 1; 2 ∈ R, Ô.Å.e1 É e2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó �. 2.Â) av 6= 0 { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó �. 4, ÔÁË ËÁË ÔÏÇÄÁev = −a0av + −atav et + −asav es + 1av etes;ÔÏ ÅÓÔØ ev ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÙÔØ ÕÄÁÌÅÎ �ÒÉ ÏÞÉÝÅÎÉÉ ÔÒÏÊËÉ {e1, e2, e3}.×) av = 0, Á ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ as ÉÌÉ at ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 0 { �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ Ó �. 3. äÅÊÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, at 6= 0. �ÏÇÄÁ�Ï ÌÅÍÍÅ 4.8 ÜÌÅÍÅÎÔ et ÕÄÁÌÅÎ �ÒÉ ÏÞÉÝÅÎÉÉ �ÁÒÙ {es; et}.7. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 1; e1; e2; e3; e1e2; e2e3 É e3e1 { ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑÓÉÓÔÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÜÔÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ �ÒÉ ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÔÏÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ { ÉÎÁÞÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙ ÂÙÌÉ ÂÙ 1; e1; e2; e3, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �. 2. âÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ e1e2 ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 0. åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ �0; �1; �2; �3; �31; �23 ∈ R, ÞÔÏe1e2 = �0 + �1e1 + �2e2 + �3e3 + �31e3e1 + �23e2e3: (4.2)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË Re e1 = Re e3 = 0, ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 4.3 e3e1 =(−e1e3) +  ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  ∈ R. �ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4.2) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ-�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ e1e2 = b0+ b1e1+ b2e2+ b3e3+ b4e1e3+ b5e2e3, ÇÄÅ bi ∈ R,i = 0; : : : ; 5, Á ÉÍÅÎÎÏ, b0 = �0+, bi = �i, i = 1; 2; 3; b4 = −�31, b5 = �23.ïÔÓÀÄÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ e1(−b1 + e2 − b4e3) = b0 + b2e2 + b3e3 + b5e2e3.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (−b1+e2− b4e3)−1 = d(−b1−e2+ b4e3), ÇÄÅ d ∈ R. �ÁËÉÍ



äìéîá áìçåâò ë÷á�åòîéïîï÷ é ïë�ïîéïîï÷ 31ÏÂÒÁÚÏÍ, e1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ e2 É e3 Ó ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÞÉÝÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{e1; e2; e3}, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ × �. 5.8. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (e1e2)e3 ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ1, e1, e2, e3, e1e2, e2e3 É e3e1. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÔÁËÉÅ �0; �1; �2; �3; �12; �31; �23 ∈ R, ÞÔÏ(e1e2)e3 = �0 + �1e1 + �2e2 + �3e3 + a12e1e2 + �31e3e1 + �23e2e3: (4.3)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �. 7, ÔÁË ËÁË Re e1 = Re e3 = 0, ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 4.3 ÉÍÅÅÍe3e1 = (−e1e3) +  ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  ∈ R. �ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4.3) ÍÏÖÎÏÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË(e1e2)e3 = b0 + b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e1e2 + b5e1e3 + b6e2e3;ÇÄÅ bi ∈ R, i = 0; : : : ; 6, Á ÉÍÅÎÎÏ, b0 = �0 + , bi = �i, i = 1; 2; 3;b4 = �12 b5 = −�31, b6 = �23. ïÔÓÀÄÁ (e1e2)(e3 − b4) = b0 + b1e1 +b2e2 + b3e3 + b5e1e3 + b6e2e3. ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë e3 − b4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ d(−b4 − e3),ÇÄÅ d ∈ R. �ÏÇÄÁ, ÄÏÍÎÏÖÉ× ÎÁ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÓÌÅ×Á, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 4.6 É ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÞÔÏe1e2 = ((e1e2)e3)(d(−b4 − e3))= (b0 + b1e1 + b2e2 + b3e3 + b5e1e3 + b6e2e3)d(−b4 − e3)= −d((b0b4 + b3e23) + (b4b1e1 + b5(e1e3)e3)+ (b4b2e2 + b6(e2e3)e3) + (b1 + b4b5)e1e3 + (b2 + b6b4)e2e3= −d((b0b4 + b3e23) + (b4b1e1 + b5e1e23) + (b4b2e2 + b6e2e23)+ (b1 + b4b5)e1e3 + (b2 + b6b4)e2e3:�ÁË ËÁË Re e3 = 0, ÔÏ e23 ∈ R, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (e1e2){ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ 1, e1, e2, e3, e2e3 É e1e3, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �. 7.úÎÁÞÉÔ, ÓÉÓÔÅÍÁ 1, e1, e2, e3, e1e2, e2e3, e3e1 É (e1e2)e3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ.9. éÚ �. 8 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ dim (L3(S2)) = 8, ÔÏ ÅÓÔØ l(S2) 6 3, ÁÚÎÁÞÉÔ É l(S) 6 l(S2) 6 3.10. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 3.ðÒÉÍÅÒÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ 3, ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ {i; j; l}:k = ij, il = il, jl = jl, kl = (ij)l.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÔÏÎÉÏÎÏ× ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ 3. �á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ ï. ÷. íÁÒËÏ×ÏÊ ÚÁ �ÅÎÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.
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