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Z ó ðòïó�ùíéðïäóëïëáíé ÷×ÅÄÅÎÉÅäÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë �ÒÏÇÒÁÍÍÅ �Ï ÓÉÎÔÅÚÕ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÞÉÓÅÌ(ÓÍ. [1℄). úÄÅÓØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÁÒÉÆÍÅ-ÔÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ P1

Z.�ÅÏÒÅÍÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÕÍÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏ-ÅÎÉÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄). äÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁÄ Z ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.ïÄÎÁËÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÎÙ (ÓÍ. [3℄) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÎÁ P1
Z ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ, ×ÓÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏ-ÅÎÉÑ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÔÒÕÄÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÔÁËÕÀ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊÒÁÎÇÁ 2. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÉÖÅ. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×É-ÄÁ: 0 → O(d) → E → O(e) → 0:äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ E ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ d.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ× ÏÂÝÅÍ ÓÌÏÅ P1

Q É Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ (ÓÍ. 1.1), ÞÔÏÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ E ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÎÁÄFp ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ O(−dp)⊕O(dp) Ó dp 6 1. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁ-ÂÏÔÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1.2) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × ÒÁÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅÇÄÁÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ d > −2. üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÞÎÏÅ, ÔÁË ËÁË × [1℄ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ�ÒÉÍÅÒÙ Ó d = −2.
§1. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑëÁË ÏÂÙÞÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄),P1

Z = ProjZ[t0; t1℄; deg t0 = deg t1 = 1,ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ, �ÏÄÓËÏË.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé (ÇÒÁÎÔ No. 16-01-00750).202



÷åë�ïòîùå òáóóìïåîéñ îá P1
Z ó ðòïó�ùíé ðïäóëïëáíé 203Ui { ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÕÌÑÍ ti, U01 = U0 ∩ U1,x = t1=t0, y = t0=t1, xy = 1.�ÏÇÄÁ

O(U0) = Z[x℄; O(U1) = Z[y℄; O(U01) = Z[x; y℄:1.1. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ. ðÕÓÔØ E { ×ÅËÔÏÒÎÏÅÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P1
Z.1.1.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ E { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÔÒÉ×É-ÁÌØÎÙÍ ÏÂÝÉÍ ÓÌÏÅÍ É �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ, ÅÓÌÉ(1) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ⊗ Q ÎÁ P1

Q ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ O ⊕O;(2) EP ≃ O2 ÉÌÉ EP ≃ O(−1)⊕O(1) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞ-ËÉ P ∈ Spe
Z, ÇÄÅ EP { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ E ÎÁ �ÒÏÏÂÒÁÚ P �ÒÉ�ÒÏÅË�ÉÉ P1
Z → Spe
Z;(3) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ �ÏÄÓËÏË, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ P ∈ Spe
Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ EP ≃ O(−1)⊕O(1).�ÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÅÌÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÕÀÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÍÅÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎÁ \ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÏÂÝÉÍ ÓÌÏÅÍ É �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ" ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅÒÍÉÎ\ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ."óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ.1.1.2. �ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ E { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P1

Z, rkE = 2.åÓÌÉ E { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ, ÔÏ E ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ× ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ0 → O(−2) → E → O(2) → 0: (1)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÛÁÇÏ× É ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �Ï ×ÓÅÊ ÓÔÁÔØÅ. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÜÔÁ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÉ-×ÅÄÅÎ × 4.3.1.2. ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.2 Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó�ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ × [1℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ 1.3). ïÄÎÁËÏ �ÒÑ-ÍÏÊ �ÏÄÈÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ, �ÒÉ×ÅÄÅÔ ÎÁÓ (ÓÍ. 3.4) Ë×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 4-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔ 6-É�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÁÄÅÖÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÄÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÔÁËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÍÎÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.



204 á. ì. óíéòîï÷ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÚ×ÁÎÍÅÔÏÄÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÏ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ (1), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÅÇÏ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ×ÓÅ ÍÅÓÔÁ × ËÌÁÓÓÉ-ÆÉËÁ�ÉÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ ×�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ (1). ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏËÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÝÅ.1.3. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ. îÁ-ÞÎÅÍ Ó ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁ�ÁÓÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄ-ÓËÏËÁÍÉ. ðÕÓÔØ V (m;�) = Coker[O(−2)2 �
−→ O(−1)4℄; (2)ÇÄÅ ÓÔÒÅÌËÁ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ� = 







t1 0�t0 t1mt0 00 t0 ; (3)Á m;� ∈ Z. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÅÎ × [1℄.1.3.1. �ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ m 6= 0 É GCD(m;�) = 1, ÔÏ V (m;�) { ÒÁÓÓÌÏÅ-ÎÉÅ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, m 6= ±1, ÔÏ V (m;�) { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ�ÏÄÓËÏËÁÍÉ. ðÏÄÓËÏËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ × ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ m. åÓÌÉE { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P1
Z Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ, ÔÏ E ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ×ÉÄÁ V (m;�).îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ×ÉÄÁ V (m;�) ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕ-ÇÏÍ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÅÎ × [1℄.1.3.2. �ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ E1 = V (m1; �1), E2 = V (m2; �2), ÇÄÅGCD(m1; �1) = 1; GCD(m2; �2) = 1; m1 6= 0; m2 6= 0:òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E1 É E2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ(m1) ÒÁ×ÅÎ ÉÄÅÁÌÕ (m2) É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ z ∈ Z, ÔÁË ÞÔÏ�2=�1 ≡ ±z2 (mod m1):



÷åë�ïòîùå òáóóìïåîéñ îá P1
Z ó ðòïó�ùíé ðïäóëïëáíé 205

§2. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × V (m;�)ðÕÓÔØ V (m;�) { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ m;� ∈
Z, m 6= 0;±1, GCD(m;�) = 1. äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÏÌÏÖÉÍV (m;�) = F: (4)2.1. íÁÔÒÉ�Á ÓËÌÅÊËÉ ÄÌÑ F . äÌÑ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÕÄÏÂ-ÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ F Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓËÌÅÊËÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÎÕÖÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ F ÎÁ U0 É U1, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÂÒÁÔØÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÙ [e1; e2℄ É [f1; f2℄. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÓËÌÅÊ-ËÉ � ∈ GL2(Z[x; y℄) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ:[e1; e2℄� = [f1; f2℄ ÉÌÉ [e1; e2℄ = [f1; f2℄�−1 ÎÁ U01:ðÕÓÔØ �x É �y { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÔÒÅÌËÉ � ÎÁ U0 É U1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.2.1.1. �ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ �Æ − �
 = 1, ÇÄÅ � = m.óÕÖÅÎÉÅ F ÎÁ U0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÂÁÚÉÓÏÍe1 = [0; 
; Æ; 0℄tt−10 (mod Im�x); e2 = [1; 0; 0; 0℄tt−10 (mod Im�x):CÕÖÅÎÉÅ F ÎÁ U0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÂÁÚÉÓÏÍf1 = [0; 0; 1; 0℄tt−11 (mod Im�y); f2 = [0; 0; 0; 1℄tt−11 (mod Im�y):ðÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÜÔÉÈ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÊ F ÚÁÄÁÎÏ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓËÌÅÊËÉ� = [�x−1 �
 Æx] :üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.2.2. éÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÑ ÓÌÏÅ× F . íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ F ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ É �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÄÓËÏËÉ × ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ m (ÓÍ. 1.3.1).ïÄÎÁËÏ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ Ñ×ÎÙÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ Ó O2 É O(−1)+O(1)× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ðÕÓÔØ [g1; g2℄ { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊÂÁÚÉÓ O2, [e1; e2℄ É [f1; f2℄ { U0- É U1-ÂÁÚÉÓÙ F ÉÚ 2.1.1.2.2.1. ïÂÝÉÊ ÓÌÏÊ. úÁÄÁÄÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F ⊗ Z[1=m℄ ≃ O2 ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍÉ[g1; g2℄ [Æx −m1 0 ] = [e1; e2℄; [f1; f2℄ [ 1 0

−�m−1x−1 m−1] = [g1; g2℄:



206 á. ì. óíéòîï÷2.2.2. ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÓÌÏÉ. úÁÄÁÄÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍF ⊗ Z=m ≃ O(−1) +O(1)ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ[t−10 g1; t0g2℄ [ Æ 0
−
x �] = [e1; e2℄; [f1; f2℄ [1 00 1] = [t−11 g1; t1g2℄;ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÏ× O(−1) +O(1) ÎÁ U0 É U1 ×ÙÂÒÁÎÙ [t−10 g1; t0g2℄É [t−11 g1; t1g2℄.
§3. O(−2)-ÆÉÌØÔÒÕÅÍÏÓÔØ FðÕÓÔØ F ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É × §2 (ÓÍ. (4)). íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÉÚÕ-ÞÉÔØ ×Ï�ÒÏÓ Ï O(−2)-ÆÉÌØÔÒÕÅÍÏÓÔÉ F , ÔÏ ÅÓÔØ ×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ×ËÌÀÞÉÔØ F × ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ0→ O(−2) → F → O(2) → 0:�ÁËÁÑ ÆÉÌØÔÒÕÅÍÏÓÔØ F ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÔÁËÏÇÏ ÇÌÏÂÁÌØ-ÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E = F (2);ËÏÔÏÒÏÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ E ÎÁ U0 ×ÏÚØÍÅÍ t20[e1; e2℄, ÇÄÅ [e1; e2℄ { ÂÁÚÉÓ F ÎÁU0, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ E ÎÁ U1 ×ÏÚØÍÅÍ t21[f1; f2℄, ÇÄÅ [f1; f2℄ { ÂÁÚÉÓF ÎÁ U1. �ÏÇÄÁt20[e1; e2℄ [�x mx2
x2 Æx3 ] = t21[f1; f2℄ ÉÌÉt20[e1; e2℄ = t21[f1; f2℄ [ Æx−1 −mx−2

−
x−2 �x−3 ] ÎÁ U01:3.1. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ H0(P1
Z; E). îÉÖÅ ×ÍÅÓÔÏ H0(P1

Z; E) É Ô. �. ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ H0(E) É Ô. �.ïÂÝÅÅ U0-ÓÅÞÅÎÉÅ s = (s1e1 + s2e2)t20, ÇÄÅ si ∈ Z[x℄, × U1-ÂÁÚÉÓÅ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: s = (Æx−1s1 − mx−2s2)t21f1 + (−
x−2s1 + �x−3s2)t21f2.ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÓÔÉ s ÔÁËÏ×Ù:
{
1 : Æx−1s1 −mx−2s2 ∈ Z[x−1℄;
2 : −
x−2s1 + �x−3s2 ∈ Z[x−1℄:



÷åë�ïòîùå òáóóìïåîéñ îá P1
Z ó ðòïó�ùíé ðïäóëïëáíé 207ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ x−2s1; x−3s2 ∈ Z[x−1℄: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ 
x−1
1 + Æ
2, ÇÄÅ 
1 É 
2 { ÕÓÌÏ×ÉÑÇÌÏÂÁÌØÎÏÓÔÉ s. ðÏÜÔÏÍÕ s1 = u0+u1x+u2x2, s2 = v0+v1x+v2x2+v3x3.îÁ ui É vj �ÏÌÕÞÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: Æu2 = mv3. ðÏÓËÏÌØËÕ m É Æ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ E ÉÍÅÅÔ ×ÉÄs = (u0 + u1x+mwx2)t20e1 + (v0 + v1x+ v2x2 + Æwx3)t20e2; (5)ÇÄÅ u0; u1; v0; v1; v2; w ∈ Z.3.2. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÄ Z[1=m℄. ðÏÊÍÅÍ, ËÏÇÄÁ ÓÅÞÅ-ÎÉÅ s ×ÉÄÁ (5) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ ÎÁ P1⊗Z[1=m℄. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÎÔÉÆÉ�ÉÒÕ-ÅÍ s ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ O2(2), �ÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ 2.2.1. ÷ ËÁÞÅÓÔ×ÅÂÁÚÉÓÁ O2(2) ÎÁ U0 ×ÏÚØÍÅÍ t20[g1; g2℄, ÇÄÅ [g1; g2℄ { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÇÌÏ-ÂÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ O2. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ E ⊗ Z[1=m℄ ≃ O2(2) (ÓÍ. 2.2.1) ÎÁ U0ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: t20[g1; g2℄ [Æx −m1 0 ] = t20[e1; e2℄:ïÂÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ O2(2) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:(a20t20 + a11t0t1 + a02t21)g1 + (b20t20 + b11t0t1 + b02t21)g2:÷ÙÒÁÚÉÍ ÏÂÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ E × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ:s = (u0 + u1x+mwx2)t20e1 + (v0 + v1x+ v2x2 + Æwx3)t20e2= (u0+u1x+mwx2)(Æxt20g1+ t20g2) + (v0+ v1x+ v2x2+ Æwx3)(−mt20g1)= (−mv0+[Æu0−mv1℄x+[Æu1−mv2℄x2)t20g1+(u0+u1x+mwx2)t20g2:éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,a20 = −mv0; a11 = Æu0 −mv1; a02 = Æu1 −mv2;b20 = u0; b11 = u1; b02 = mw:éÔÁË, �Ï ÓÅÞÅÎÉÀ s ∈ H0(E) �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ O2(2) ÎÁÄ Z[m−1℄,ÔÏ ÅÓÔØ �ÁÒÕ �ÏÌÉÎÏÍÏ× 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ. îÁÌÉÞÉÅ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÄÅ-ÔÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ



208 á. ì. óíéòîï÷
R22(a20; a11; a02; b20; b11; b02) = det



a20 a11 a02 00 a20 a11 a02b20 b11 b02 00 b20 b11 b02= a220b202 + a202b220 + a211b20b02 + a20a02b211
− 2a20a02b20b02 − a20a11b11b02 − a11a02b20b11:÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÆÏÒÍÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉq(u0; u1; v0; v1; v2; w)= det











0 Æu0 Æu1 00 0 Æu0 Æu1u0 u1 0 00 u0 u1 0 







+m







−v0 −v1 −v2 00 −v0 −v1 −v20 0 w 00 0 0 w 















: (6)÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ q ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ïÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ{ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ aij É bij ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÂÝÅÇÏ �ÅÌÏ-ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ R22(a20; a11; a02; b20; b11; b02). äÒÕÇÏÊÓ�ÏÓÏÂ ÓÏÓÔÏÉÔ × × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ m-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑq = q0 + q1m+ q2m2 + q3m3 + q4m4; (7)ÇÄÅ q0 = 0, q4 = v20w2, Áq1 = Æ2u30w − Æv0u31 + Æv1u0u21 − Æv2u20u1: (8)îÁÂÏÒÙ (u0; u1; v0; v1; v2; w) ∈ Z6, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀq(u0; u1; v0; v1; v2; w) ∈ Z[m−1℄∗; (9)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÅÞÅÎÉÑÍ s ∈ H0(P1
Z; E), ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÕÌÅÊ ×ÎÅ ÄÅÌÉ-ÔÅÌÅÊ m. ÷ (9) ÓÉÍ×ÏÌ ∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍËÏÌØ�Á.3.3. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ m. ðÏÊÍÅÍ,ËÏÇÄÁ ÓÅÞÅÎÉÅ s ×ÉÄÁ (5) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ ÎÁ P1⊗Z=�, ÇÄÅ � { �ÒÏÓÔÏÊÄÅÌÉÔÅÌØ m. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÎÔÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ s ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ O(1) + O(3),�ÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ 2.2.2. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ O(1)+O(3) ÎÁ U0×ÏÚØÍÅÍ [t0g1; t30g2℄, ÇÄÅ [g1; g2℄ { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ O2.éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ E ⊗ Z=� ≃ O(1) +O(3) (ÓÍ. 2.2.2) ÎÁ U0 ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË:[t0g1; t30g2℄ [ Æ 0

−
x �] = t20[e1; e2℄:



÷åë�ïòîùå òáóóìïåîéñ îá P1
Z ó ðòïó�ùíé ðïäóëïëáíé 209ïÂÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ O(1) +O(3) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:(a10t0 + a01t1)g1 + (b30t30 + b21t20t1 + · · ·+ b03t31)g2:÷ÙÒÁÚÉÍ ÏÂÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ E (ÓÍ. (5)) × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ:s (mod �) = (u0 + u1x+mwx2)t20e1 + (v0 + v1x+ v2x2 + Æwx3)t20e2= (u0 + u1x+mwx2)(Æt0g1 − 
xt30g2) + (v0 + v1x+ v2x2 + Æwx3)(�t30g2)= (Æu0+Æu1x+mÆwx2)t0g1+(�v0+[�v1−
u0℄x+[�v2−
u1℄x2+wx3)t30g2:éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ (�ÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÓÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ �),a10=Æu0; a01=Æu1; b30=�v0; b21=�v1 − 
u0; b12=�v2 − 
u1; b03=w:éÔÁË, �Ï s ∈ H0(E) �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ O(1) + O(3) ÎÁÄ Z=�, ÔÏÅÓÔØ �ÁÒÕ �ÏÌÉÎÏÍÏ×: 1-Ê É 3-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ. îÁÌÉÞÉÅ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊÄÅÔÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍR13(a10; a01; b30; b21; b12; b03) = −b30a301 + b21a10a201 − b12a210a01 + b03a310:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ aij É bij ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÂÝÅÇÏ ÓÅ-ÞÅÎÉÑ É �ÏÌÕÞÁÅÍ

−�v0(Æu1)3 + [�v1 − 
u0℄(Æu0)(Æu1)2 − [�v2 − 
u1℄(Æu0)2(Æu1) + w(Æu0)3= Æ3[wu30 − �u20u1v2 + �u0u21v1 − �u31v0℄:ðÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅwu30 − �u20u1v2 + �u0u21v1 − �u31v0 6= 0 (mod �): (10)îÁÂÏÒÙ (u0; u1; v0; v1; v2; w) ∈ Z6, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÅÞÅÎÉÑÍ s ∈ H0(P1
Z; E), ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÕÌÅÊ ÎÁÄ Z=�,ÇÄÅ � { ÄÅÌÉÔÅÌØ m.3.3.1. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÉÖÅ × 3.4 ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅ-ÎÉÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÒÁ×ÎÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (10) Ó q1 = Æ2u30w − Æv0u31 + Æv1u0u21 −Æv2u20u1 ÉÚ m-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÍ. (8)). ÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �2q1 ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔØÀ (10) �Ï ÍÏÄÕÌÀ � (ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ �Æ = 1 (mod m)).3.4. ÷Ù×ÏÄ. æÉÌØÔÒÕÅÍÏÓÔØ F ×ÉÄÁ 0 → O(−2) → F → O(2) → 0ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÎÁÂÏÒÁ (u0; u1; v0; v1; v2; w) ∈ Z6, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

{q(u0; u1; v0; v1; v2; w) ∈ Z[m−1℄∗;wu30 − �u20u1v2 + �u0u21v1 − �u31v0 (mod m) ∈ (Z=m)∗: (11)



210 á. ì. óíéòîï÷ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓ-ÔÉ (11) ÎÅÔ. þÔÏÂÙ Õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÙÛÅ-�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÂÁÚÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Z,ÎÏ É ÎÁÄ Z(p). á × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ O(−2)-, ÎÏ É O(−1)-ÆÉÌØÔÒÕÅÍÏÓÔØ.èÏÔÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ (11) ÎÅÔ, ÎÏ, ÉÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÚÎÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�
Z[m−1℄, ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÇËÁ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ (11), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑ ÍÏÇÕÔ �ÏÑ×ÉÔÓÑ.á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ �1; : : : ; �r { ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m. òÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔØ (11) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ�ÅÌÙÈ n1; : : : ; nr É � ∈ Z∗, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÓÉÓÔÅÍÁ

{q1m+ q2m2 + q3m3 + q4m4 = ��n11 · · ·�nrr :wu30 − �u20u1v2 + �u0u21v1 − �u31v0 (mod m) ∈ (Z=m)∗: (12)÷ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ q1; q2; q3; q4 { ÆÏÒÍÙ 4-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×
Z ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u0; u1; v0; v1; v2; w (ÓÍ. 3.3).âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3.1) q1 Ó ÆÏÒÍÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏÕÓÌÏ×ÉÑ (12) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ni = ord�i(m) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �i, ÄÅÌÑÝÅÇÏ m.ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (12) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ÅÄÉÎÉ�Ù � ∈ Z∗, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (q=m)(u0; u1; v0; v1; v2; w) = �.éÔÁË: �ÕÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ÚÁÄÁÎÏ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓËÌÅÊËÉ� = [�x−1 

 Æx] ; ÇÄÅ [� 

 Æ] ∈ SL2A; 
 = m:�ÏÇÄÁ O(−2)-ÆÉÌØÔÒÕÅÍÏÓÔØ F ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ × Z ÏÄ-ÎÏÇÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:(q=m)(u0; u1; v0; v1; v2; w) = 1; (q=m)(u0; u1; v0; v1; v2; w) = −1: (13)

§4. íÅÔÏÄ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ�ÁË ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÁ (ÓÍ. 1.1) �ÏÌÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÎÁÓ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÏÅ É Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁ-ÍÉ), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÊÔÉ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ W , ×ËÌÀÞÅÎÎÏÅ × ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ0→ O(−2) �
−→W �

−→ O(2) → 0; (14)



÷åë�ïòîùå òáóóìïåîéñ îá P1
Z ó ðòïó�ùíé ðïäóëïëáíé 211É ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÏÇÄÁ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, Á ×ÓÅ �ÏÄÓËÏËÉ �ÒÏÓÔÙÅ. ðÏ-ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÄÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ W É �ÏÓÍÏ-ÔÒÅÔØ, ×ÓÅ ÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ W ÚÁÄÁÎÏ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓËÌÅÊËÉ� = [y2 ay + b+ 
x0 x2 ] ; ÇÄÅ a; b; 
 ∈ Z:ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍÙÅ ÂÁÚÉÓÙW ÎÁ U0 É U1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ [e1; e2℄É [f1; f2℄.4.1. óÌÏÉ W . äÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÓÌÏÅ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁ-ÂÏÔÁÅÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ É, × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ H0(W (−1)). äÌÑ ÜÔÏ-ÇÏ ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ� : H0(O(1)) −→ H1(O(−3)) = H0(O(1))∨× ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (14),�ÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ O(−1), ÉÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ H0(W (−1)) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÓËÌÅÊËÉ.4.1.1. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. éÍÅÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙW ≃











O +O; ÅÓÌÉ b2 − a
 6= 0;
O(−1) +O(1); ÅÓÌÉ b2 − a
 = 0; (a; b; 
) 6= (0; 0; 0);
O(−2) +O(2); ÅÓÌÉ (a; b; 
) = (0; 0; 0):ðÏÜÔÏÍÕ W ÉÍÅÅÔ (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ É) �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÄÓËÏËÉÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁb2 6= a
 É GCD(a; b; 
) = 1: (15)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÔÞÁÓ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÁË-ÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÏÌÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅh0(W (−1)) = 2− rkk [a bb 
] :úÄÅÓØ h0(W (−1)) = rkkH0(P1k;W (−1)⊗ k). �äÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (15) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.



212 á. ì. óíéòîï÷4.2. íÅÓÔÏ W × ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ. íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÅ-ÓÔÏ W × ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÉÚ 1.3.1. üÔÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ �ÏÌÕÞÅÎÁ × [1℄ Ó�ÏÍÏÝØÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ [2℄. ðÏÜÔÏÍÕÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÜÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑW . ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. �ÏÌØËÏ ÅÅ ÍÙÉ Ï�ÉÛÅÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÄÌÑ O� ÎÁ P1
Z ×P1

Z, Á ÉÍÅÎ-ÎÏ: 0 → O(−1) ⊠ O(−1) i
−→ O → O� → 0; i = t1 ⊠ t0 − t0 ⊠ t1: (16)ÇÄÅ M ⊠N = p∗M ⊗ q∗M , Á p; q : P1

Z ×P1
Z → P1

Z { ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ �ÒÏÅË-�ÉÉ. üÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÄËÒÕÔËÉ ÎÁ W (1)⊠ O(−1)ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ËÏÒÏÔËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ0→W ⊠ O(−2) jW
−−→W (1) ⊠ O(−1) → p∗W ⊗O� → 0; (17)ÇÄÅ jW = jW0 ⊠ t0 + j1 ⊠ t1, jW0 = idW ⊗t1, jW1 = − idW ⊗t0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÓÛÉÈ �ÒÑÍÙÈÏÂÒÁÚÏ× Riq∗, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó (17):0 → H0(W )⊗O(−2) �

−→ H0(W (1))⊗O(−1) →W → 0: (18)äÌÑ Ñ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ � ÎÁÄÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ H0(W ), H0(W (1)) É ×Ù-ÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓÙ ÜÔÉÈ ÇÒÕ��. ðÕÓÔØL = O(2):4.2.1. ìÅÍÍÁ. çÒÕ��Á H0(W ) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ. óÔÒÅÌËÁ �(ÓÍ. (14)) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ H0� : H0(W ) ,→ H0(L). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ImH0� = {u0t20 + u1t0t1 + u2t21|u0; u1; u2 ∈ Z; au2 + bu1 + 
u0 = 0}:4.2.2. ìÅÍÍÁ. çÒÕ��Á H0(W (1)) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ. óÔÒÅÌ-ËÁ �(1) (ÓÍ. (14)) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍH0(W (1)) → H0(L(1)) = {v0t30 + v1t20t1 + v2t0t21 + v3t31|v0; v1; v2; v3 ∈ Z}:ìÅÍÍÁ 4.2.1 É ÌÅÍÍÁ 4.2.2 �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Ó ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓËÌÅÊËÉ.4.2.3. ÷ÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÏ× × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ÷ H0(W ) ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏÎÁÂÏÒÏÍ (u0; u1; u2) ∈ Z3, ÎÏ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ { ÓÍ. (4.2.1). äÌÑ �Å-ÌÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, Á
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Z ó ðòïó�ùíé ðïäóëïëáíé 213ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ (a; b) = 1:÷ÙÂÅÒÅÍ É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅua+ vb = 1: (19)÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ H0(W ) ×ÏÚØÍÅÍ ×ÅËÔÏÒÁ, �ÅÒÅÈÏÄÑÝÉÅ ×t20 − v
t0t1 − u
t21 É bt21 − at0t1 (20)�ÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ H0(W ) ,→ H0(O(3)) (ÓÍ. 4.2.1).÷ H0(W (1)) ×ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍt30; t20t1; t0t21; t31 ∈ H0(O(3)); (21)�ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ H0(W (1)) → H0(O(3)) (ÓÍ. 4.2.2).4.2.4. ìÅÍÍÁ. ÷ ÂÁÚÉÓÁÈ H0(W ) É H0(W (1)) ÉÚ (20) É (21) Ï�ÅÒÁ�ÉÑ� ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (18) ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ� = 







0 01 0
−v
 −a
−u
 b 







t0 + 







−1 0v
 au
 −b0 0 







t1: (22)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ (16) Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÄËÒÕÔËÉ ÎÁ L(1)⊠

O(−1) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ0 → L⊠ O(−2) jL
−→ L(1)⊠ O(−1) → p∗L⊗O� → 0: (23)óÔÒÅÌËÁ �(1) (ÓÍ. (14)) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÓÔÒÅÌËÕ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÑÍÉ (17) É (23). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁH0(W )⊗O(−2) �=H0(jW )

//H0(�)⊗O(−2)
��

H0(W (1))⊗O(−1)H0(�(1))⊗O(−1)
��H0(L)⊗O(−2) �L=H0(jL)

// H0(L(1))⊗O(−1) : (24)÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ H0(L) É H0(L(1)), ÔÏ ÅÓÔØ × ÂÁÚÉÓÁÈt20; t0t1; t21 É t30; t20t1; t0t21; t31, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �L ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ�L = 







0 0 01 0 00 1 00 0 1 t0 − 







1 0 00 1 00 0 10 0 0 t1: (25)



214 á. ì. óíéòîï÷ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÌÅÍÍÁ, ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ ×ÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÏ× × H0(W )É H0(W (1)) (ÓÍ. 4.2.3). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ××ÉÄÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ(24) É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÅÅ ÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ =  L ·





1 0
−v
 −a
−u
 b 

 ;ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á  ÚÁÄÁÎÁ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (22), ÍÁÔÒÉ�Á  L ÚÁ-ÄÁÎÁ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (25), Á (2× 3)-ÍÁÔÒÉ�Á ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÁÚÉÓH0(W ) ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ H0(O(2)) (ÓÍ. (20)). üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. �4.2.5. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. W ≃ V (b2 − a
; u + v2
 + abu2v + a
uv2), ÇÄÅÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕËÁÚÁÎÏ × (2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ�ÒÏÈÏÄ �Ï ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3.1 × [1℄. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÌÉÛØ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁD(C(B(A�)) [ 1 0bu2 + 
uv 1] ))= 







0 0u + v2
+ abu2v + a
uv2 0b2 − a
 00 1 t0 + 







1 00 10 00 0 t1; (26)ÇÄÅ � { ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ (22), Á A, B, C É D, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÍÁÔÒÉ�Ù:








−1 0 0 00 u −v 0
 b a 00 0 0 1 ;


1 0 0 00 1 0 00 0 b a20 0 −u2 bv2 + 2auv ;








1 0 0 0
−bu2 − 
uv 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ;



1 0 0 00 1 0 −av0 0 1 00 0 0 1 







:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (26) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÏ× ×H0(W ) É H0(W (1)). �
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Z ó ðòïó�ùíé ðïäóëïëáíé 2154.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. úÄÅÓØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.2. ðÕÓÔØ E { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 1.1.2, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÄÓËÏËÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ E ≃ F , ÇÄÅ, ËÁË É × (4),F = V (m;�); GCD(m;�) = 1:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.3.1 ÔÁËÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÏÂÝÎÏÓÔÉ. âÏ-ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏm > 1:äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ |m| 6 1, ÔÏ Õ F ÎÅÔ �ÏÄÓËÏËÏ× (ÓÍ. 1.3.1). ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ m ÎÁ (−m)ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.4.3.1. òÅÄÕË�ÉÑ. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.2.5 É ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3.2 ÓÒÁÚÕ ÖÅ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ F × ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ0 → O(−2) → F → O(2) → 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ a; b; 
; u; v ∈ Z,ÞÔÏ b2 − a
 = ±m; (27)ua+ vb = 1; (28)u+ v2
+ abvu2 + a
v2u = ± ∗2 ·� mod m; (29)ÇÄÅ ∗ { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Z=mZ)∗.4.3.2. úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. úÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓ-ÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏËÁÚÁ× ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ 4.3.1. ðÕÓÔØm = 2tps11 · · · psnn = 2tm0 (pi ÎÅÞÅÔÎÙ):îÁÞÎÅÍ Ó ×ÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÁ �ÒÉ � × (29), Á ÔÏÞÎÅÅ, Ó ×ÙÂÏÒÁ �∗ = ±�.ðÏÌÏÖÉÍ�∗ = 









�; ÅÓÌÉ t = 0;
−�; ÅÓÌÉ t > 0 É � (mod 2t) { Ë×ÁÄÒÁÔ;�; ÅÓÌÉ t > 0 É � (mod 2t) { ÎÅË×ÁÄÒÁÔ: (30)�Å�ÅÒØ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ a ∈ N, ÞÔÏa { �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ; (31)a = −1 (mod 8); (32)É

( api ) = (�∗pi ) (i = 1; : : : ; n): (33)



216 á. ì. óíéòîï÷�ÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ äÉÒÉÈÌÅ Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ×ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.éÚ (30) É (32) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ�∗ = a · ∗2 (mod 2t): (34)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ t = 0 É t = 1 �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÅÞÅÇÏ, ÔÁË ËÁË(Z=2tZ)∗ = 1:ðÒÉ t > 2 ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �∗ = −1 (mod 2t). üÔÏ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏÉÚ (30).éÚ (32) É ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ pi ×ÙÔÅËÁÅÔ , ÞÔÏ
(pia ) = �i ( api) = �i�i; ÇÄÅ �i = (−1pi ); �i = (�∗pi );ðÏÜÔÏÍÕ (ÅÝÅ ÒÁÚ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ (32)):

(�i�ipia ) = 1: (35)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ ÔÅÏÒÅÍÙ äÉÒÉÈÌÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ É ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍ-ÎÏÓÔÉ çÁÕÓÓÁ.ðÏÌÏÖÉÍ � = �s11 · · · �snn ; � = �s11 · · · �snn : (36)éÚ (35) É (36) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
(��m0a ) = 1: (37)éÚ (32) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

(2a) = 1: (38)éÚ (37) É (38) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
(��ma ) = 1: (39)÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ b ∈ Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ��m = b2 (mod a): (40)÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (39). ÷ÙÂÅÒÅÍ v ∈ ZÔÁË, ÞÔÏ v = 1=b (mod a) É v = 0 (mod m): (41)
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 = b2 − ��ma :éÚ (40) É (41) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u; 
 ∈ Z.ðÒÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ a, b, 
, u É v �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÕÓÌÏ×ÉÑ (27) É (28). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (29) ÔÏÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, ÉÚ (33) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �∗ = a · ∗2 (mod m0). ïÔÓÀÄÁ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (34),�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �∗ = a · ∗2 (mod m): (42)�ÁË ËÁË v = 0 (mod m) (ÓÍ. ((41))), ÔÏu+ v2
+ abvu2 + a
v2u = 1=a (mod m):á ÜÔÏ, × ×ÉÄÕ (42), ËÁË ÒÁÚ É ÄÁÅÔ (29).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1.2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. A. L. Smirnov.On �ltrations of ve
tor bundles over P1

Z. | Arithmeti
 and Geometry,Cambridge Univ. Press, London Math. So
. Le
t. Note Series, 420 (2015), 436{457.2. ë. ïËÏÎÅË, í. ûÎÁÊÄÅÒ, è. û�ÉÎÄÌÅÒ, ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, íÏÓË×Á, íÉÒ, 1984.3. Ch. C. Hanna, Subbundles of ve
tor bundles on the proje
tive line. | J. Algebra 52,No. 2 (1978), 322-327.4. ò. èÁÒÔÓÈÏÒÎ, áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, íÏÓË×Á, íÉÒ, 1981.Smirnov A. L. Ve
tor bundles on P1
Z with simple jumps.We 
onsider ve
tor bundles with rank 2 over the proje
tive line over Z.Assume that su
h a bundle E is trivial on the generi
 �ber, and its restri
-tion to any spe
ial �ber is isomorphi
 either to O2 or to O(−1) ⊕ O(1).Under these assumptions we prove that there exists an exa
t sequen
e ofthe form 0→ O(−2) → E → O(2) → 0. ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 7 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2016 Ç.ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁÉÍ. ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á òáî,æÏÎÔÁÎËÁ 27, 191023 óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, òÏÓÓÉÑE-mail : smirnov�pdmi.ras.ru


