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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ h { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÓÕ-ÖÄÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ� (z + h) = (1 + e−iz)� (z − h); (1)ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z. üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ××ÅÄÅÎÏ × ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÉÅ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄, ÇÄÅ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ËÏ-ÔÏÒÙÍ ×ÏÚÎÉË × Ó×ÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÉÚ ÆÉÚÉËÉ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ. ðÏÚÖÅÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÌÉ �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉÒÁÚÎÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÒÁË�ÉÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ íÁÌÀÖÉÎ�Á  (z+h) = ot(z=2+�=4) (z−h). åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑÎÁÞÁÌÉ ÉÚÕÞÁÔØÓÑ × [5℄ × 1958 ÇÏÄÕ. òÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚÕÞÁÌÉÓØÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 4℄ É [6℄.òÅÛÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, É ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ (1).íÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÉ h → 0.òÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÍÁÌÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚ-ÎÉËÁÀÔ × ÄÉÆÒÁË�ÉÉ É ÆÉÚÉËÅ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ. ÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÄÉÆÒÁË�ÉÉ ÎÁËÌÉÎÅ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÓÄ×ÉÇÁ × ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ ÕÇÌÕÒÁÓÔ×ÏÒÁ ËÌÉÎÁ, × ÚÁÄÁÞÅ Ï Ó�ÅËÔÒÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ × ËÒÉÓÔÁÌÌÅ, �ÏÍÅÝÅÎ-ÎÏÍ × ÍÁÇÎÉÔÎÏÅ �ÏÌÅ, ÏÎ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ ÍÁÇÎÉÔÎÏÍÕ �ÏÔÏËÕ ÞÅÒÅÚÑÞÅÊËÕ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄ É [7℄. æÏÒÍÁÌØÎÏeh ddz f(z) = f(z + h). ðÏÜÔÏÍÕ, h ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ �Å-ÒÅÄ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ�ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÆÕÎË�ÉÑ íÁÌÀÖÉÎ�Á, ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ.òÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 14-01-00760-Á É ÇÒÁÎÔÏÍ óðÂçõ11.38.263.2014. 178



ë÷áúéëìáóCéþåóëéå áóéí�ï�éëé æõîëãéê íáìàöéîãá179÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2, ÓÌÅÄÕÑ [3℄, ÍÙ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× Ï�ÉÛÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ (1) É ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÉÎ-ÔÅÒÅÓÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ �ÒÏ�ÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÒÁÂÏÔ). ä×Á �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ×Ù×ÏÄÕ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÉÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉË ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷�ÏÓÌÅÄÎÅÍ ËÒÁÔËÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÄÌÑ � ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ × ÒÁÂÏÔÅ.ðÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÕË×ÏÊ C �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ h. äÌÑ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ f É gÍÙ �ÉÛÅÍ, ÞÔÏ f(z) = O(g(z)) ÄÌÑ z × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊÏÂÌÁÓÔÉ |f(z)| 6 C|g(z)|.
§2. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ 0 < h < �.2.1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ËÏÔÏÒÏÅÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ × �ÏÌÏÓÅ S0 = {|Re z| < �+h} É ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ× ÎÅÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ�0(z) = 1 + o(1); z → −i∞; (2)É �0(z) = e−i z24h + i �212h + i h12 (1 + o (1)); Im z → +i∞: (3)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ2h-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ1) ÅÓÌÉ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÔÏ ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ { ÅÄÉÎÉ�Á;2) ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ �, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ × �ÏÌÏÓÅ S0, Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ� (z)=�0(z) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ �ÒÉ Im z → ±∞ É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ËÎÕÌÀ �ÒÉ Im z → −∞ É/ÉÌÉ Im z → +∞, ÔÏ � (z) ≡ 0.üÔÉ Ä×Á ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÚ×ÁÔØ �0 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ,ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ × �ÏÌÏÓÅ S0.2.2. ï�ÉÛÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �0. ÷ �ÏÌÏÓÅ

|Re z| < � ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅÔ×Ø ÆÕÎË�ÉÉ z 7→ ln (1 + e−iz) ÕÓÌÏ×ÉÅÍln (1 + e−iz) → 0; z → −i∞: (4)æÕÎË�ÉÑ �0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ�0(z) = e�(z); (5)



180 á. á. æåäï�ï÷ÇÄÅ � { ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�(z + h) = ln (1 + e−iz) + �(z − h); (6)ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ × �ÏÌÏÓÅ S0. óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ |Re z| < �, �ÏÌÏÖÉÍL(z) = z
∫

−i∞ ln (1 + e−iz′) dz′; (7)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ Re z′ = Re z. �ÏÇÄÁ × S0�(z) = �8ih2 ∫ L(z′)os2 (�(z−z′)2h ) dz′: (8)úÄÅÓØ  { �ÒÑÍÁÑ Re z′ = Const, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z ± h.2.3. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1), ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ �0 ÄÏ ÍÅ-ÒÏÍÏÒÆÎÏÊ. åÅ �ÏÌÀÓÁ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÔÏÞËÁÈ
−� − h− 2�l− 2hk; l; k = 0; 1; 2; : : : ;Á ÎÕÌÉ { × ÔÏÞËÁÈ� + h+ 2�l + 2hk; l; k = 0; 1; 2; : : : :îÕÌØ × ÔÏÞËÅ �+h É �ÏÌÀÓ × ÔÏÞËÅ −�−h Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ. ïÓÔÁÌØ-ÎÙÅ ÎÕÌÉ É �ÏÌÀÓÁ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ h=� ÉÒ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ.2.4. æÕÎË�ÉÑ �0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:�0(z + �) = (1 + e− i�h z)�0(z − �); (9)�0(−z) = e− i4h z2 + i�212h + ih12 1�0 (z) ; (10)É �0(z) = 1�0(−z) : (11)2.5. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ�0 (−�) = 1√2 e− i�212h + ih24 : (12)



ë÷áúéëìáóCéþåóëéå áóéí�ï�éëé æõîëãéê íáìàöéîãá181
§3. ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ×ÄÁÌÉ ÏÔ ÎÕÌÅÊ É�ÏÌÀÓÏ×÷ÙÂÅÒÅÍ Æ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 0<Æ<�, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ VÆ Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÔÏÞÅË ÌÕÞÅÊ z > 1 É z 6 −1. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ÷ C− \ VÆ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ h ÆÕÎË�ÉÑ �0 ÄÏ�ÕÓ-ËÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ�0(z) = exp( 12hL(z) +O (h (1 + |Re z|)e−|Im z| )) ; (13)ÇÄÅ L { ÆÕÎË�ÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÁÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2, ÓÍ. (7).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. 1) áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �0 × C+ \VÆ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÓ �ÏÍÏÝØÀ (13) É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (10){(11).2) áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ C− \ VÆ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ±2�×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ (13) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9). üÔÁ ÉÄÅÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ �0 ÏËÏÌÏ ÅÅ ÎÕÌÅÊ É �ÏÌÀÓÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Im z60 É |Re z|6� − Æ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ � ÉÚ (8) × ×ÉÄÅ�(z) = �0(z) + �(z); (14)ÇÄÅ �0(z) = �8ih2L0(z) ∫ dz′os2 (�(z−z′)2h ) = 12h L0(z); (15)Á �(z) = �8ih2 ∫ z′

∫z ln(1 + e−i�)d�os2 (�(z−z′)2h ) dz′: (16)ï�ÅÎÉÍ �(z). éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ Ä×ÁÖÄÙ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ Ë ×ÉÄÕ�(z) = �+(z) + �−(z) (17)Ó �±(z) = ± 12� z
∫

±i∞;Re z′=Re z f±(�(z′ − z)2h ) e−iz′1 + e−iz′ dz′; (18)



182 á. á. æåäï�ï÷É f±(�) = �
∫

±i∞;Re t=Re � (tan t∓ i) dt = i ln(1 + e±2i�): (19)ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ |f±(±iy)| 6 Ce−�|y|=h �ÒÉ ±y > 0. äÁÌÅÅ, ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ∣∣∣ e−iz1+e−iz ∣∣∣ 6 Cmin{eIm z; 1}. ðÏÜÔÏÍÕ
|�−(z)| 6 C y

∫

−∞

e−�h (y−y′) ey′dy′ 6 Chey (20)É
|�+(z)| 6 C 0

∫y e−�h (y′−y) ey′dy′ + C +∞
∫0 e−�h (y′−y)dy′

6 Ce�h y 0
∫y e(1−�h )y′dy′ + Che�h y: (21)åÓÌÉ 0 < h < �=2, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ |�+(z)| 6 Che−|Im z|. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÌÅÍÍÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ z ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (14){ (15), (17) É (20){(21).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ z ∈ C− \VÆ É Re z > �− Æ. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ�0(z) = exp N

∑j=1 ln(1 + e−i(z−(2j−1)h))
 �0(~z); ~z = z − 2Nh: (22)íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ, ËÁË É × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2, ×ÅÔ×Ø ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÅÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ �ÒÉ Im z → −∞.åÓÌÉ h ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |Re ~z| 6 � − Æ. íÙÔÁË É ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ z′ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ z É ~z, ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ �Ï Re z′ Ï�ÅÎËÁ (ln(1 + e−iz′))′′ = O(e−|Im z′|), ÔÏ



ë÷áúéëìáóCéþåóëéå áóéí�ï�éëé æõîëãéê íáìàöéîãá183ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ h12h z+h
∫z−h ln (1 + e−iz) dz = ln (1 + e−iz)+O (h2e−|Im z|) :ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (22) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�0(z) = exp 12h z

∫~z ln (1 + e−iz) dz +O (h(z − ~z)e−|Im z|)
 �0(~z):A ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (13), ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ × �ÏÌÕ�ÏÌÏÓÅ,ÇÄÅ |Re z| 6 �− Æ É Im z 6 0, ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÔÏ ÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ z,ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × C− \VÆ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÜÔÏÊ �ÏÌÕ�ÏÌÏÓÙ. äÌÑ z, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �

§4. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = −�úÄÅÓØ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ �0 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ −�. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÀ (10) �Ï×ÅÄÅÎÉÅ �0 É ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ � ÔÏÖÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.ðÕÓÔØ ÄÌÑ Æ > 0 É a ∈ C ÚÁ�ÉÓØ VÆ(a) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÔÏÞËÉ z = a. ðÕÓÔØ 0 < Æ < 2�. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. äÌÑ t ∈ VÆ(0)�0(−� + t) = 1√2� e ln(2h)2h t�( t+ h2h ) e 12h�(t;h); (23)ÇÄÅ�(t; h) = L(−�) + t
∫0 ~l(s)ds+O (h2) ; ~l(s) = ln(1− e−is)− ln s; (24)Á �Ï�ÒÁ×ÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ × VÆ(0). ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ~l(s)(ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÁÍ ÖÅ) ×ÅÔ×É ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ~l(0) =i�=2.óÒÁ×ÎÉÍ (13) É (23). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1. òÁÚÒÅÖÅÍ VÆ(0) ×ÄÏÌØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ÷ ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ�0(−� + t) = �( t2h) e 12hL(−�+t)+O(h); (25)



184 á. á. æåäï�ï÷ÇÄÅ �(�) = 1√2� e−� (ln �−1)�(� + 12) ; (26)É ×ÅÔ×Ø ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ ln 1 = 0. äÁÌÅÅ, �(�) → 1 �ÒÉ
|� | → ∞.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (23) É (25) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ � ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÉ �-ÆÕÎË�ÉÉ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (13) É (23) ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÉ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÏÂÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ.óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (23) Ó (12), ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �(0; h) = − i�26 + ih212 . óÒÁ×ÎÉ×ÁÑÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó (24), �ÏÌÕÞÁÅÍL(−�) = −i�2=6:�Å�ÅÒØ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÅÏÒÅÍÙ 4.1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÉÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ t ∈ VÆ(0).äÌÑ Re t > −h ÉÚ (8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�(−� + t) = 12hL(−�) + g(t) + �1(t); (27)ÇÄÅ g(t) = �8ih2 +i∞

∫

−i∞ s ln s− sos2 (�(t−s)2h ) ds; (28)�1(t) = �8ih2 +i∞
∫

−i∞ s
∫0 ~l(s′)ds′os2 (�(t−s)2h ) ds; (29)Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ Re s = Const, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÍÅÖÄÕz−h=2 É z+h=2, É ×ÅÔ×Ø ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ g { ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ �Ï ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ ÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ln z ∈ R �ÒÉ z > 0.



ë÷áúéëìáóCéþåóëéå áóéí�ï�éëé æõîëãéê íáìàöéîãá185÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ eg(t) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ñ×ÎÏ: ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ (32) ÄÌÑ �-ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ Re t > −h,�( t+ h2h ) = √2� exp �8ih2 +i∞
∫

−i∞ s ln s2h − sos2( �2h (t− s)) ds= √2� expg(t)− � ln(2h)8ih2 +i∞
∫

−i∞ s dsos2( �2h (t− s))âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ � 7→ �= os2(�), �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ+i∞
∫

−i∞ t dsos2( �2h (t− s)) = 4ht=�;É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅeg(t) = 1√2� e ln(2h)2h t �( t+ h2h ) : (30)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ~l ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × �ÏÌÏÓÅ −Æ < Re s < Æ. þÔÏÂÙÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ�1(t) = 12h t
∫0 ~l(s)ds +O(h); |t| 6 Æ < 2�: (31)ðÏÓËÏÌØËÕ s

∫0 ~l(s′) ds′ = t
∫0 ~l(s′) ds′ + s

∫t ~l(s) ds, ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ�1 = 12h t
∫0 ~l(s)ds+�1(t); �1(t) = �8ih2 +i∞

∫

−i∞ s
∫t ~l(s′)ds′os2 (�(t−s)2h ) ds:äÅÊÓÔ×ÕÑ ËÁË �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÅÏÒÅÍÙ 3.1, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ�1(t) = �1;+(t) + �1;−(t); �1;±(t) = ± i2� t

∫

±i∞ f±(�(s− t)2h ) ~l′(s)ds;



186 á. á. æåäï�ï÷ÇÄÅ f± { ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × (19). ÷ �ÏÌÏÓÅ |Re s| 6 Æ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÁÏ�ÅÎËÁ |~l′(s)| 6 C. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÅÅ É ÔÅ ÖÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ f±, ÞÔÏ É �ÒÉ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÙ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ |�1(t)| = O(h).ïÔÓÀÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ (31). üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. �4.1. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ �-ÆÕÎË�ÉÉ. úÄÅÓØ ÍÙ×Ù×ÅÄÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�(z + 12) = √2� exp �2i +i∞
∫

−i∞ s ln s− sos2(�(z − s)) ds ; Re z > −12 ; (32)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÏÊ Re s = Const > 0, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÍÅÖÄÕ ÔÏÞÅË z± 1=2, É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ×ÅÔ×Ø ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ ×ÄÏÌØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ ln 1 = 0.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ × (32) ÞÅÒÅÚ F (z). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F ( · ) É�( ·+1=2) ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Re z >
− 12 . éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ×ÙÞÅÔÁÈ, ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ É F ( · ), É� ( · + 12) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀF (z + 12) = zF (z − 12); Re z > 0: (33)ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ r(z) = F (z) =� (z + 12) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÌÏÊ 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (32),ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ r(z) → 1 �ÒÉ Im z → ±∞ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ�Ï Re z. üÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ × �ÏÌÏÓÅ 1 6 Re z 6 2. ä×ÁÖÄÙÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕF (z) = √2� ez ln z−z+ 12�i( z

∫

−i∞ f−(�(s−z)) dss ++i∞
∫z f+(�(s−z)) dss ) ; (34)ÇÄÅ ËÏÎÔÕÒ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ { �ÒÑÍÁÑ Re s = Re z, Á f± - ÆÕÎË�ÉÉ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × (19). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ 1 6 Re z 6 2 É Im z → ±∞

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z
∫

−i∞ f−(i�(z − s))dss ∣∣∣∣∣
∣

; ∣

∣

∣

∣

∣

∣

+i∞
∫z f+(i�(z − s))dss ∣∣∣∣∣

∣

6
Const
|z| :ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × �ÏÌÏÓÅ 1 6 Re z 6 2 ÆÕÎË�ÉÑ F ÉÍÅÅÔ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉËÕ F (z) = √2� ez ln z−z (1 + O(1=|z|)) ËÁË É �(· + 1=2). ðÏÜÔÏÍÕr(z) ≡ 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. �
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